28. TURNIR GRADOVA
Prole¢no kolo.

Pripremna varijanta, 25. februar 2007. god.

8-9. razred (mladi uzrast)
(Rezultat se racuna na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviSe poena.
Poeni za delove jednog zadatka se sabiraju)

1. (4 poena) Pet duzi je nacrtano (ne podizuci olovku sa papira) tako
da je dobijena petokraka zvezda, podeljena povuc¢enim duzima na
pet trouglova i jedan petougao. Pokazalo se da su svih 5 trouglova
podudarni. Da li je tada obavezno petougao pravilan (tj. ima
jednake sve stranice i sve uglove jednake)?

2. (4 poena) Na tabli su napisana dva 2007-cifrena broja. Zna se da
kod svakog mozemo precrtati 7 cifara tako da ostanu jednaki
brojevi. DokaZite da u polazne brojeve mozemo ubaciti (upisati) po
7 cifara, tako da se takode dobiju jednaki brojevi.

3. (4 poena) Koliko najmanje topova mozemo postaviti na Sahovsku
tablu 8x8 tako da sva bela polja budu napadnuta (tu€ena) tim
topovima? (Napadnutim poljima smatramo sva polja kolone i reda u
kojima se nalazi top).

4. (4 poena) Data su tri realna broja razliCita od nule. Ako ih, u bilo
kom poretku, uzmemo za koeficijente kvadratnog trinoma, onda ce
taj trinom imati realan koren (realnu nulu). Da li je tacho da ¢e svaki
od tih trinoma imati pozitivan koren?

5. a) (1 poen) Torta ima oblik trougla kod koga je jedan ugao tri puta
veci od drugog. Kutija za tortu ima oblik istog takvog trougla, ali
simetricnog s njim u odnosu na neku pravu. Kako razrezati tortu na
dva dela koji se (bez obrtanja-prevrtanja) mogu smestiti u tu kutiju?

b) (4 poena) Uradite isti zadatak, ali za tortu koja ima oblik
tupouglog trougla u kome je tup ugao dva puta veci od jednog od
ostrih uglova.

(Tortu i kutiju smatrajte ravnim figurama.)
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10-11. razred (stariji uzrast)

(Rezultat se racuna na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviSe poena.
Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju)

1. (3 poena ) Polja table 9x9 obojena su crnom i belom bojom kao na
Sahovskoj tabli Ugaona polja su bela. Koji najmanji broj topova
treba postaviti na tu tablu da bi ti topovi tukli sva bela polja. (Kaze
se da top tuce neko polje ako se ono nalaze u vrsti i koloni u kojoj
se taj top nalazi).

2. (4 poena) Polinom x°+ px®+gx+r ima tri korena u intervalu (0, 2) .
Dokazite da vazi nejednakost: -2 < p+lj+r <0

3. (4 poena) Prava dodiruje kruznicu u tacki A. Na pravoj je izabrana
taCka B, pa je duz AB rotirana za neki ugao oko centra kruznice.
Tako je dobijena duz A'B'. Dokazite da prava, koja prolazi kroz
taCke dodira Ai A’, polovi duz BB'.

4. (4 poena) Niz nula i jedinica nastao je na sledeci nacin: na k-tom
mestu piSe se nula ako je zbir cifara (rednog) broja k paran, a inace
(ako je zbir cifara broja k neparan) piSe se jedinica. Dokazite da je taj
niz cifara neperiodican. (Evo poCetka tog niza:
101010101101010101001.....)
Niz nazivamo periodicnim, ako postoji prirodan broj d, takav da se
uvek podudaraju dva clana niza, Ciji se indeksi (redni brojevi)
razlikuju za d.

5. a) (3 poena ) Torta ima oblik tupouglog trougla kod kojeg je tup
ugao dva puta veci od jednog od oStrih uglova. Kutija za tortu ima
oblik istog takvog trougla, ali simetrichog s njim u odnosu na neku
pravu. Kako razrezati tortu na dva dela koji se (bez obrtanja-
prevrtanja) mogu smestiti u tu kutiju?

b) (8 poena) Uradite isti zadatak za tortu koja ima oblik trougla sa
uglovima od 20°, 30° i 130°.
(Tortu i kutiju smatrajte ravnim figurama.)



28. TURNIR GRADOVA
Prole¢no kolo.

Osnovna varijanta, 4. mart 2007. god.

8-9. razred (mladi uzrast)
(Rezultat se racuna na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviSe poena,
a poeni za delove jednog zadatka se sabiraju)

. (3 poena) Dat je prirodan broj N. Da bismo nasli ceo broj, najblizi kvadratnom
korenu iz N, |skor|st|cemo slede¢i nacin: medu kvadratima prirodnih brojeva
nadimo broj a% najblizi broju N; tada ée i a biti trazeni broj. Da li uvek takav
nacin daje prawlan odgovor?

. (4 poena) Na stranicama jedinicnog kvadrata oznacene su tacke K, L, M i N
tako da je KM paralelno dvema stranicama kvadrata, a LN paralelno sa dve
druge stranice kvadrata. Duz KL od kvadrata odseca trougao obima 1. Kolika je
povrSina trougla koji od kvadrata odseca duz MN?

. (5 poena) Pera je uzeo dvadeset uzastopnih prirodnih brojeva, zapisao ih je
jedan za drugim nekim redom i tako dobio broj M. Vasa je uzeo dvadeset jedan
uzastopni prirodan broj, zapisao ih jedan za drugim po nekom redu i tako je
dobio broj M. Da li se moglo dogoditi da bude M=N ?

. (poena) U konveksnom mnogouglu povuceno je nekoliko dijagonala (moguce i
takvih da se seku) tako da se ni u kojoj tacki unutar mnogougla ne seku tri ili
viSe dijagonala. Pokazalo se da je na kraju mnogougao podeljen na trouglove.
Koliki je najve¢i moguci broj tih trouglova?

. (7 poena) Pronadite sve rastuce aritmeticke progresije, Ciji su Clanovi prosti
brojevi sa svojstvom da je broj ¢lanova progresije konac¢an i veéi od razlike
progresije.

. (8 poena) Kod Cetvorougla ABCD stranice AB, BC i CD su Jednake tacka M je
srediéte stranice AD. Poznato je da je ugao BMC jednak 90°. Nadite koliki je
ugao izmedu dijagonala ¢etvorougla ABCD.

. Kapetan Vrungel u svojoj kabini je promeSao Spil od 52 karte i rasporedio ih po
krugu, ostavivsi jedno slobodno mesto. Mornar Fuks s palube, ne odvajajuéi se
od svog kormila i ne znajuci pocetni raspored, imenuje kartu. Ako je ta karta do
slobodnog mesta, Vrungel je premesta na to slobodno mesto, ne govoreci
Fuksu o tome nista. U protivnhom slu€aju niSta se ne deSava. Fuks onda
imenuje josS jednu Kkartu, i tako koliko hoce puta, sve dok on ne kaze “stop”.

(5 poena) a) Moze li Fuks postici to da se posle “stop” svaka karta nade tamo
gde nije bila na pocCetku?

(5 poena) b) Moze li Fuks postici to, da posle “stop” pored slobodnog mesta ne
bude as (kec) pik?
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10-11. razred (stariji uzrast)

(Rezultat se racuna na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviSe poena.
Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju)

1. (3 poena) Na paraboli y = x* uzete su &etiri tacke A, B, C, D, tako da se
duzi AB i CD seku na ordinatnoj osi. Nadite apscisu taCke D, ako su
apscise taCaka A, BiCredoma, bic.

2. (5 poena) Konveksna figura F ima sledeCe svojstvo: ma Kkoji
jednakostrani¢ni trougao stranice 1 moze se paraleln o premestiti tako da
se sva njegova temena nadu na obodu (granici) figure F. Sledi li iz tog
svojstva da je F krug?

3. (5 poena) Neka je f(x) neki polinom nenultog stepena. Moze li se desiti da
jednacina f(x)=a za ma koju vrednost a ima paran broj reSenja?

4. Kapetan Vrungel u svojoj kabini je promesao Spil od 52 karte i rasporedio ih po
krugu, ostavivsi jedno slobodno mesto. Mornar Fuks s palube, ne odvajajuci se
od svog kormila i ne znajuci pocetni raspored, imenuje kartu. Ako je ta karta do
slobodnog mesta, Vrungel je premesta na to slobodno mesto, ne govoreci
Fuksu o tome nista. U protivhom slu€aju niSta se ne deSava. Fuks onda
imenuje jo$ jednu kartu, i tako koliko hoée puta, sve dok on ne kaze “stop”.

(4 poena) a) Moze li Fuks postici to da se posle “stop” svaka karta nade tamo
gde nije bila na pocetku?

(4 poena) b) Moze li Fuks postici to, da posle “stop” pored slobodnog mesta ne
bude as (kec) pik?

5. (8 poena) Od pravilnog oktaedra stranice 1 odrezano je 6 uglova - piramidica sa
kvadratnom osnovom i bo¢nom ivicom % Dobijen je poliedar Cije su strane

kvadrat’i)i pravilni Sestouglovi. Moze li se kopijama takvog poliedra popuniti
prostor

6. (4 poena) Dat je iracionalan broj a, takav da je 0<a<% . Prema njemu se

odreduje novi broj a; kao maniji od dva broja 2a i 1-2a. Prema ovom broju se
onda odreduje ay, i tako dalje.

(4 poena) a) Dokazite da je za neko n ispunjena nejednakost a, < %.

(4 poena) b) Moze li se dogoditi da bude an>% za svaki prirodan broj n?

7. (8 poena) Stranice trougla ABC vide se iz tatke T pod uglovima od 120°.
Dokazite da se prave simetricne pravama AT, BT i CT u odnosu na prave BC,
CA i AB (tim redom) seku u jednoj tacki.
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