CPIICKA MATEMATWUYKA OJIMMIINJA ITA

TaKMHAYCH€ YUCHHUKA Cpeailh X IMIKOJIa U3 MaTeMaTHUKRe

Beorpan, 02.04.2007.

IIpBu mau

1. Hexka je D Taura ma crpanunu AC tpoyraa ABC y rome je AB < BC takBa
na je AB = BD. Kpyr ynucan y AABC nomupyje ABy K u AC y L, a J je
neHTap ynucanor kpyra rpoyraa BCD. Ilokasaru ma KL nmosnosu mysx AJ.

2. Tpoyrao AZCP je nomemen Ha 25 ,Manux‘“ TpoyrioBa (Kao Ha CJIUIM), &
3aTUM Cy CBa TE€MEHa TUX TPOYyIrJyIoBa o0OjeHa ca Tpu 60je Ha caemnehm HAUMH:

TeMme Z je obojeHo 3emerHoMm Oojom, teme C' npBeHOM, a Teme P miaBoM;

CBakKo on TeMeHa Ha my:xku Z(C 000jeHO je miIu 3eJIeHOM WM IIPBEHOM 00joM,
cBako on temeHa Ha my:ku C'P 000jeHO je mau NPBEHOM WUJIU MJIABOM O0joM,
a CBaKO OJ TeMeHa Ha my:ku /P 000jeHO je mau 3eJ€HOM WU MIaBOM 0O-
jom. CBa TemMeHa KOja ce HaJiaze y YHYTPAIIBHOCTH TPoyria obojeHa cy 6e3
orpaHnuyYema, jeHOM o1 Tpu Ooje.

C

Ilorazatu na 0e3 ob3upa Ha HauuwH OOjema, Oap jeman om 25 ,,MaJaux “ TPOy-
rJI0Ba MMa CBa TPU TeMEHa Pas3imyurte Ooje.

3. Ogmpenutu cBe mapoBe nNpupoaHux 6pojesa (x,n) KOjU Cy pellewma jeTHauNHEe

3+ 2r+1=2".

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Caku 3amarak Bpeau 7 MOCHA.
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Ilpyru nan

Herka je k mpupomam 6poj. 3a cpaky ¢ysrmujy f : N — N, merka je Hus

pyurmuja (fm)m>1 sepurucan ca fi = f u fi,11 = fo fi, 328 m > 1. Oyurmuja
f je k-guna yronuko 3a ce n € N Baknu

fe(n) = f(n)~.
(a) 3a woje k mocroju I-1 k-funa dpyuarmmja f7?

(6) 3a roje k mocroju na k-duna pynmmja f?

Ilar je mejemnarkokpaku tpoyrao ABC. Herka cy AD, BE, CF cumerpaie
yraosa oBor Tpoyraa (D € BC, E € AC, F € AB). Heka cy K,, K;, K. Taure
Ha ymucanoMm kpyry tpoyria ABC rtakse nma cy DK,, FK,, FK. tanreure
Ha ymucanu kpyr u na K, ¢ BC, K, ¢ AC, K. ¢ AB. Hera cy Ay, By, C;
cpemumra crpanuna BC, CA, AB. Hoka3aru na ce npase A1 K,, B1K;,, C1 K,
cery Ha ynucanom kKpyry tpoyria ABC.

Heka je k mpuponan 6poj. lokaszaTtu ma 3a mo3uTUBHE peajiHe Opojese X, Y, 2
ynju je 30up jemHak 1, BaKM HejeTHAKOCT

k+2 k+2 k+2

—_
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Kana Basku jemmaroct?

Bpewme 3a pan 270 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpeau 7 IOEHA.



PEIIIEILA

Heka je M rmaura wa AC raksa na je JM || KL. IToBomHO je mokazaTtu na je
AM = 2AL.
N3 <BDA = a nobujamo <JDM = 90° — § = <KLA = <JMD, na je JM =
JD, a nomupua Tauka ymucanor kpyra ABCD ca CD je cpemumre T ny:ku
MD. Ilpema tome, DM =2DT = BD+ CD — BC = AB — BC + CD, onakie
je

AM = AD+ DM = AC + AB — BC =2AL.

[Tocmarpahemo crpanume Maaux TPOYIJIOBa KOje MMajy jemHo Teme 000jeHO
IPBEHOM, a ApYyro miaaBom OojoM. TakBe crpanuie hemo 3BaTu IpBEHO-TIIaBE
CTPaHUIIE.

CBaka IpBEHO-IIABA CTPAHUIA KOja C€ HaJa3u y YHYTPAIIHOCTA TPOYTIIA
ANZCP je crpanuiia TadHo ABa MaJja Tpoyriaa. Jlame, cBaka IPBEHO-IJIABA
CTpaHUWIA KOja HaJa3”W Ha jemHoj ox crpanuna tpoyriaa AZCP mo ycioBy
3amaTka Mopa npunanaTtu Oam aysku C'P. C o63upom na je teme C' obojeno
npBeHoM 6ojoM a P mmaBom, O6poj mpBeHO-mIaBux crpanuna Ha ay:xku C'P je
HermapaH.

IIpema TomMe, mopa mocrtojaTtu Oap jemaH MaJu TPOyrao KOjU MMa HemapaH
OpOj UpPBEHO-IJIABUX CTpaHUIa. 1aj Tpoyrao Mopa mna uMa CBa TPU TEMEHA
pazauuute OOje.

[Tposepom ce mobuja na je 3a n < 2 jenuno pemmeme nap (1,2). Horkakumo na
3a n > 3 HEMA pellema.

Bpoj x Mopa 6uTw mHemapad, ma je 2 +2 =3 (mod 8). Cama uz z(z2+2) = —1
(mod 8) ciemu na je * =5 (mod 8). I[llra Bume, kako 3 | z(x? + 2) (yromuko
3tz rana 3| 22+ 2), mopa 6utu 2" =1 (mod 3), na je n mapan 6poj.

IlonaBamem obema cTpaHaMma jeqHaKOCTU Opoja 2 mobuja ce
(x+1)(2% —z+3)=2"+2.

Kako je n mapam, 2" je moTmyH KBaapar, ma je Opoj —2 KBaIpaTHU OCTATAaK
MO0 CBAKOM HEMapHOM MpocToM maesuony p 6poja (x + 1)(z% — z + 3). 3aro je

L= <_72) = (%1) (%) R e e

onakJie caenu na je p obnuka 8k + 1 unau 8k + 3. Bynyhu nmpousBon taxBux
npoctux 6pojesa, u caMm 6poj 2 — x + 3 Mopa GuTu Tor obaumka. MebhyTm,
Kako je =5 (mod 8), Bazxu 22 — x +3 =7 (mod 8) mTO je KOHTpaIAUKIHUja.

Haxkie, jequno pemewme nare jensaunse je (x,n) = (1,2).



CBaka ¢yurmnuja je l-guna, ma je oaroBop Ha o0a Hesna 3aNaTKa MOTBPIAH.
Heka je mamame k > 2. Cara k-duna ¢yurmuja je I-1 jep uz f(m) = f(n)
crema mF = fr(m) = fe(n) =n*, tj. m=n.

(a) Omrosop: IIA. Koucrpyumwmo ¢yHEIMjy f MHIYKTUBHO Ha ciaenehun
maund. Heka je n majmamu npupoman Opoj uuja ciamka HEje onpebhena.

(1) ako je n =1, onna je f(n) = 1;

¥ 3a mero memo a > 1, mepurumeno f(n) = f(a)¥;

(2) ako jen =a
(3) ako n Huje moTmyH k-Tu cremeH uzabepeMo HajMamux k — 1 mpuUpomHUX
opojeBa ni,No,...,NEg_1 KOjU HACY TOTOYHU k-TU CTENEHU U 3a KOje MO
cama Hucy ompebene cauke, u mepumuumemo f(ny) = na, f(n2) = ngs,

.y f(nk_l) = n’f

Ha oBaj mauumn ¢ymrnuja [ je modbpo nmedpuuwncana. Iloraxkmmo na je ona k-
¢uua. 3a cBako n € N koje Huje k-Tu cremen mocroje 6pojeBu nq, ..., Ng_1 U3
ycaosa (3) TakBu ma je n; = n 3a Hexo 1 < ¢ < k— 1. Tanma Baxu fr(n;) =
filnk) = fi(n1)* = f(n;)¥. Tarobe, ako je n mormym k-Tm cremen, Tama je
n =n¥ 3a mero i u s, ma mpema (2) Bamu fi(n) = fr(n)* = nfSH = nF, mro
IOKa3yje Haimre TBpheme.

(6) Omrosop: HE. 3aucra, ako je f na u k-puna, 3a cBaKO ag MOCTOjU HU3
npupomHux 6pojesa ai,as,... TakBux ma je f(apy1) = ap 3a cBe k, omakie je
af = fr(ax) = ag, mTo je memoryhe aro ag Huje k-Tu cremen.

Hokasxumo na cy tpoyriaosu K,K, K. u A1 B,C xomorernunu. Ila Gucmo TO
[OKA3aJu, MOBOJLHO je ma mokaskemo na je KKy || A1 By, omnocuo K K, || AB
(amamorno he cienuTu u 3a Apyre mapoBe CTPAHUIA).

Osznaunmo M = K K, N BC, ca S o3HauuMO IeHTap yOUCAHOT Kpyra, W ca
T o3HaUMMO NPOM3BOJLHY TAUKy Ha ymnucanoMm kpyry. Osmaummo o = <BAS,
B =<CBS, v=<ACS. Kopucrehu opujentucane yriose (o momymiy 180°),
nobujamo <B'EB = (3 + 27, u amanorao <A'DA = «a + 203, a omarne mu
<A'DK, = 2a + 43. 3Barum, <B'TK, = <B'SE = 90° + <B'ES = v—an
amaJsiorno <A'TK, = 3 —~. Batum, <A'TB' = <A’SC =90° +<A'CS = a+ f.
1 na xpajy nobujamo <K, TK, = <K,TA + <A'TB' + <B'TK, = 2.
Takobe, u3s tpoyrna DK,M nobujamo <CMK, = <CDK, + <DK,M =
JA'DK, + <DK, Ky = 2a + 48) + <K, TKp, = (2a + 45) + 2y = 25. Ilakae,
<CMK, = <CBA, onakne cnenu na je K,K, || AB, mTo je Tpebasio nokas3atu.
Hakae, tpoyraosu K,K,K. u A1B1C cy XOMOTETUYHHA.

[Ipumernmo Ttarkobe nma je KoepuujeHT XOMOTETHje MO3UTWUBAH: akO OW OMO
meratuBan, ny:xku K,A, KyB1, K.Ci 6u ce cerise y jenHoj tauku. Ako je a >
B, ouna ce taure Cy u K., na u nena ny:x K.Ci, Hasa3ze yHyTap 4eTBOPOYIJIa
SFBD. 3aro, ako 06e3 yMamema ONIITOCTA IPETIOCTABUMO « > [3 > 7, OHOA
K.Cy, C SFBD, anmu K,A; C SDCE, na cy oBe 1IBe Ny:KU IUC)YHKTHE.



Kako cy Tpoyraosu K,K,K. n A1 B1C] XxOMOTeTUYHN, H>UXOBU OMUCAHU KPY-
roBu cy takobe xomoreruunu. Asum 1o cy OjaepoB m ynucaHu Kpyr TPOyILJIa
ABC, pecnekTuBHO, W MO3HATO je na Ce Ta MOBa Kpyra MOAUDPY]Yy WU3HYyTpa
y PojepbaxoBoj tauku tpoyria ABC. Crora (y3 uumenuny na je roedu-
[UjeHT XOMOTEeTHje MO3UTUBAH), HeHTap Xomoreruje je ynpaso Pojepbaxosa
raurka. Omasme ciaemu ma ce A1 K,, B1K,, C1K. ceky y PojepbaxoBoj Tauku
rpoyria ABC, koja mpunana ynucanoM kpyry tpoyraa ABC, uume je TBpI-
jeme mOKa3aHo.

Aameprnamueno pewewe. Hera je ymucanm kpyr tpoyria ABC jemunundna

: : _ 2v _ 2d'c _ 2a'v
KPYHULA Y KOMIVICKCHO] DaBHIL. Tana je a = 525, b = 755, ¢ = T
3aTuM je
b+c d?V +a?d +2ab¢
al — g
2 (a' +b)(a" + )

B k ka _ (a’ -k_la_b/clc

pPemHOCT kq HAJA3MMO U3 yClIoBa —+ = (%), omakie je k, = ;2 = =7. Cana
HAJIA3UMO NIPECeUHy Tauky z ymnucasor kpyra (omakie |z| = 1) u npase K,A;

(omakie azl__kkaa = (azl__kkaa>)‘ Ipyru ycnoB MokeMoO TpaHCchopMucaTu y oOJINK

— 1 1
- ka - ka = \—- - 7 - ka 5
(@1 = Ra)(z = ko) = (& = 1-)a1 — ko)
omakie (360r z # ko) cnemu (a1 — ky) = —Z,ia (a1 — ky), ma je
1 a; — kg (a? =bc)(a'V +a'cd +bc) b +add +bdc

= —— = — =

ka (al — k’a) (blcl - Cl’z)(a, + b, + C’) a’ + b’ + C’




Kako je maBemenu m3spa3 cumerpuuan mo a, b, ¢/, amamorno ce mokasyje ma

he mpase K,B; u K.C| cehu ynucanu Kpyr y UCTOj Tadyku, YyuMe je TBpDhHeme
JTIOKA3aHO.

Ilatu u3pa3 je cumerpudyaH, ma ce 0e3 TyOJbema ONIMTOCTU MOKE IpPeT-
MIOCTAaBUTH na je x >y = z. Tana je

e yR 2R P R R AR R

3amcra, JOBOJLHO je MOKA3aTy MpBY HejemHakocT, Tj. ma je zFtl4yF < yhth4
z¥. OBa HejeIHAKOCT je eKBUBAJICHTHA Ca (%) < }:—; Kako je y < x, moBOBHO
je mokazatu ma je ¥ < }:—;, IITO je eKBUBAJIEHTHO Ta4vHO] HejemHakocTm () <

r—2?—y+y? = (z—y)(1—2—y) = (x—y)z. IIpumenom rejemnarocTu Yebumrena

: k+2 . k+2 _k+2 1 1 1 :
Ha TPOJKe (aj + » Y + y % + ) u TRT I fykf2F ) yFTlq o F {1k zk+1+mk+yk> ﬂO6I/IJa ce
k+2
> 2 5 Y g =
k+1 k k= k+1 k k
Cycx +y*+z 3Cyc Cycx +y+z

Yroauko ce y L moHOBO mpumenu HejemHakocT YebuineBa Ha Tpojre (z,Y, 2)
u (oF L kL k) no6uja ce

11 1
L= '§szxk+lzxk+l+yk+zk:y' )

cyc cyc cyc

w |

W3 wejemnaroctu Romu-IlIBapn-BymakoBckor cienn

Z 1 Z(xk—‘,—l +yk + Zk) 2 9,

k+1 k k
oye T +y" 4z e

ma je
ghtl gkl |kt

>
= Zl’}k+1 + yk—l—l + Zk—‘,—l + Q(I’k + yk + Zk)’

/

U cCaMUM TUM JOBOJHHO j€ MOKa3aTu na je
k+1 k+1 k+1 k k k
Rl R L R A Y VAL
[Tocnenma mejennakocT ce mobOuja MOHOBHOM IPUMEHOM HejemHarocTtu Yebu-
mesa Ha Tpojke (x,vy,z) u (zF yF, 2~).
JemHAKOCT y CBUM HIpPUMEHEHUM HEjeTHAKOCTUMAa BaKM aKO U CaMO aKO je

r =19y =2z, T]. aKO 1 CaMO aKO jJe T =y = 2 = —.
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