
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

takmiqeƬe uqenika sredƬih xkola iz matematike

Beograd , 02.04.2007.

Prvi dan

Neka je D taqka na stranici AC trougla ABC u kome je AB < BC takva1.

da je AB = BD. Krug upisan u △ABC dodiruje AB u K i AC u L, a J je
centar upisanog kruga trougla BCD. Dokazati da KL polovi duж AJ .

Trougao △ZCP je podeƩen na 25 ,,malih“ trouglova (kao na slici), a2.

zatim su sva temena tih trouglova obojena sa tri boje na slede�i naqin:

teme Z je obojeno zelenom bojom, teme C crvenom, a teme P plavom;

svako od temena na duжi ZC obojeno je ili zelenom ili crvenom bojom,
svako od temena na duжi CP obojeno je ili crvenom ili plavom bojom,
a svako od temena na duжi ZP obojeno je ili zelenom ili plavom bo-
jom. Sva temena koja se nalaze u unutraxƬosti trougla obojena su bez
ograniqeƬa, jednom od tri boje.

Dokazati da bez obzira na naqin bojeƬa, bar jedan od 25 ,,malih“ trou-
glova ima sva tri temena razliqite boje.

Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, n) koji su rexeƬa jednaqine3.

x3 + 2x + 1 = 2n.

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.
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Drugi dan

Neka je k prirodan broj. Za svaku funkciju f : N → N, neka je niz4.

funkcija (fm)m>1 definisan sa f1 = f i fm+1 = f ◦ fm za m > 1. Funkcija
f je k-fina ukoliko za sve n ∈ N vaжi

fk(n) = f(n)k.

(a) Za koje k postoji 1-1 k-fina funkcija f?

(b) Za koje k postoji na k-fina funcija f?

Dat je nejednakokraki trougao ABC. Neka su AD, BE, CF simetrale5.

uglova ovog trougla (D ∈ BC, E ∈ AC, F ∈ AB). Neka su Ka, Kb, Kc taqke
na upisanom krugu trougla ABC takve da su DKa, EKb, FKc tangente
na upisani krug i da Ka /∈ BC, Kb /∈ AC, Kc /∈ AB. Neka su A1, B1, C1

sredixta stranica BC, CA, AB. Dokazati da se prave A1Ka, B1Kb, C1Kc

seku na upisanom krugu trougla ABC.

Neka je k prirodan broj. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x, y, z6.

qiji je zbir jednak 1, vaжi nejednakost

xk+2

xk+1 + yk + zk
+

yk+2

yk+1 + zk + xk
+

zk+2

zk+1 + xk + yk
>

1

7
.

Kada vaжi jednakost?

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



REXEƫA

Neka je M taqka na AC takva da je JM ‖ KL. DovoƩno je dokazati da je1.

AM = 2AL.
Iz ∢BDA = α dobijamo ∢JDM = 90◦ − α

2 = ∢KLA = ∢JMD, pa je JM =
JD, a dodirna taqka upisanog kruga △BCD sa CD je sredixte T duжi
MD. Prema tome, DM = 2DT = BD + CD − BC = AB − BC + CD, odakle
je

AM = AD + DM = AC + AB − BC = 2AL.

Posmatra�emo stranice malih trouglova koje imaju jedno teme obojeno2.

crvenom, a drugo plavom bojom. Takve stranice �emo zvati crveno-plave
stranice.

Svaka crveno-plava stranica koja se nalazi u unutraxƬosti trougla
△ZCP je stranica taqno dva mala trougla. DaƩe, svaka crveno-plava
stranica koja nalazi na jednoj od stranica trougla △ZCP po uslovu
zadatka mora pripadati bax duжi CP . S obzirom da je teme C obojeno
crvenom bojom a P plavom, broj crveno-plavih stranica na duжi CP je
neparan.

Prema tome, mora postojati bar jedan mali trougao koji ima neparan
broj crveno-plavih stranica. Taj trougao mora da ima sva tri temena
razliqite boje.

Proverom se dobija da je za n 6 2 jedino rexeƬe par (1, 2). Dokaжimo da3.

za n > 3 nema rexeƬa.
Broj x mora biti neparan, pa je x2 +2 ≡ 3 (mod 8). Sada iz x(x2 +2) ≡ −1
(mod 8) sledi da je x ≡ 5 (mod 8). Xta vixe, kako 3 | x(x2 + 2) (ukoliko
3 ∤ x tada 3 | x2 + 2), mora biti 2n ≡ 1 (mod 3), pa je n paran broj.

DodavaƬem obema stranama jednakosti broja 2 dobija se

(x + 1)(x2 − x + 3) = 2n + 2.

Kako je n paran, 2n je potpun kvadrat, pa je broj −2 kvadratni ostatak
po svakom neparnom prostom deliocu p broja (x + 1)(x2 − x + 3). Zato je

1 =

(

−2

p

)

=

(

−1

p

) (

2

p

)

= (−1)
p−1
2 (−1)

p2
−1
8 = (−1)

(p−1)(p+5)
8 ,

odakle sledi da je p oblika 8k + 1 ili 8k + 3. Budu�i proizvod takvih
prostih brojeva, i sam broj x2 − x + 3 mora biti tog oblika. Me�utim,
kako je x ≡ 5 (mod 8), vaжi x2 − x + 3 ≡ 7 (mod 8) xto je kontradikcija.

Dakle, jedino rexeƬe date jednaqine je (x, n) = (1, 2).



Svaka funkcija je 1-fina, pa je odgovor na oba dela zadatka potvrdan.4.

Neka je nadaƩe k > 2. Svaka k-fina funkcija je 1-1 jer iz f(m) = f(n)
sledi mk = fk(m) = fk(n) = nk, tj. m = n.

(a) Odgovor: DA. Konstruiximo funkciju f induktivno na slede�i
naqin. Neka je n najmaƬi prirodan broj qija slika nije odre�ena.

(1) ako je n = 1, onda je f(n) = 1;

(2) ako je n = ak za neko celo a > 1, definixemo f(n) = f(a)k;

(3) ako n nije potpun k-ti stepen izaberemo najmaƬih k − 1 prirodnih
brojeva n1, n2, . . . , nk−1 koji nisu potpuni k-ti stepeni i za koje do
sada nisu odre�ene slike, i definixemo f(n1) = n2, f(n2) = n3,
. . . , f(nk−1) = nk

1.

Na ovaj naqin funkcija f je dobro definisana. Pokaжimo da je ona k-
fina. Za svako n ∈ N koje nije k-ti stepen postoje brojevi n1, . . . , nk−1 iz
uslova (3) takvi da je ni = n za neko 1 6 i 6 k − 1. Tada vaжi fk(ni) =
fi(n

k
1) = fi(n1)

k = f(ni)
k. Tako�e, ako je n potpun k-ti stepen, tada je

n = nks

i za neko i i s, pa prema (2) vaжi fk(n) = fk(ni)
ks

= nks+1

i = nk, xto
dokazuje naxe tvr�eƬe.
(b) Odgovor: NE. Zaista, ako je f na i k-fina, za svako a0 postoji niz
prirodnih brojeva a1, a2, . . . takvih da je f(ak+1) = ak za sve k, odakle je
ak

k = fk(ak) = a0, xto je nemogu�e ako a0 nije k-ti stepen.

Dokaжimo da su trouglovi KaKbKc i A1B1C1 homotetiqni. Da bismo to5.

dokazali, dovoƩno je da dokaжemo da je KaKb ‖ A1B1, odnosno KaKb ‖ AB
(analogno �e slediti i za druge parove stranica).
Oznaqimo M = KaKb ∩ BC, sa S oznaqimo centar upisanog kruga, i sa
T oznaqimo proizvoƩnu taqku na upisanom krugu. Oznaqimo α = ∢BAS,
β = ∢CBS, γ = ∢ACS. Koriste�i orijentisane uglove (po modulu 180◦),
dobijamo ∢B′EB = β + 2γ, i analogno ∢A′DA = α + 2β, a odatle i
∢A′DKa = 2α + 4β. Zatim, ∢B′TKb = ∢B′SE = 90◦ + ∢B′ES = γ − α i
analogno ∢A′TKa = β− γ. Zatim, ∢A′TB′ = ∢A′SC = 90◦ +∢A′CS = α+β.
I na kraju dobijamo ∢KaTKb = ∢KaTA′ + ∢A′TB′ + ∢B′TKb = 2γ.
Tako�e, iz trougla DKaM dobijamo ∢CMKa = ∢CDKa + ∢DKaM =
∢A′DKa + ∢DKaKb = (2α + 4β) + ∢KaTKb = (2α + 4β) + 2γ = 2β. Dakle,
∢CMKa = ∢CBA, odakle sledi da je KaKb ‖ AB, xto je trebalo dokazati.
Dakle, trouglovi KaKbKc i A1B1C1 su homotetiqni.
Primetimo tako�e da je koeficijent homotetije pozitivan: ako bi bio
negativan, duжi KaA1, KbB1, KcC1 bi se sekle u jednoj taqki. Ako je α >
β, onda se taqke C1 i Kc, pa i cela duж KcC1, nalaze unutar qetvorougla
SFBD. Zato, ako bez umaƬeƬa opxtosti pretpostavimo α > β > γ, onda
KcC1 ⊂ SFBD, ali KaA1 ⊂ SDCE, pa su ove dve duжi disjunktne.



Kako su trouglovi KaKbKc i A1B1C1 homotetiqni, Ƭihovi opisani kru-
govi su tako�e homotetiqni. Ali to su Ojlerov i upisani krug trougla
ABC, respektivno, i poznato je da se ta dva kruga dodiruju iznutra
u Fojerbahovoj taqki trougla ABC. Stoga (uz qiƬenicu da je koefi-
cijent homotetije pozitivan), centar homotetije je upravo Fojerbahova
taqka. Odavde sledi da se A1Ka, B1Kb, C1Kc seku u Fojerbahovoj taqki
trougla ABC, koja pripada upisanom krugu trougla ABC, qime je tvrd-
jeƬe dokazano.
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Alternativno rexeƬe. Neka je upisani krug trougla ABC jediniqna
kruжnica u kompleksnoj ravni. Tada je a = 2b′c′

b′+c′
, b = 2a′c′

a′+c′
, c = 2a′b′

a′+b′
.

Zatim je

a1 =
b + c

2
=

a′2b′ + a′2c′ + 2a′b′c′

(a′ + b′)(a′ + c′)
.

Vrednost ka nalazimo iz uslova ka

a
=

(

a′

a

)

, odakle je ka = 1
a′

a
a

= b′c′

a′
. Sada

nalazimo preseqnu taqku z upisanog kruga (odakle |z| = 1) i prave KaA1

(odakle z−ka

a1−ka

=
(

z−ka

a1−ka

)

). Drugi uslov moжemo transformisati u oblik

(a1 − ka)(z − ka) = (
1

z
−

1

ka

)(a1 − ka),

odakle (zbog z 6= ka) sledi (a1 − ka) = − 1
zka

(a1 − ka), pa je

z = −
1

ka

a1 − ka

(a1 − ka)
= −

(a′2 − b′c′)(a′b′ + a′c′ + b′c′)

(b′c′ − a′2)(a′ + b′ + c′)
=

a′b′ + a′c′ + b′c′

a′ + b′ + c′
.



Kako je navedeni izraz simetriqan po a′, b′, c′, analogno se dokazuje da
�e prave KbB1 i KcC1 se�i upisani krug u istoj taqki, qime je tvr�eƬe
dokazano.

Dati izraz je simetriqan, pa se bez gubƩeƬa opxtosti moжe pret-6.

postaviti da je x > y > z. Tada je

xk+1 + yk + zk
6 yk+1 + zk + xk

6 zk+1 + xk + yk.

Zaista, dovoƩno je dokazati prvu nejednakost, tj. da je xk+1 +yk 6 yk+1 +

xk. Ova nejednakost je ekvivalentna sa
(

y

x

)k
6

1−x
1−y

. Kako je y 6 x, dovoƩno

je dokazati da je y

x
6

1−x
1−y

, xto je ekvivalentno taqnoj nejednakosti 0 6

x−x2−y+y2 = (x−y)(1−x−y) = (x−y)z. Primenom nejednakosti Qebixeva

na trojke (xk+2, yk+2, zk+2) i
(

1
xk+1+yk+zk , 1

yk+1+zk+xk , 1
zk+1+xk+yk

)

dobija se

∑

cyc

xk+2

xk+1 + yk + zk
>

1

3

∑

cyc

xk+2
∑

cyc

1

xk+1 + yk + zk
= L.

Ukoliko se u L ponovo primeni nejednakost Qebixeva na trojke (x, y, z)
i (xk+1, yk+1, zk+1) dobija se

L >
1

3
·
1

3

∑

cyc

x
∑

cyc

xk+1
∑

cyc

1

xk+1 + yk + zk
= L′. (∗)

Iz nejednakosti Koxi-Xvarc-BuƬakovskog sledi

∑

cyc

1

xk+1 + yk + zk

∑

cyc

(xk+1 + yk + zk) > 9,

pa je

L′
>

xk+1 + yk+1 + zk+1

xk+1 + yk+1 + zk+1 + 2(xk + yk + zk)
,

i samim tim dovoƩno je dokazati da je

3(xk+1 + yk+1 + zk+1) > xk + yk + zk.

PosledƬa nejednakost se dobija ponovnom primenom nejednakosti Qebi-
xeva na trojke (x, y, z) i (xk, yk, zk).

Jednakost u svim primeƬenim nejednakostima vaжi ako i samo ako je

x = y = z, tj. ako i samo ako je x = y = z =
1

3
.


