MunucrapcTBo npocBetre u cruopra Pemyoauke CpoOuje
IlpymTBo maremaruuyapa Cpbuje

OKPYKHO TAKMUUEIHE U3 MATEMATUKE
24.02.2007.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Hahu ocrarax mpu gesmemy 6poja 31000 4 41000 ¢ 13,

IlaTa cy mBa kKpyra kKoju ce momupyjy msuyTtpa y Tauku A. Axko
ce U3 Opyre Kpajme tauke B npeunuka AB crnospammmer Kpyra KOH-
CTpyHUIlle IpaBa Koja JOAWpYje YHyTpaimmu Kpyr v Tauku C' u ceue
crosballibu KPYT y Tauku D, moka3atu na je nmpaBa AC GucexkTpuca
yrana BAD.

3a eJeMeHT mepMyTaluje KaskeMO Oa je MeCHO MUHMMAJIAH aKo je
MamU OJ CBHUX eJjieMeHaTa KOju ce HaJja3e OeCcHO on mera. Ha
npumep y mepmytanuju (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) meCHO MUHUMAJIHA
eJIeMeHTHU Cy Ha Apyroj u netoj nosummju (esementu 1 u 3). Komnuko
“Ma pa3IM4YUTUX IepMyTranuja enremenara ckyma {1, 2,..., 8} koje
“Majy HEeCHO MUHUMAJHE eJEeMEHTe Ha IPYroj U MeToj mo3unuju (u
MOKZIa jOII HA HEKUM APYTUM HO3uimjama )’

Y3 mpetnoctaBry 0 < b < a mOKa3aTu HEjeTHAKOCT

1(a—b)? a+b 1 (a—b)?
- < —Vvab < -——.
8 a 2 8 b
[lox kojuMm ycioBuMa HEKa Ol HEJeTHAKOCTU MPEJIa3u y jeTHAKOCT.

Y 3aBuUCHOCTU OX TpUpOmHOr Opoja n nahwm HajBehm 3ajemHUYKNI
nemnan 6pojesa n? +1u (n+1)% + 1.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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OKPYKHO TAKMUUEIHE U3 MATEMATUKE
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Hahu ocrarax mpu gesmemy 6poja 31000 4 41000 ¢ 13,

Bucekrpuca ynyrpammer yria <ACB tpoyraa ABC yjenHo je u
bucekTpuca yria kKoju obpasyje mpeunuk CD omucaHor Kpyra u
BUCUHA KOHCTpyucana u3 remena C. [lorazaru!

3a eyleMeHT NepMyTalnurje KaykeMO na je HeCHO MUHUMAJAaH aKO je
MamU OJf CBUX eJeMeHaTa KOjU ce Haja3e IecHO ol mera. Ha
npumep y nepmyrtamuju (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) meCHO MUHUMAJIHU
eJIEMEHTH Cy Ha APYyroj u meroj no3unuju (eaementu 1 u 3). Komuko
“Ma Pa3UuUTUX mepMmyTanuja enemenara ckyna {1, 2...., 8} koje
“Majy IeCHO MUHMMAJHE eJIeMEHTe Ha APYToj U MeToj mo3uimju (u
MOK A JOII HA HEKUM IPYTUM mo3urmjama)?

Y3 npernocraBry 0 < b < a mokazaru HejeTHAKOCT

1(a—0)? a+b 1(a—0b)?
- < Vabg =X
8 a 2 bS3T

[Ton kojuMm ycioBuUMa HEKA O HEjeTHAKOCTU MPEIas3u y jeTHAKOCT.

. . 1 .
[losmato je ma je moppmmHa Tpoyraa P = -2 Kao W Ja Bake jel-

nakoctu a +c¢ =8 u = 30°. Hahu crpanure a,b,c oBor TpoyrJa.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Hexka je AC TeTtuBa Kpy:KHUIE TOJYIPEYHUKA R KOjO] OAroBapa IeH-
TpaJsHu yrao ¢. Ha Kpy:KHOM JIyKy KOju OAroBapa OBOj TETUBU
(yuyTap yrua ¢) ompemutu tauky B Tako nga 30Up OyKAHA TETUBA
AB u BC 6yne makcumasian. Koauku je Taj 36up?

3a koje a € R cy cBa pemema jemnadunne
3az® + (3a® —12a® — 1)z —a(a —4) =0

peaJiHa U 3aJ0BOJbABAjYy yCIoOB |x| < 17

Hexka je f: N — N ¢ynrmuja nepunucana na ciaemehu mHaumn

fn) = X:NZD(Z',n)7 3a cBako n € N.
i=1

Hahwm f(22997).

Ia nu uMma Buine pesanuja €eKBUBAJCHIM]E WM PeJaluja MOPEeTKa
Ha ckynmy {1,2,...,n}, roe je n € N7

Onpenutu cBe peasHe OpojeBe ' U Y 3a KOje BAKU jeTHAKOCT

x? — 2z cos(zy) + 1 = 0.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Ilpyru pa3spen — b kKareropuja

OnpemuTu ocTaTKe NPU ACIbEHY
(1) 6poja 31000 441000 ¢4 13

(2) 6poja 9222 + 4333 ca 5.

HenTap ymucanor kpyra u meHtrap ommcaHor kpyra tpoyriaa ABC
CUMETPUYHU Cy y omgHOCY Ha crpanuny AB. M3pauynatu yayTpai-
we yriaose tpoyriaa ABC.

Y 3aBUCHOCTU Ol pEaJIHOT HmapaMmeTpa @, OAPEIUTH OpPOoj pa3inuu-
TUX PeaJIHUX pelema jeaHadynHe

2% + 7 +a| = 2.

Pemutu nejennaumny Vdr — a2 —=3> Va2 — T+ 12— Vx2 — 5z + 6.

Onpenutu cBe peaJsiHe OpojeBe & W Y 3a KOje BaKU jeTHAKOCT

x? — 2z cos(zy) + 1 = 0.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja

SaMak uma pOpMy HEKOHBEKCHOT 12-Toyria (Kao Ha CIAUIM) ca YKYII-
HO 45 kBampaTHux omaja. M3ameby cBake nBe omaje Koje uMmajy 3a-
jemHUYKM 33U MOoCcTOoje BpaTa. 1ypucta kpehe 13 HEKe omaje U Keyu
na obube mTO BUIlle 0faja 1 [a Ce BPAaTU y HMOJIA3HY O1a]y, Al TAKO
na y cBaky omajy ybe majBurie jemannyT. Koauko HajBuire onaja
OH MOKE OBAKO Ma MOCETU?!

Hahu cBe moauaoMme obuka " + 2" 1 +2" 24+ .. +2+1 koju umajy
CBe KOpEeHe peaJHe.

Ha crpanu BC tpoyrana ABC youmMmo Taurky D m youmMO yIuCaHe
kpyrose y tpoyriaose ABD u ACD. 3ajemauuka crnoshallimbha TaH-
reHTa OBa OBa Kpyra, pasauuura on npase BC, ceue my:x AD y
rauku K. [lorazatu ma my:kuHa nysku AK He 3aBUCHU O MOJIOXKAja
Tauke D.

Hahwu cBe npuponnae 6pojeBe n mame ox 100 kojuma je 30up nudpapa
y IOEeKaTHOM 3alNCy jeqHakK 30upy nudpapa y OMHAPHOM 3amIuCy.

x
Hahu cBa peasna pemema jeqnaunHe (2 + \/g)m—l—l = (2 V24 \/§> .

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3anmaTaka merasHO 0OPA3IIOKUTH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

Heka cy AB m BC teruBe KOje omroBapajy mepupepujcKOM yTiry
ABC = (8 gpyra noaynpeunuka R. Onpemutu Iy:KUHE TUX TETUBA
TaKo Ja BUXOB 30Up Oyme MakCUMaJaH.

3a KOje BPEeIHOCTU PEAJIHOT ImapaMeTpa p jeIHAUNHA

log px
log(x + 1)

“Ma jeIUHCTBEHO pellemne’

Heka je AB = 6+/2 uBumna KBaJApaTHE OCHOBE MMpaBUJIHE TUPaAMUIE
ABCDV u TV = 3 mena Bucusa, rge je 1 mpecek aujaroHasa
kBangpara ABCD. W3pauynaru yrao usmeby npase ¢ onpebene ca
nysxu T H un paBau o Tpoyraa ABV, rme je H opronenTtap Tpoyria
ABYV.

Pemuru cucrem jemmauuna
ar+by =23 a;+d+big=21 a;+2d+big* =22 a1+3d+big® =29
rme cy ai,by,d n ¢ Hemo3HaTU peasiHu OPOjeBU.

Pemmtu nejemnaunny

sin 2x — cos2x + 1

> 0.
sin 2x + cos2x — 1

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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UerBpTH pa3pen — A KaTreropuja

Ha crpanu BC tpoyrna ABC youumMmo Taurky D m youmMO yIuCaHE
kpyrose y tpoyrioBe ABD u ACD. 3ajemauuka crnoJshallmbha TaH-
reHTa OBa IBa Kpyra, paszauuura on npase BC, ceue my:x AD y
rauku K. [lorazatu ma my:xuHa nysku AK He 3aBUCHU O MOJIOXKAja
Tauke D.

3a matu mpupomaH OpPoj M, y CKyIy MO3UTUBHUX PEaJHUX OpojeBa
PEImunTN CUCTEM jeTHAUMHA

n(n+1)
2
1 2 n o __

1 +x2" + ...+ 2y = n.

1+ 229+ ... +nx,, =

Hexka cy m,n u k npupoaau 6pojesu. Ilo3naro je na ce mpaBoyraona
rabauna aUMeH3uja m X n Moske momiodaru (6e3 mpeksganama)
npaBoyraonunuma 1 X k. Ilokazaru ma je 6ap jeman om Opojesa
m ¥ n nempuB ca k.

Y ckymy peaJHUX OpOjeBa PEHMIUTU CUCTEM j€THAUWHA
r+y=1

(z* +y*)(2® + y*) = 85.

Hahwu cBa peasna pememna jeqanaunne (2 + \/g)m—i—l = (2 -2+ \/§> .

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Yuucauu kpyr y tpoyrao ABC nomupyje crpanme BC, AC, AB
tpoyraa y taukama A’, B’ C'. Ha omucanom kpyry tpoyraa ABC
ozmaummo ca A” cpemumre nyka BC koju me camp:xku taury A, ca
B" cpemmmre nyka AC xoju me canp:xu taury B, ca C” cpenmumre
nyka AB koju me canpsxku tauky C. Ilokazatu ma ce mpase A’A”,
B'B”, C'C" ceky y jemnoj tauxu.

a) Akocy f:R—Ru g: R — R ¢ynrnuje nepunucane ca f(x) =

. 2x o .
arcsin ;775 u g(x) = arctg x, Tama ako 3a CBaKW peayHu OPOj T BaKuU

« arcsin % + Parctgx = 0, ouma je a = = 0. llokaszarmu.

6) a su Baxkm mperxonuo tBphewme ako cy f : [-1,1] - R u g :
[-1,1] — R ¢yurmuje nedpuuucane ca f(x) = arcsin 13:;2 u g(z) =
arctg x?

Pemutu mejennauuny

1085144042 (T — @) < 1
log, . 5(21 + 4z —z2) 4

IlokazaTu ma y CBakOM TeTpaenpy IMOCTOjU TeMe TaKBO & CE O
UBUIA KOj€ U3 Hera Iojiaze MOKe KOHCTPYUCATU TPOyTao.

Ompemutu 4gaHOBE a1, a32,a03,04s APUTMETUYIKOT u by, bo, b3, by Teo-
METPUjCKOT HU3a aKO je

a1 +b1 =23 as+by=21 a3+b3=22 ay+by=29.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.



