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Bopbe Ilyrommuja, hopbe Kprunuh

Y orkBupy npunpema 3a MeDyHaponny MareMaTUdKy OJUMIHAjaLy, Koja je onpsrana ox 19. mo 31. jyma ose
ronnue y Bujernamy, exkuna Cpbuje rocrosana je y Pymyruju. Tamo je onp:kaHO TPEHUHI TaKMUYEH-E,
KOje je mpaB/beHO Ka0 CUMYJaluja OJUMINja e, ABa JaHa Cca IO TPU 3aaaTKa, 0DOMIOBAHUX O CeIaM IMOEHA.
I[Topen Cpbuje, Ha oBoM TarkMuuewmy cy ydecrBoBaJie ekune Mosnasuje u Illnanuje, kao u aBamgeceTak
yueHuka u3 Pymynuje (ydecHMKA DYMYHCKOI CABE3HOI TaKMUYEHa). Komucuja je oqoyuusia ma HUBO
3amaraka Oyne HemTo HuwknM Hero Ha MMO (mapounto mpsor mama), aju u ga Bpeme 3a pan Oyzne kpahe.
3agany HUCY OUIM TUNWYHU 3a CPEIIHOIIKOJICKA TAaKMUYEHa UM YUHU Ce Ia Cy YYEHUIU OKUBEJIN jeITHO
HOBO HCKYCTBO, 13 Kora he, Hazamo ce, nocra Hayuutu. Hamnry semiby npencraBibaiy Cy:

1. Muanen Panojesuh, yuenur uerspror paspena Maremarnuke rumuasuje y bBeorpamy,
. Mapro JeBpemoBull, yuenuk yerBpror paspena ['umuasuje y Kpasmesy,

. Mapuja Jenuh, yuyenuna rpeher paszpena Maremarnure rumuasuje y Beorpauny,

2
3
4. Hyman MunujanueBuh, yyeHur npBor pa3pena Maremaruuke rumuasuje y Beorpany,
5. boban Kapamerposuh, yuenur npyror paspena ['mmuasuje y VBamuiu,

6

. Jemena Mapxkosuh, yuenuna npyror paspena Maremaruure rumuasuje y Beorpany,

Tj. oporomumma ekurna Cpbuje 3a MMO, ca usyserkom Teomopa Bou DBypra, koju je y To Bpeme 6uo
Ha JyHMOpPCKO] OalIKaHCKO] MaTeMaTW4dKo] oamMmujanu. IheroBo Mecro 3aysesa je mpBa pe3epBa €KUIe,
Jenena, u cjajHuM pe3ysaTaToM IOKa3aJa a Ce y HAPEAHOM HePUOIy OWTu O30M/baH KAHIUAAT 3a yias3
y ekuny. Ilopen me, jako mobap pesyiarar mocturao je u MianeH m TuMme IpPeIBUIEO CBOj jako modap
pesynrar Ha oarMnujau (IOMTO AyTOPY OBaj M3BEIITA] CACTaBJ/bajy HAKOH 3aBpIIeTKa oJIuMInjazne, seh je
no3HaTo na je Muamen tamo ocBojuo 3imaTHY Menasmy). Mapko m Mapuja cy mokaszanu nobap pesyJrar,
a Hyman n DobaH na xox muX mMa jom nOoCTa OpocTOopa 3a Hampenak. Vmak, cBu Hammm ydeHUIUW Cy
OCBOjUJIM MenaJbe, IMITO Ce MOKe BumeTu u3 cienehe rabdese:

Yuennk\3anarak 112(3|4|5|6 | Yeynuo
Muaanen Panojesuh TVT| 7T 7|5 |7 40
Mapro Jespemosuh TIVTy 77T 1|1 30
Mapuja Jenuh TI7T13]710]3 27
Hyman Munujasgesuh | 7 | 0| 0|7 |0 |6 20 Bponsana menama
Boban Kapamerposuh |7 | 7|1 7]0|0 22 Bpounsana menama
Jenena Maprosuh TVT| T 715 36

Uuru ce ga je 0BO TAKMUUEHE, NAKO HEIITO HILKEr HUBOA, HOCTA HOOPO OIIO HAIIO] jAKO MIIANO0] EKUIN
U Ja ce MO3UTUBHO ONpasmiio Ha pe3ynarar Ha MeDhyHapomHoj MareMaTUdKO] OJUMIOUjadU, & HAJAMO CE U
Ha Oynyhe pesynarare. OBaj nyT je mcropumhen u 3a nobujame Bu3a 3a BujeTHaMm, Kao u 3a HU3 TOrOBOPA
ca PYMYHCKOM cTpaHoM o Oymayhoj capanmu.

Y HacTaBKy IajeMo 3anaTKe KOje Cy YUYEHUIW PeIraBajii Ha OBOM TAKMUYEHY, KA0 U HUXO0BA PEUIeHa.



Concursul International de Matematica ,,Arhimede*, IMAC

Bykypemt, Pymynuja, 27. & 28.06.2007.

3anarm:

IlpBu man
Banmarak 1. Hera je Hu3 (f,)n>0 gedpurucan ca fo =0,f1 =1, foro = fur1 + fn 32 n > 0 (Pubonaunjes
HU3) U HEKa je t, = (n ;_ ! 3a n > 1./lokazaru na BayKu:

(a) ff+fod+...+fi=fo-fo13an>1;

1 - tr 2 t2
6) — - L) >t > 1.
©) = Z(fk) O forr

k=1

3amarak 2. Heka je ABCD napasenorpam koju uHuje pom6. [Homympasa cumerpuuna noaynpasoj AD y

omuocy Ha AC um mosynpasa cuMmerpuuHa noaynpasoj BC y omnocy Ha BD ce cery y tauku P. V3pauy-
AC AP

HATU —— , aKO je —— = q.

BD BP

3amarak 3. Tabma m X n je obojena ,,maxoBCKA " NPHO—OET0. Y jeAHOM KOpaky Ompajy ce mBa cycemHa
nosba (mo/ma Koja MMajy 3ajeJHUUKY CTPAHUIY) M Mema UM ce 0oja Ha cienehu Haywmn:

- Deso moJbe moCTaje MPHO;
- IPHO IOJbE IOCTAj€e IIPBEHO;
- I[PBEHO MOJbe mocTaje 6eo.

3a Koje m U n Ce OBUM KOpAIMa MOTY IPOMEHUTH 00je CBUX IMOUYETHUX IO0Jba, OENMUX y IpPHA W UPHUX Y
oesa?

Ipyru nau

3amarak 4. Jlokazaty ma 3a 6uio koje mese Gpojese ag, 1 < k < 5, mocroje A\, € {—1,0,1}, 1 < k < 5,
KOjU HUCY CBU jeTHAKU HYJU, TAKO 14

11| A\a? + Xaa3 + Aza3 + \ga? + Asa?.

Bamarak 5. Heka je n € N u z,y € R taksu na je 22 +y? < 1. Ilokasatu ma je

1

n 2 2
>
(" +y)" +y —

. (552 —+ yz)n .

3amarak 6. Heka je A1As... A, nomuron. Jlokazaru ma mocTroju KOHBEKCaH moJurod BiBs...B, Takas
na Baku B;Bit1 = AjAi1 3a i€ {1,2,...,n—1} u B,B; = A, A; (Hera o y3aCTONHUX TE€MEHA MOJUTOHA
B1Bs...B, mory Outu KoJuHEapHA).



Pemema:
IlpBu maun

Bamarak 1. (a) Jlokas uraykmujom o n. 3a n = 1 Tpheme je exsuBajienTHO ca fi = 1 = f1 - fo (6a3za
unaysmmje). Hexa je f{+ f3 +... + 7 = fu for1. Tamaje (ff + f3+ ...+ o)+ oy = fo fosr + fan =
fn+1 : (fn + fn+1) - fn+1 : fn+2-

(6) Ha ocnosy meuna (a) un nejemnaxoctu Komu—IIIsapn—Bymakosckor (nmpumemnene Ha n-TOpke (fi,..., fr)
u (f—1 &)) ciaenn

ty 7 L 7

fnfnﬂ-znj(;—’;f N DS %)22<itk>2=(zﬂ:#>2=i<zﬂ:k2+ék>2

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
1 (nn+1)@2n+1) nr+1)\> n2n-+1)?2 )
= — . = N 2 1 3
1 < 6 T g (el
n?(n+1)2%(n+2)* n? ,
= = tn+17
36 9
- 1 - D(2n+1
omakje cienu TBpheme 3amarka. Ropumhemne cy penamnuje Zk = @ u Zk2 = nln+ )6( ntl) .
k=1 k=1

JemHAKOCT BasKM aKO M CaMO AaKO BayKM jEQHAKOCT y TOpe NpUMEmeHoj HejenHakoctu Romu—IIIBapi—
. k
BymaroBckor, Tj. ako m caMO ako Cy m3pas3u f_ KOHCTAQHTHU, IITO CE€ JIAKO IpoBepaBa ma ce moraba

2
t t g
1 2
camo 3an =1 (45 = -5 < 1 =3).
i
Hanomena. Hauun pemasama nena (6) je momerse mchpopcupan masamem nena (a). Mebyrwm, u Ges
wera, neo (6) ce mokasyje MHIYKIMjOM, KOja je MCTe TEKUHE KAO U CIPOBENEHA Y TOPHEM DEIICHY.

3anmarak 2. Heka je d(X,Y Z) pacrojame ox tauke X 1o upase onpebene raukama Y u Z. Kako cy AP u
AD cumerpuune y omnocy ua AO, cnemn d(O, AD) = d(O, AP), a xako cy BC' nu BP cuMeTrpuune y 0mHOCY
wa BO, cnemn d(O,BC) = d(O, BP), na xako je u d(O,AD) = d(O,BC) (O je menrap napasuenorpaMa
ABCD), cnemua d(O, AP) = d(O, BP), tj. npasa PO je cumerpana <APB.

306o0r cumMmerpuje, mo yciaoBuma 3azxatka, je <OAD = <OAP u <OBC = <OBP. Ako je ¢ yHyTpammnu
1 1 1
yrao APB uersopoyria APBO, tana je <OAP = 3 P= 180° — 3’ (<OAP+<OBP +<AOB) = 180° — 3

1 1
(SOAD + <OBC + (180° — 4A0D)) = 180° — 5 - (XOAD + <ODA + (180° — <AOD)) = 180° — - ((180° —
<AOD) + (180° — <AOD)) = <AOD, na je AADO ~ AAPO u APBO ~ ABCO.



AP AO BP BO

Nz ANADO ~ AAPO caema 10 =~ Ap° a uzs APBO ~ Ang cnzzgl B0 — BO Kako je ABCD
napaJsienorpam, sasku AD = BC' u AC = 2A0, BD =2BO, Tj. B0 - BD’ ma je

_ AP _ (A0’ AC _ (AC\?
1=Bp ~\Bo) BD \BD)"

AC
OJIHOCHO BayKU BD = Vq.

Ipyro pememe. Heka je <OAB = a1, <0AD = az,<OBA = 1,<0BC = ;. Ilo cunycuoj Teopemu, us
AABO caenn 22 = SO s AAOD (jep je <ODA = By) 20 Z S0P ko je 40 = DO =
BO sin DO sin ag

%-ACI/IBO:%'BD) cienn
AC sinf;  sinfh )

BD sin aq sin ap

Kako je a; + as + 81 + B2 = 180°, cnenm na je sin(ag + (1) = sin(ay + 52), Tj.

sin ap cos 81 — sin o cos B = sin By cos aip — sin (31 cos as. (1)

Ako cy (1 u B2 yraosu y napadsesorpaMy Tako ma je 51402 = 90°, rana je sin 81 > sinfs < 81 = f2 (ako 6u
6uso sin By = sin B2 u f1 < fo2, Taga 6u 6uno P2 = 180° — [, 1j. B1 + P2 = 180°), na je [ = P2 & a1 = ao.
Crnenu ma cy yriosu macupam PB u PA jennaky v o — qq u Bo — §1 wiu aq — o u 31 — B2, peaom. Y
cBakoM cayuajy je, Ha ocuoBy (1) m (I):

AP sin(f2 — 1)  sin s cos 31 — sin fy cos [

BP sin(ag — )  sinag cosag — sinag cos ag

. sin (39 sin «v
sin 33 cos 31 — cos (35 - L
sin ao

sin 3 sin as
sin 62

B <sin62>2 sinag cos By —sinag cos o (AC'>2

sin o sin 5 cos a; — sin 31 cos ap BD

sin g cOs vy — CoS Qo -

. AC AP
U=\ Bp Ve
Tpehe pememe. Heka je nara koupurypamnuja cMemrena y KOMIUIEKCHY paBaH, TAKO Ja Tauyku A oxroBapa
KOMJIEKCaH Opoj a, tauku B 6poj b, a tauku O 6poj 0. Tana rauku C' omrosapa —a, a tauku D 6poj —b.
(=b)—a z-—a

0—a 0-a peasaH, Tj.

Tauka z npunana npaBoj cumerpuynoj ca AD y omumocy Ha AC ako je Gpoj

aKo je

_h s i-b 7—a _ _
Q-2 28 070 270 o a+b)a - ad®(a+b) = Z(@+ b)a® — aa*(@+ D)

z(a +b)a* —aba> = Z(a+ b)a® —aba®
U, aHAJIOTHO, IPaBOj Koja je cumeTpuuHa y omuocy Ha BC' y ommocy ma BD ako je
2(a+b)b — abb’ = Z(@+ b)b* — abb?,

na ce 6poj p (koju ogrosapa tauku P) mobuja eIMMUHUCAHEM Z U3 TOPHUX jeJHAYMHA, Tj. P 380BOJLABA

jemHAYMHY
p(a +b)(@H* — a252) = ab(a*b? — a252).



_\ 2 2
. _ 72 a .
Kako je a,b # 0 u, npu Tum ycioBuma a-b? — a’b = 0 & (—) = |3 ) - WTO je TauHO MM Kama cy

a
tauke A, O u B rosuneapue mwin kana ¢y AO n BO mopmanre (1j. rana je ABCD pomb), cremu na je
- b AC 2
a2b? — a?b’ #0, 1j. p= aa——i—b' Konauno, 5D~ % = ‘%‘ u
ab
AP |p—a| a—er—a‘ B ‘ar
TTBP T a_b_b’ bl
a+b

. AC
Ha,.]eﬁ—\/a.

Hanomena. Y pemaBamy 0BOT 3anaTka Tpeba OMTHU jaKO HayKJ/bUB [a PEUIene IOKPUBA U CUTYAIU]y Kana
je Tauka P yuyTap u kana je Bad mapasenorpama ABCD.

3amarak 3. Heka ce ma tabam m X n mocje KOHAYHO MHOTO KOPaKa MOTY TPOMEHUTU O0je Ha TPasKeHU
mauna. Heka je Opoj Genux moma y moueTtHoMm 6ojemy b, a npuumx c. Kako je modeTHO i-TO Oes0 mome y
3aBpmMHOM 0Ojemy IPHO, HA HeMYy je CIpOBeneHo 3s; + 1 omepammja (3a mHero s; € Ny). Cauuno, HA i-TOM
IPHOM TI0JBY je cupoBeneHo 3t; + 2 onepamuje (3a mero t; € Np).

Kako cBaku map cycemHUX MOJba y3UMa jeQHO IOJbe KOje je y MOoYeTKy Ouiao 0eJio 1 jedHO HoJbe Koje je y
b c c b
MOYETKY OUJIIO NPHO, CIAECAU Aa je 2(35Z +1)= 2(3@- +2), omakie je b—2c=3- Zti —-3- Z 8i, OMHOCHO
i=1 i=1 i=1 i=1
3|b—2¢, j. 3|b+c=mn, na 6ap jeman ox m u n MOpa OUTHU IELUB Ca 3.
Ca nmpyre cTpaHe, ako je HEKU OI M W N IeJbUB ca Tpu, Tabiia m X n ce Moyke paszpesaru Ha Tabiae 1 X 3
(mmm 3 x 1), ma Kako Ha OBAKBOj TAbJIU MOKE CIPOBECTU TPAKEHA 3aMEHA:

(1,2) (2,3)
(Oo[m[0] == n

—~
N
w
"

(12) (12) (23)
(w[O[m] — [m/m[m] — [O][m[m] — [O]0[W]

ciaenu TBpheme 3amaTKa.
Ilpyru nmau
3anarak 4. Baku u onmruje TBpheme:

Hexa je p > 5 npocm 6poj u a1, as,...,ap—1 yeau opojesu. Tada nocmoje A1, Ao, ..., Ap—1 € {—1,0,1},
2 2

KOJU HUCY CceU JeOHAKU HYAlU, Mako 0a

plAad+Xoad+ ...+ Ap1a? .

2 2

. 1, 3a k=1 . C
Jloxasz. AKo mocToju a; NeJbUB ca P, MOKE Ce Y3eTU \j = { 07 sa k£i Axo nocroje a; u aj (i # j)
)
1, 3a k=1
YMju KBAAPATU Hajy UCTU OCTATAK IPU HEJEHY Ca P, MOXKE Ce y3eTH A\, = -1, 3a k=
0, s3a j#1i,j

Mebhyrum, Kako KBaapaTtu OpoOjeBa KOHIPDYEHTHUX Ca ¢ U —i IPU OEJECHY Ca p Oajy UCTU OCTATAK,

. : -1 . . .
axo Hujeman ox { ar | 1 <i < PT HIUje NEeJbUB Ca P U aKO HUKOja NBa M3 OBOT CKylla HE Hajy UCTU



. -1 . .
ocTaTak IpU JOellelmy ca p, CKyIOBU {af [1<i<— p—- u {2 |1<i< =—— ) umHe mcty cucrem

ocraraka npu penemy ca p. VIzbopom A\ =13a 1 <k < < 2L cnemn

Aat+Xoal + ..+ Apaai s = 124224+ =

p*—

1

—_

= p .

[\

3amarak 5. 3a x = y = 0 0o6e cTpane HejemHAKOCTU Cy jenHake Hyau. VlHaue, CMEHOM X = I COS(Q,Y =
rsincosp 3a 0 <r < 1,0 < cosp < 27, jeAHAKOCT Cce CBOIU Ha

"4 2rtT cos™ @sin g + 2r 72 sin? p > T 3a 0<r<1,0<cosp <2m,neN. ()
n
Y HacCTaBKy ce pa3JIUKyjy CHUTyaluje:
1
1. axo je sin? ¢ > i’ Baskn 2 2" sin® o > nr2’ a m3 HejenHaKOCTU m3MeDy apurTMeTuyke um reome-
n n

TPUjCKE CpeauHe, CIiean

2—2n s 2

Mo+ sin? ¢ > [2r' 7" cos™ psin | > —2r' 7" cos™ psin g,

na ce cabupameM nobuja (*);

2. ako je sin® p <
cpenuHe cienu

, CIIMYHO Ka0 U MAaJIONpe, N3 Heje THAKOCTHU n3MeDy apuTMeTruyYKe 1 reOMeTPH]jCKe

1
+ 2

1
3 cos®™ o + 2r2 " gin? p > ’21"1 " cos™ psin gp‘ > —2r'7" cos™ psin o,

1 "o n 1
1= >=.(1- = ,
n+2 2 n+2 n+2

W3 ropmer pa3MaTpama clIequ TPa:KeHa HEjeTHAKOCT. JacHO je ma y OPYyroj CUTYaIMju jeTHAKOCT HE
MOKe a BaKM, a Ja Ou Ba:Kuiaa y IPBOj, MOpa OuTU sin2<p = penrE r =1, cos?p = r27 " sin2gp u
n

1 . .
cos™ psinp < 0, omarie je cos’p = e ma ce u3 cos? @ +sin? p = 1 mobuja (n+ 1) = (n + 2)" L.
n
Ilocnenmwe HUje TayHO, TPOBEPOM 3a N = 1, & 3a n > 1 3aTO IWTO NPUPOTHU CTEIEHU ABA Y3ajaMHO IIPOCTA
6poja me mory Outu jennaru. Ilakie, jemHakocT Basku ako u camo ako je (z,y) = (0,0).

a n3 DepHynujeBe Heje THAKOCTU

- (1 = sin? )"

N —
N~

1 2n o
i-cos =

na ce ouer cabupameM nobuja ().

3anmarak 6. Oszmaunmvo A;A;11 =a;,i=1,...,n (4,41 = 41). Heka je Ge3 cmamema onmroctu a; Hajseha
crpanuna. Jlorkazahemo ma ako je a; < ag + -+ + a, Taga MOCTOJU TETUBAH N-TOYTrao Ca CTPAHUIAMA
A1,02,...,0pn.

3a cBako r > 4 meguHUIUIMO

) . as . Qp
f(r) = arcsin — + arcsin — + - - - + arcsin — .
2r 2r 2r

ai

Jacuo je ma awo je f(r) = arcsin 5r MIm f(r) = m — arcsin 5+ 3a HEKO T, TaJa MOCTOju KOHBEKCAH N-TOyTao

CTpaHWUIA a1, ...,d, KOJU je ynmcaH y KPYT NOJyIPEYHUKA 7. TBpIUMO Ia TAKBO T yBeK HOCTOjH.
[Ipumerumo mpBo xa u3 gt < 52 4---+ $* cienu Aa 3a JOBOJBLHO BeJMKe r Bazwu arcsin g < f(r) m f(r) — 0
kan r — oo. Iawrie, 3a HGKO r f(r) nexu y ymyrpammocTu I/IHTepBaJIa 1, = [arcsm— 7 — arcsin §£]. C

ApyTe CTpaHe, 33 I = - MHTepPBaJ [, CaAp:KM caMo jelHy Tadky: 4, Wy ToM ciaydajy f(r ) He JIEEM YHYTap



. . a . .
I,. Rako je f(r) mHempexmmro mo r, 3ak/bydyjeMo da 3a HEKO r > 4 tauka f(r) JewEu TayHO Ha jeHO] OI
rpaHuna wHTEpBaga [., MITO CMO W TBPAUIU.

Ipyro pememe. Hera cy temena nosmurona AjAs...A, oGenesxena rtako na je A,Ai(= a) majmywxa
k—1

CTpaHWIA TOI HOJUrOHA U Heka Cy (xp)i_; 1 (Yr)p—, mepuHucanu ca x; = 0, xp = E AjAj 3a k€
i=1

n—1
{2,3,....n} my, =0, yp = ZAjAj"rl 3a ke{l,2,...,n—1}.

j=k
Kaxo je (z1)}_, crporo pacryhn, a (yx)p_; cTporo onanajyhu, cremu na je (xp — yx)p_, cTporo pacryhn,
na kako je x1 —y1 < 0 m x, —y, > 0, caenqu na mocroju | € {1,2,...,n}, rako na je x; —y; < 0 u
Ti41 — Y41 > 0. Karo je (zig1 — yit1) — (@i — ¥i) = (@ig1 — @) + (¥i — Yit1) = AiAi1 + AiAdip < 2a 3a
i€{l,2,...,n— 1}, nBa y3acronna wiana Hu3a (Tr — Yk)r_, CE€ PA3JIUKY]y HajBUIIE 3a 2a, IIa C€ PA3IUKY]Y

caenehe curyamnuje:

1. 141 — Y141 = au x; —y = —a. Tanma je AjA;;1 = a u 21 = Y41, Ta Ce MOM¥KE KOHCTPpYUCATU
npaBoyraouuk ca crpanunava A A, x;, AjAi11, Yir1, penoM (Iaksie, KOHBEKCAH YeTBOPOYTAao);

2. (Fi)|r; —yi| < a. Hera je b=z, u c = y;. Tana je (mo mejemmaxoctu Tpoyraa) |b—c| = |z; — ;| <
a=A14, < AAy+ ...+ A, 1A, =b+ ¢, Tj. mOCTOjU TPOYTAO UMje Cy CTpaHWIe a, b u ¢ (HapaBHO,
TPOYTA0 je KOHBEKCAH IOJIUTOH).

W3 nperxomHor pazMmarparma ciaenu TBpheme 3amaTka.



