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�or�e Dugoxija, �or�e Krtini�

U okviru priprema za Me�unarodnu matematiqku olimpijadu, koja je odrжana od 19. do 31. jula ove
godine u Vijetnamu, ekipa Srbije gostovala je u Rumuniji. Tamo je odrжano trening takmiqeƬe,
koje je pravƩeno kao simulacija olimpijade, dva dana sa po tri zadatka, bodovanih do sedam poena.
Pored Srbije, na ovom takmiqeƬu su uqestvovale ekipe Moldavije i Xpanije, kao i dvadesetak
uqenika iz Rumunije (uqesnika rumunskog saveznog takmiqeƬa). Komisija je odluqila da nivo
zadataka bude nexto niжi nego na MMO (naroqito prvog dana), ali i da vreme za rad bude kra�e.
Zadaci nisu bili tipiqni za sredƬoxkolska takmiqeƬa i qini se da su uqenici doжiveli jedno
novo iskustvo, iz koga �e, nadamo se, dosta nauqiti. Naxu zemƩu predstavƩali su:

1. Mladen Radojevi�, uqenik qetvrtog razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu,

2. Marko Jevremovi�, uqenik qetvrtog razreda Gimnazije u KraƩevu,

3. Marija Jeli�, uqenica tre�eg razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu,

4. Duxan Milijanqevi�, uqenik prvog razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu,

5. Boban Karapetrovi�, uqenik drugog razreda Gimnazije u IvaƬici,

6. Jelena Markovi�, uqenica drugog razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu,

tj. ovogodixƬa ekipa Srbije za MMO, sa izuzetkom Teodora von Burga, koji je u to vreme bio
na Juniorskoj balkanskoj matematiqkoj olimpijadi. ƫegovo mesto zauzela je prva rezerva ekipe,
Jelena, i sjajnim rezultatom pokazala da se u narednom periodu biti ozbiƩan kandidat za ulaz
u ekipu. Pored Ƭe, jako dobar rezultat postigao je i Mladen i time predvideo svoj jako dobar
rezultat na olimpijadi (poxto autori ovaj izvextaj sastavƩaju nakon zavrxetka olimpijade, ve� je
poznato da je Mladen tamo osvojio zlatnu medaƩu). Marko i Marija su pokazali dobar rezultat,
a Duxan i Boban da kod Ƭih ima jox dosta prostora za napredak. Ipak, svi naxi uqenici su
osvojili medaƩe, xto se moжe videti iz slede�e tabele:

Uqenik\Zadatak 1 2 3 4 5 6 Ukupno
Mladen Radojevi� 7 7 7 7 5 7 40 Zlatna medaƩa
Marko Jevremovi� 7 7 7 7 1 1 30 Srebrna medaƩa

Marija Jeli� 7 7 3 7 0 3 27 Srebrna medaƩa
Duxan Milijanqevi� 7 0 0 7 0 6 20 Bronzana medaƩa
Boban Karapetrovi� 7 7 1 7 0 0 22 Bronzana medaƩa

Jelena Markovi� 7 7 7 7 1 5 36 Srebrna medaƩa

Qini se da je ovo takmiqeƬe, iako nexto niжeg nivoa, dosta dobro doxlo naxoj jako mladoj ekipi
i da se pozitivno odrazilo na rezultat na Me�unarodnoj matematiqkoj olimpijadi, a nadamo se i
na budu�e rezultate. Ovaj put je iskorix�en i za dobijaƬe viza za Vijetnam, kao i za niz dogovora
sa rumunskom stranom o budu�oj saradƬi.

U nastavku dajemo zadatke koje su uqenici rexavali na ovom takmiqeƬu, kao i Ƭihova rexeƬa.
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Zadaci:

Prvi dan

Zadatak 1. Neka je niz (fn)n>0 definisan sa f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn za n > 0 (Fibonaqijev

niz) i neka je tn =

(

n + 1

2

)

za n > 1.Dokazati da vaжi:

(a) f2
1 + f2

2 + . . . + f2
n = fn · fn+1 za n > 1;

(b)
1

n2
·

n
∑

k=1

(

tk

fk

)2

>
t2n+1

9fn · fn+1
za n > 1.

Zadatak 2. Neka je ABCD paralelogram koji nije romb. Poluprava simetriqna polupravoj AD u
odnosu na AC i poluprava simetriqna polupravoj BC u odnosu na BD se seku u taqki P . Izraqu-

nati
AC

BD
, ako je

AP

BP
= q.

Zadatak 3. Tabla m × n je obojena ,,xahovski“ crno–belo. U jednom koraku biraju se dva susedna
poƩa (poƩa koja imaju zajedniqku stranicu) i meƬa im se boja na slede�i naqin:

- belo poƩe postaje crno;

- crno poƩe postaje crveno;

- crveno poƩe postaje belo.

Za koje m i n se ovim koracima mogu promeniti boje svih poqetnih poƩa, belih u crna i crnih u
bela?

Drugi dan

Zadatak 4. Dokazati da za bilo koje cele brojeve ak, 1 6 k 6 5, postoje λk ∈ {−1, 0, 1}, 1 6 k 6 5,
koji nisu svi jednaki nuli, tako da

11 | λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + λ3a

2
3 + λ4a

2
4 + λ5a

2
5.

Zadatak 5. Neka je n ∈ N i x, y ∈ R takvi da je x2 + y2 6 1. Dokazati da je

(xn + y)
2
+ y2

>
1

n + 2
·
(

x2 + y2
)n

.

Zadatak 6. Neka je A1A2 . . . An poligon. Dokazati da postoji konveksan poligon B1B2 . . . Bn takav
da vaжi BiBi+1 = AiAi+1 za i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} i BnB1 = AnA1 (neka od uzastopnih temena poligona
B1B2 . . . Bn mogu biti kolinearna).



RexeƬa:

Prvi dan

Zadatak 1. (a) Dokaz indukcijom po n. Za n = 1 tvr�eƬe je ekvivalentno sa f2
1 = 1 = f1 · f2 (baza

indukcije). Neka je f2
1 + f2

2 + . . . + f2
n = fn · fn+1. Tada je (f2

1 + f2
2 + . . . + f2

n) + f2
n+1 = fn · fn+1 + f2

n+1 =
fn+1 · (fn + fn+1) = fn+1 · fn+2.

(b) Na osnovu dela (a) i nejednakosti Koxi–Xvarc–BuƬakovskog (primeƬene na n-torke (f1, . . . , fn)

i
(

f1

t1
, . . . , fn

tn

)

) sledi

fnfn+1 ·
n
∑

k=1

(

tk

fk

)2

=

n
∑

k=1

f2
k ·

n
∑

k=1

(

tk

fk

)2

>

(

n
∑

k=1

tk

)2

=

(

n
∑

k=1

k2 + k

2

)2

=
1

4
·
(

n
∑

k=1

k2 +

n
∑

k=1

k

)2

=
1

4
·
(

n(n + 1)(2n + 1)

6
+

n(n + 1)

2

)2

=
n2(n + 1)2

144
· (2n + 1 + 3)2

=
n2(n + 1)2(n + 2)2

36
=

n2

9
· t2n+1,

odakle sledi tvr�eƬe zadatka. Korix�ene su relacije
n
∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
i

n
∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

Jednakost vaжi ako i samo ako vaжi jednakost u gore primeƬenoj nejednakosti Koxi–Xvarc–

BuƬakovskog, tj. ako i samo ako su izrazi
tk

f2
k

konstantni, xto se lako proverava da se doga�a

samo za n = 1 (
t1

f2
1

=
t2

f2
2

⇔ 1 = 3).

Napomena. Naqin rexavaƬa dela (b) je donekle isforsiran davaƬem dela (a). Me�utim, i bez
Ƭega, deo (b) se dokazuje indukcijom, koja je iste teжine kao i sprovedena u gorƬem rexeƬu.

Zadatak 2. Neka je d(X, Y Z) rastojaƬe od taqke X do prave odre�ene taqkama Y i Z. Kako su AP i
AD simetriqne u odnosu na AO, sledi d(O, AD) = d(O, AP ), a kako su BC i BP simetriqne u odnosu
na BO, sledi d(O, BC) = d(O, BP ), pa kako je i d(O, AD) = d(O, BC) (O je centar paralelograma
ABCD), sledi d(O, AP ) = d(O, BP ), tj. prava PO je simetrala ∢APB.

A B

CD

O

P

A

B C

D

O
P

Zbog simetrije, po uslovima zadatka, je ∢OAD = ∢OAP i ∢OBC = ∢OBP . Ako je ϕ unutraxƬi

ugao APB qetvorougla APBO, tada je ∢OAP =
1

2
·ϕ = 180◦− 1

2
· (∢OAP +∢OBP +∢AOB) = 180◦− 1

2
·

(∢OAD + ∢OBC + (180◦ − ∢AOD)) = 180◦ − 1

2
· (∢OAD + ∢ODA + (180◦ − ∢AOD)) = 180◦ − 1

2
· ((180◦ −

∢AOD) + (180◦ − ∢AOD)) = ∢AOD, pa je △ADO ∼ △APO i △PBO ∼ △BCO.



Iz △ADO ∼ △APO sledi
AP

AO
=

AO

AD
, a iz △PBO ∼ △BCO sledi

BP

BO
=

BO

BC
. Kako je ABCD

paralelogram, vaжi AD = BC i AC = 2AO, BD = 2BO, tj.
AO

BO
=

AC

BD
, pa je

q =
AP

BP
=

(

AO

BO

)2

· AC

BD
=

(

AC

BD

)2

,

odnosno vaжi
AC

BD
=

√
q.

Drugo rexeƬe. Neka je ∢OAB = α1, ∢OAD = α2, ∢OBA = β1, ∢OBC = β2. Po sinusnoj teoremi, iz

△ABO sledi
AO

BO
=

sin β1

sin α1
, a iz △AOD (jer je ∢ODA = β2)

AO

DO
=

sin β2

sin α2
, tj. (kako je AO = DO =

1

2
· AC i BO =

1

2
· BD) sledi

AC

BD
=

sin β1

sin α1
=

sin β2

sin α2
. (†)

Kako je α1 + α2 + β1 + β2 = 180◦, sledi da je sin(α2 + β1) = sin(α1 + β2), tj.

sin α2 cosβ1 − sin α1 cosβ2 = sin β2 cosα1 − sin β1 cosα2. (‡)

Ako su β1 i β2 uglovi u paralelogramu tako da je β1+β2 > 90◦, tada je sin β1 > sinβ2 ⇔ β1 > β2 (ako bi
bilo sin β1 > sin β2 i β1 < β2, tada bi bilo β2 > 180◦ − β1, tj. β1 + β2 > 180◦), pa je β1 > β2 ⇔ α1 > α2.
Sledi da su uglovi naspram PB i PA jednaki ili α2 − α1 i β2 − β1 ili α1 − α2 i β1 − β2, redom. U
svakom sluqaju je, na osnovu (†) i (‡):

AP

BP
=

sin(β2 − β1)

sin(α2 − α1)
=

sin β2 cosβ1 − sinβ1 cosβ2

sin α2 cosα1 − sinα1 cosα2

=
sin β2 cosβ1 − cosβ2 ·

sin β2 sin α1

sin α2

sinα2 cosα1 − cosα2 ·
sinβ1 sin α2

sinβ2

=

(

sin β2

sinα2

)2

· sin α2 cosβ1 − sinα1 cosβ2

sin β2 cosα1 − sinβ1 cosα2
=

(

AC

BD

)2

,

tj.
AC

BD
=

√

AP

BP
=

√
q.

Tre�e rexeƬe. Neka je data konfiguracija smextena u kompleksnu ravan, tako da taqki A odgovara
komleksan broj a, taqki B broj b, a taqki O broj 0. Tada taqki C odgovara −a, a taqki D broj −b.

Taqka z pripada pravoj simetriqnoj sa AD u odnosu na AC ako je broj
(−b) − a

0 − a
· z − a

0 − a
realan, tj.

ako je

a − b

a
· z − a

−a
=

a − b

a
· z − a

−a
⇔ z(a + b)a2 − aa2(a + b) = z(a + b)a2 − aa2(a + b)

z(a + b)a2 − aba2 = z(a + b)a2 − aba2

i, analogno, pravoj koja je simetriqna u odnosu na BC u odnosu na BD ako je

z(a + b)b
2 − abb

2
= z(a + b)b2 − abb2,

pa se broj p (koji odgovara taqki P ) dobija eliminisaƬem z iz gorƬih jednaqina, tj. p zadovoƩava
jednaqinu

p(a + b)(a2b2 − a2b
2
) = ab(a2b2 − a2b

2
).



Kako je a, b 6= 0 i, pri tim uslovima a2b2 − a2b
2

= 0 ⇔
(

a

a

)2

=

(

b

b

)2

, xto je taqno ili kada su

taqke A, O i B kolinearne ili kada su AO i BO normalne (tj. kada je ABCD romb), sledi da je

a2b2 − a2b
2 6= 0, tj. p =

ab

a + b
. Konaqno,

AC

BD
=

|2a|
|2b| =

∣

∣

∣

a

b

∣

∣

∣
i

q =
AP

BP
=

|p − a|
|p − b| =

∣

∣

∣

ab
a+b

− a
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ab
a+b

− b
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

a

b

∣

∣

∣

2

,

pa je
AC

BD
=

√
q.

Napomena. U rexavaƬu ovog zadatka treba biti jako paжƩiv da rexeƬe pokriva i situaciju kada
je taqka P unutar i kada je van paralelograma ABCD.

Zadatak 3. Neka se na tabli m × n posle konaqno mnogo koraka mogu promeniti boje na traжeni
naqin. Neka je broj belih poƩa u poqetnom bojeƬu b, a crnih c. Kako je poqetno i-to belo poƩe u
zavrxnom bojeƬu crno, na Ƭemu je sprovedeno 3si + 1 operacija (za neko si ∈ N0). Sliqno, na i-tom
crnom poƩu je sprovedeno 3ti + 2 operacije (za neko ti ∈ N0).

Kako svaki par susednih poƩa uzima jedno poƩe koje je u poqetku bilo belo i jedno poƩe koje je u

poqetku bilo crno, sledi da je
b
∑

i=1

(3si + 1) =
c
∑

i=1

(3ti + 2), odakle je b− 2c = 3 ·
c
∑

i=1

ti − 3 ·
b
∑

i=1

si, odnosno

3 | b − 2c, tj. 3 | b + c = mn, pa bar jedan od m i n mora biti deƩiv sa 3.

Sa druge strane, ako je neki od m i n deƩiv sa tri, tabla m × n se moжe razrezati na table 1 × 3
(ili 3 × 1), pa kako na ovakvoj tabli moжe sprovesti traжena zamena:

� � �
(1,2)7−→ � � �

(2,3)7−→ � � � i

� � �
(1,2)7−→ � � �

(1,2)7−→ � � �
(2,3)7−→ � � �

(2,3)7−→ � � � ,

sledi tvr�eƬe zadatka.

Drugi dan

Zadatak 4. Vaжi i opxtije tvr�eƬe:

Neka je p > 5 prost broj i a1, a2, . . . , a p−1

2

celi brojevi. Tada postoje λ1, λ2, . . . , λ p−1

2

∈ {−1, 0, 1},
koji nisu svi jednaki nuli, tako da

p | λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + . . . + λ p−1

2

a2
p−1

2

.

Dokaz. Ako postoji ai deƩiv sa p, moжe se uzeti λk =

{

1, za k = i

0, za k 6= i
. Ako postoje ai i aj (i 6= j)

qiji kvadrati daju isti ostatak pri deleƬu sa p, moжe se uzeti λk =







1, za k = i

−1, za k = j

0, za j 6= i, j

.

Me�utim, kako kvadrati brojeva kongruentnih sa i i −i pri deleƬu sa p daju isti ostatak,

ako nijedan od

{

a2
i | 1 6 i 6

p − 1

2

}

nije deƩiv sa p i ako nikoja dva iz ovog skupa ne daju isti



ostatak pri deleƬu sa p, skupovi

{

a2
i | 1 6 i 6

p − 1

2

}

i

{

i2 | 1 6 i 6
p − 1

2

}

qine isti sistem

ostataka pri deleƬu sa p. Izborom λk = 1 za 1 6 k 6
p−1
2 sledi

λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + . . . + λ p−1

2

a2
p−1

2

≡ 12 + 22 + . . . +

(

p − 1

2

)2

=
p−1
2 ·

(

p−1
2 + 1

)

·
(

2 · p−1
2 + 1

)

6

= p · p2 − 1

12
≡ 0 (mod p).

Zadatak 5. Za x = y = 0 obe strane nejednakosti su jednake nuli. Inaqe, smenom x = r cosϕ, y =
r sin cosϕ za 0 < r 6 1, 0 6 cosϕ < 2π, jednakost se svodi na

cos2n ϕ + 2r1−n cosn ϕ sin ϕ + 2r2−2n sin2 ϕ >
1

n + 2
, za 0 < r 6 1, 0 6 cosϕ < 2π, n ∈ N. (∗)

U nastavku se razlikuju situacije:

1. ako je sin2 ϕ >
1

n + 2
, vaжi r2−2n sin2 ϕ >

1

n + 2
, a iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geome-

trijske sredine, sledi

cos2n ϕ + r2−2n sin2 ϕ >
∣

∣2r1−n cosn ϕ sin ϕ
∣

∣ > −2r1−n cosn ϕ sinϕ,

pa se sabiraƬem dobija (∗);

2. ako je sin2 ϕ <
1

n + 2
, sliqno kao i malopre, iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine sledi

1

2
· cos2n ϕ + 2r2−2n sin2 ϕ >

∣

∣2r1−n cosn ϕ sin ϕ
∣

∣ > −2r1−n cosn ϕ sin ϕ,

a iz Bernulijeve nejednakosti

1

2
· cos2n ϕ =

1

2
· (1 − sin2 ϕ)n >

1

2
·
(

1 − 1

n + 2

)n

>
1

2
·
(

1 − n

n + 2

)

=
1

n + 2
,

pa se opet sabiraƬem dobija (∗).

Iz gorƬeg razmatraƬa sledi traжena nejednakost. Jasno je da u drugoj situaciji jednakost ne

moжe da vaжi, a da bi vaжila u prvoj, mora biti sin2 ϕ =
1

n + 2
, r = 1, cos2n ϕ = r2−2n sin2 ϕ i

cosn ϕ sin ϕ 6 0, odakle je cos2 ϕ = n
√

1

n + 2
, pa se iz cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1 dobija (n + 1)n = (n + 2)n−1.

PosledƬe nije taqno, proverom za n = 1, a za n > 1 zato xto prirodni stepeni dva uzajamno prosta
broja ne mogu biti jednaki. Dakle, jednakost vaжi ako i samo ako je (x, y) = (0, 0).

Zadatak 6. Oznaqimo AiAi+1 = ai, i = 1, . . . , n (An+1 = A1). Neka je bez smaƬeƬa opxtosti a1 najve�a
stranica. Dokaza�emo da ako je a1 < a2 + · · · + an tada postoji tetivan n-tougao sa stranicama
a1, a2, . . . , an.
Za svako r ≥ a1

2 definiximo

f(r) = arcsin
a2

2r
+ arcsin

a3

2r
+ · · · + arcsin

an

2r
.

Jasno je da ako je f(r) = arcsin a1

2r
ili f(r) = π − arcsin a1

2r
za neko r, tada postoji konveksan n-tougao

stranica a1, . . . , an koji je upisan u krug polupreqnika r. Tvrdimo da takvo r uvek postoji.
Primetimo prvo da iz a1

2r
< a2

2r
+ · · ·+ an

2r
sledi da za dovoƩno velike r vaжi arcsin a1

2r
< f(r) i f(r) → 0

kad r → ∞. Dakle, za neko r, f(r) leжi u unutraxƬosti intervala Ir = [arcsin a1

2r
, π − arcsin a1

2r
]. S

druge strane, za r = a1

2 interval Ir sadrжi samo jednu taqku: π
2 , i u tom sluqaju f(r) ne leжi unutar



Ir. Kako je f(r) neprekidno po r, zakƩuqujemo da za neko r ≥ a1

2 taqka f(r) leжi taqno na jednoj od
granica intervala Ir, xto smo i tvrdili.

Drugo rexeƬe. Neka su temena poligona A1A2 . . . An obeleжena tako da je AnA1(= a) najduжa

stranica tog poligona i neka su (xk)n
k=1 i (yk)n

k=1 definisani sa x1 = 0, xk =

k−1
∑

j=1

AjAj+1 za k ∈

{2, 3, . . . , n} i yn = 0, yk =

n−1
∑

j=k

AjAj+1 za k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}.

Kako je (xk)n
k=1 strogo rastu�i, a (yk)n

k=1 strogo opadaju�i, sledi da je (xk − yk)n
k=1 strogo rastu�i,

pa kako je x1 − y1 < 0 i xn − yn > 0, sledi da postoji l ∈ {1, 2, . . . , n}, tako da je xl − yl 6 0 i
xl+1 − yl+1 > 0. Kako je (xi+1 − yi+1) − (xi − yi) = (xi+1 − xi) + (yi − yi+1) = AiAi+1 + AiAi+1 6 2a za
i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, dva uzastopna qlana niza (xk − yk)n

k=1 se razlikuju najvixe za 2a, pa se razlikuju
slede�e situacije:

1. xl+1 − yl+1 = a i xl − yl = −a. Tada je AlAl+1 = a i xl = yl+1, pa se moжe konstruisati
pravougaonik sa stranicama A1An, xl, AlAl+1, yl+1, redom (dakle, konveksan qetvorougao);

2. (∃i)|xi − yi| < a. Neka je b = xl i c = yl. Tada je (po nejednakosti trougla) |b − c| = |xi − yi| <

a = A1An < A1A2 + . . . + An−1An = b + c, tj. postoji trougao qije su stranice a, b i c (naravno,
trougao je konveksan poligon).

Iz prethodnog razmatraƬa sledi tvr�eƬe zadatka.


