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U konveksnom qetvorouglu ABC D vaжi AB = BC = C D, dijagonale AC i BD su1.

razliqite duжine i seku se u taqki E . Dokazati da je AE = DE ako i samo ako
je ∠B AD +∠ADC = 120◦. (Albanija)

Na�i sve funkcije f :R→R takve da za sve realne brojeve x, y vaжi2.

f ( f (x)+ y) = f ( f (x)− y)+4 f (x)y. (Bugarska)

Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji permutacija σ brojeva 1,2, . . . ,n3.

takva da je broj
√

σ(1)+

√

σ(2)+
√

· · ·+
√

σ(n)

racionalan. (Srbija)

Dat je ceo broj n Ê 3. Neka su C1,C2 i C3 granice tri konveksna n-tougla u4.

ravni takva da je presek svake dve od ǌih konaqan skup taqaka. Na�i najve�i
mogu�i broj taqaka skupa C1 ∩C2 ∩C3. (Turska)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Neka je C ′ taqka na polupravoj E B takva da je EC ′ = EC . Iz podudarnosti trou-1.

glova AEC ′ i DEC dobijamo AC ′ = DC =
AB, ali C ′ 6≡ B, pa sledi 180◦ =∢ABD +
∢AC ′D =∢ABD +∢AC D. To znaqi da se
poluprave AB i DC seku u nekoj taqki
F (jer je ∢ABC +∢BC D > 180◦) i da je
qetvorougao BE FC tetivan. Sada je A

B
C

C ′

D

E

F

∢E F A =∢EC B =∢E AF , pa je E F = E A = E D, tj. E je centar opisanog kruga △ADF .
Najzad, 2∢AF D =∢AE D =∢BEC = 180◦−∢AF D, dakle ∢AF D = 60◦ i ∢B AD+∢ADC =
120◦.

Drugo rexeǌe. Neka je AB = BC = C D = 1, ∢AC B = x i ∢DBC = y. Imamo AC =
2 cos x i C E = sin y

sin(x+y)
po sinusnoj teoremi u △BC E , pa je AE = 2 cos x − sin y

sin(x+y)
=

2sin(x+y)cos x−sin y
sin(x+y)

= sin(2x+y)

sin(x+y)
. Analogno je DE = sin(x+2y)

sin(x+y)
, pa iz uslova AE = DE sledi

0 = sin(2x + y)− sin(x +2y) = 2 sin
x−y

2
cos

3x+3y
2

. Kako je x 6= y i x, y < 90◦, mora biti
3x+3y

2
= 90◦, tj. x+y = 60◦. Najzad, ∢ABC+∢BC D = 360◦−2x−2y = 240◦, odakle odmah

sledi tvr�eǌe.

Zamenom (x, f (x)) i (z,2 f (x)− f (z)) umesto (x, y) redom dobijamo f (2 f (x)) = f (0)+2.

4 f (x)2 i f (2 f (x)) = f (2 f (z)− 2 f (x))+ 8 f (x) f (z)− 4 f (z)2. Oduzimaǌem prve veze od
druge dobijamo

f (2 f (x)−2 f (z))− (2 f (x)−2 f (z))
2 = f (0). (1)

Primetimo da se, ako je f 6≡ 0 ( f ≡ 0 je jedno rexeǌe), svaki realan broj t moжe
predstaviti kao 2 f (x)−2 f (z): zaista, iz polazne jednaqine imamo 2( f ( f (u)+ y)−
f ( f (u)−y)) = 8 f (u)y = t za y = t

8 f (u)
gde je f (u) 6= 0. Zato iz (1) sledi f (t )−t 2 = f (0) =

c, tj. f (t ) = t 2 +c. Lako se proverava da je i to rexeǌe.

Oznaqimo ai =
√

σ(i )+
√

· · ·+
p
σ(n) za 1 É i É n i an+1 = 0. Ako je a1 racionalan,3.

vixestrukim kvadriraǌem dobijamo da su i a2, . . . , an racionalni. Xta vixe,
an mora biti ceo, pa su onda i an−1, . . . , a1 celi. Daǉe, iz an <

p
n + 1 sledi

an−1 <
√

n +
p

n +1 <
p

n +1, a daǉe i an−2 <
p

n +1 itd, pa je ai <
p

n +1 za sve k.

Neka je k2 < n É (k + 1)2. Za neko j je σ( j ) = k2 + 1. Kako je a j > k, imamo a j =
√

k2 +1+a j+1 Ê k +1, tj. a j+1 Ê 2k. Me�utim, a j+1 <
p

n +1, odakle dobijamo 2k <
√

(k +1)2 +1, xto daje 3k2 < 2k +2, pa je k É 1, tj. n É 4.

Ako je n = 4, onda je σ(4) = 1 ili σ(4) = 4. U prvom sluqaju mora biti σ(3) = 3

i σ(2) = 2, pa ostaje σ(1) = 4, xto nije rexeǌe; u drugom sluqaju σ(3) = σ(2) = 2,
opet nemogu�e. Sliqno, ni za n = 2 nema rexeǌa. Za n = 1 i n = 3 rexeǌa

p
1= 1

i

√

2+
√

3+
p

1 = 2. Dakle, odgovor je n ∈ {1,3}.



Taqke u C1 ∩C2 ∩C3 su temena konveksnog mnogougla P . Posmatrajmo jednu4.

ǌegovu stranicu AB. Ona pripada najvixe jednoj od granica n-uglova C1,C2,C3

(presek nikoje dve ne sadrжi celu duж), xto znaqi da prava AB odseca od
preostala dva n-ugla bar po jedno teme. Tako svaka stranica P odseca bar
dva od ukupno 3n temena C1,C2,C3, pa P ne moжe da ima vixe od 3n

2
stranica.

Broj m = [
3n
2

] se moжe dosti�i. Neka
je A1 A2 . . . Am konveksan m-ugao, ak (1 É
k É m) prava kroz temena Ak , Ak+1, i bk

(1 É k É 3n −m) proizvoǉna prava kroz
Ak koje sa m-uglom nema drugih za-
jedniqkih taqaka (An+1 = A1, bn+1 6= b1).
Dovoǉno je definisati Ci (i = 1,2,3)
kao mnogougao odre�en svim (defini-
sanim) pravim ak i bl , gde je k ≡ l+1≡ i

(mod 3). Lako se proverava da su Ci

zaista n-uglovi. A1

A2

A3
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n = 5

m = 7
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