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Agros, Kipar – 29. april 2006.

Neka su a,b i c pozitivni realni brojevi. Dokazati:1.
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Dat je trougao ABC i prava m koja seqe stranice AB i AC u taqkama D i F ,2.

redom, i produжetak stranice BC u taqki E tako da je C izme�u B i E . Tri
prave paralelne sa m kroz A,B i C seku po drugi put krug opisan oko trougla
ABC u taqkama A1,B1 i C1, redom. Dokazati da se prave A1E , B1F i C1D seku u
jednoj taqki. (Grqka)

Na�i sve ure�ene trojke (m,n, p) pozitivnih racionalnih brojeva takvih da su3.
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svi celi. (Rumunija)

Neka je m prirodan broj. Na�i sve prirodne brojeve a za koje je niz definisan4.

sa a0 = a i

an+1 =

{ an

2
ako je an parno,

an +m ako je an neparno
za n = 0,1,2, . . .

periodiqan, sa ciklusom (segmentom koji se periodiqno ponavǉa) oblika a0,
a1, . . . , ak za neko k. (Bugarska)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Smenama abc = k3 i a =
k y
x , b =

kz
y , c =

kx
z za k, x, y, z Ê 0 traжena nejednakost se1.
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jer je (x+ y +z)2 Ê 3(x y + yz+zx) i k2+k É k3+1. Jednakost vaжi ako i samo ako je
x = y = z i k = 1, tj. x = y = z = 1.

Drugo rexeǌe. Mnoжeǌem sa 1+abc, s obzirom na to da je 1+
1+abc
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Ê 2 i analognih.

Neka prava A1E ponovo seqe opisani krug trougla ABC u taqki P . Tada je ∢E PC2.

= ∢A1PC = ∢A1 AC = ∢E FC , pa je qetvo-
rougao E PFC tetivan. Sada je ∢F PC =

∢F EC =∢B1BC =∢B1PC , tj. taqka P le-
жi na pravoj B1F . Analogno, P ∈C1D.

A

A1

B B1 C

C1 D

E

F

P

Oznaqimo a = mnp. Brojevi a+1
mn

, a+1
np

i a+1
pm

su celi, pa je ceo i ǌihov proizvod3.

(a+1)3

a2 = k, dakle a je nula polinoma x3 + (3−k)x2 +3x +1= 0. Odavde sledi da ako

je a =
q
r (q,r ∈N, (q,r ) = 1), onda q,r | 1, dakle a = 1.

Prema tome, a+1
mn

= 2p i analogno 2m i 2n su celi brojevi, pa kako je 2m·2n·2p = 8,

jedina rexeǌa (m,n, p) su trojke (1,1,1), (2,1, 1
2

) i (4, 1
2

, 1
2

) sa permutacijama.

Ako je m parno, niz nije periodiqan. Zaista, za a = 2r k (2 ∤ k) imamo ar = k i4.

ar+i = k + im za i Ê 0.

Neka je m neparno i neka je ak najmaǌi qlan niza. Jasno je da 2 ∤ ak , pa je ak+1 =

ak +m i ak+2 =
ak+m

2
Ê ak , dakle ak É m. Jednostavnom indukcijom se pokazuje da

nakon ak nema neparnih qlanova niza ve�ih od m i parnih ve�ih od 2m. Prema
tome, ako je niz (an) qisto periodiqan, onda je a ∈ S = {1,2, . . . ,m,m+1,m+3, . . . ,2m}.

S druge strane, za a ∈ S svi qlanovi niza su u S, pa je niz periodiqan poqev
od neke taqke. Xta vixe, ako je ak = al za k < l , lako se vidi da mora biti i
ak−1 = al−1 itd, pa je niz periodiqan poqev od a0.
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