MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

[IpaBa kpo3 menTap onucaHor kpyra u opronenrap Tpoyria NAABC
(Ojneposa mpasa), cede yuyrpammoct crpannna CA u CB y Tad-
rkama M m N, pemom, takBuMm na je CM = CN. Ilokasatu ma je
<ACB = 60°.

Hahwu cBe Tauke P Ha xpyry omucanom oko tpoyria AABC 3a koje
je 36up PA+ PB + PC MuHuMaJaH.

Heka cy = u y neau 6pojesu, taksu ga 90 memn x2 + xy + 2.
Ilorkazaru na ouma 900 menu xy.

Hexka cy x, y u z peasnu OpojeBu, TaKBU Oa je
2 2 2 _ _
oty +2°=18 u zy +yz+zx =9.

Vspauynatu Bpeauoct uspasa |z| + |y| + |z].

Ana m Bpanko cy craBuiau HeKM OpOj KETOHA HA TOJbA IIAXOBCKE
tabme 8 X 8. Ama je 3amucasa OpojeBe KETOHA Yy CBAKO] BPCTH,
a Bpanko OpojeBe ;keTOHa y CBAKOj KOJOHU. AHa je 3ammcajia CBe
paznuuute OpojeBe. [la au je moryhe na cy cBu BpankoBu 6pojeBu
pasauuutu on AHUHUX?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

Ilpyru pa3spen — A Kareropuja

Y rouBexkcHoM yeTBopoyriy ABCD Tauka O je mpecek aujaroHasia.
Herka cy E,F u G pemom mnpojernuje tavaka B,C m O ma AD.
Ilokasatu na je moppmwuHa yetBopoyria ABCD jemnaka

AD-BE-CF
20G '

Pemutu neje nnaumny

V2r—14+vVxr+2>3+Vx+6.

Heka cy x u y peannu 6pojeBu, Taksu zaa je x2 + y? < 25.
Onpemuty HajBehy M HajMamy BPEIHOCT M3pas3a

z? +y? 4+ 122 — 16y.

Koju je om 6pojeBa

2\/ log, 2004 v/ 1085004 2

u 2004

Behin? (O6paszmoxkuty oarosop!)

Iat je Hu3 npuponuux 6pojeBa
l=r1 < <... <2, < ...

ca ocobmHOM na je T,i+1 < 2n 3a cBako n € N.
Jla mm mocToje MHAEKCH ¢ M j TakBU Ja je x; — x; = 20057

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

Y tpoyray AABC, tauka D je cpemumre crpanune BC, a tauka F
Ha crpanunu AB takBa na je AE = 2FEB. Axro je <ADC = <BDFE,
mahu yrao <ACB.

Heka je mat mpupoman 6poj a. Jlokazatu ma mocToju OE€CKOHAYHO
MHOI'O ITapoBa HpuponHux Opojesa (b, c) TakBux ma cy

ab+1, ac+1 m be+1

IIOTIIYHM KBaJpaTU.

Heka cy a,b, ¢ ctpanue npou3BOBLHOT TPOyTIa U «, [ YyIIOBU HAC-
npam crpanuna a u b. IlokaszaTtu ma Basku

acosa+bceos 3 < ec.

Heka cy x1,...,x, TO3UTUBHU peayiHu OPOjeBU TAKBU Ha je
1 +xo+ ... +x, = 1.

Hahwu MuHuMMainy BpenHOCT m3pasa

2 n n—1
Iy 2
Y + Ty — TiTit1-
i=1 i=1

Ilare cy Tpu Tauke y paBHu. Hahwm kpyr HajMamer moaynpevyHuka,
KOJU CaIp:KU OBE TauKe.
(ITox kpyrom ce moapasyMeBa KPYKHUIA U HEHA YHYTPAIIHOCT )

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

UYerBpTH; pa3pen — A kareropuja

Heka je y tpoyray AABC rauka H oprouenrap, M cpemuna BC, D
npecexk AM ca onucanum Kpyrom oko AABC u F cumeTpudHa Tadka
tauke D y omaocy Ha M. Ilokazatu ma je mpaBa FH HOpMasHa HA
npasy AM.

OnpemrTu nocienme 3 madhpe Gpoja 32997,

Hahwu muaumMyMm ¢yHKIUjE

flz) = Va2 — 4z + 8 + Va2 — 10z + 41.

3a KOje BPEeTHOCTU T C€ JOCTIKE Taj MUHUMYM?!

Y marom tpoyriay AABC koucrpyucatu taury M uuju je 36up
KBaJpara pacrojama no npasux AB, BC u C'A MmunuMaJsaH.

Ila nmu je moryhe ckyn nmpupomamx OpojeBa MOMEIUTU HA OBA UC-
JYHKTHA CKyIla, TaKO Oa HU jemaH Ol HmUX He CaAp:Ku OECKOHAUHY
APUTMETUUYKY IPOTPECHUjy, KO KOje HUCY CBU eseMeHTu MehycobHO
jemHAKM?!

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Hera je ABCDEF xouBekcan mecroyrao kox kora je AB || DE.
Herka cy M, P, N u (Q penom cpemumra crpauuna BC, CD, EF un
FA, a K u L penom cpenummira aysxku MN u PQ. Ilokazatu ma ce
tauke K u L mornanajy ako u camo ako je AB = DFE.

TeruBe AB u AC wpyra k cy jemnare, a tetuBa AD ceue BC' y
rauku F. Ilorazaru na je <BEA = <ABD.

Heka cy = u y neau 6pojesu, taksu ga 90 memn x2 + xy + 2.
Ilokazatu ma onma 900 mesnu xy.

Onpenutu cBe mpuponne 6pojese a u b TakBe na OpPoOj

panroOHaJIaH.

Ana u Bpasro cy craBusim Heku OpOj ’KEeTOHA Ha MOJbA ITAXOBCKE
tabne 8 X 8. Awna je 3amucana OpojeBe :KeTOHaA y CBaKOj BPCTH,
a Bpanko GpojeBe skeTOHA y CBakoj KoJOHU. AHa je 3ammucaJia CBe
pasnuuute 6pojeBe. [a nu je moryhe na cy csu Bpankosu 6pojeBu
paznmuuuty on AruHMX?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTabHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Teruse AB u M N xpyra k(O,r) cery ce y yHYyTpPamHOCTA KPyra

y taukn C. Axo je OC = e tauka C cpemumre TetuBe AB u
MC :CN =4:9, ogpenutu cunyc yriaa <ACM.

Pemuru jenmaunny

V2r—1-3=Vzx+6—Vz+2.

Y CKymy KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa PENUTHU jeTHAUUHY

22— (3+2)z+5+i=0.

Hexka cy = u y peannu 6pojesBu, Taksu ga je 2 + y? < 25.
Oppemuty HajMamy BPEIHOCT M3Pa3a

2+ y2 + 122 — 16y.

Ana u Bpasrko cy craBusu Heku OpPOj ’KETOHA HA MOJbA IMAXOBCKE
tabime 8 X 8. Ama je 3amucasa OpojeBe KETOHA Yy CBAKO] BPCTH,
a Bpanko 6pojeBe skeToHA y CBakoj KOJMOHU. AHa je 3ammcaJia CBe
paznuunte 6pojeBe. [la nu je moryhe na cy cBu bpankoBu 6pojeBu
paszauuntyt o1 AHUHUX?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

Tpehu pa3spen — B kareropuja

IlorazaTu ma HU 3a KOja TPpU BEKTOpa @, b U ¢ HEe MOTY UCTOBPEMEHO
na Baske cienehe Tpu HejeTHAKOCTU:

V3-al < |b—é|, V3. bl < |é—dl, V3@ < |@d—b.

Y 3aBUCHOCTHU O]l peajHUX ImapamMerapa & U [ PEmmuTu CUCTEM

xr + y + [z = a+2p
r + ay + z = a4+ p+1
r + y 4+ 28z = a+3p3

Heka cy a,b,c cTtpanuiie npomn3BOBHOT TPOYTIIA U «, [ YIIOBUA HAC-
npam crpanuna a u b. /lokazatm na Baku

acosa+bceosf3 < ec.

Koju je om 6pojeBa

2\/ log, 2004 v/ 1085004 2

u 2004

Behu? (O6pasnoxkuru oarosop!)

Pasaun pomba ABC'D u paau nmpasoyrior tpamne3a DCEF cy me-

bycobuo mopmanue (DC L DF, DC || EF, DC > EF) u Baxu
1 DF 3

cos<BCE = 3 OR g Hahwu omuoc crpanune pomba u moiy-

MPEeYHNKa YIUCAHOT Kpyra pomoOa.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTabHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
19.02.2005.

Yereptu; pa3pen — b kareropuja

Onpenutu cBe IpUpoOHE GpoOjeBe, n Takse ma je 6poj 2" +n? memus
ca 7.

Y mousynonTy moaynpedyHuka R ynucaHa je TpaBUIIHA YETBOPOC-
TpaHa mpu3Ma MaKCHUMAaJHe 3allpeMUHe, TaKO Ja JOHma OCHOBA IIPU3-
Me TpUunaga OCHOBU MOJYJONTE, a TeMeHa TOPHE OCHOBE IpU3ME
npunanajy mospuiu nosayiaonte. OapeauTu BUCUHY Te MPU3ME.

Hahwu mMuanMyM ¢QyHEIUTjE

flz) = Va2 — 4z + 8 + Va2 — 10z + 41.

3a KOje BPEeTHOCTU X C€ MOCTW:KE Taj MUHUMYM?

Wcnnraru moroTonoct uu3a {a,}, KOju je mar ca

1 1 1 1

n+1+n+2+'”+3n—1+3n'

an —

Meby rommiaekcHuM OpojeBMMAa Z KOjU 3a00BOJHABA]Y j€THAKOCT

zZ—1 _1

)

z— 2

oIpenuTU OHAj KOjU MMa HajBehu Momyo.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Oszuaummo ca H opronenrap tpoyria, ca O meHTap OMUCAaHOT KPY-
ra, ca A’ u C' nomuosxja nopmasaa n3 A u C' Ha HacOpaMHEe CTPAHUIE
BC u AB u ca A; n By cpemumra crpanuna BC u AC. Heka je
IBAC = a, <CBA = [ u <ACB = ~. Ilokaxumo npBo na je «
omrap. I[IpermocraBuMO CynpoTHO.

1° ¥Yromuko 6u « 6uo mpas, Tana Ou Teme A MCTOBpEMEHO OWJIO U
opToIleHTap, ma 6mu To 6mio u npecek OjiepoBe MpaBe U CTPAHUIE
AC (tj. A= H = M), wmiro je wemoryhe jep M mpunana yHyTpari-
HOCTU CTPAHUIIE.

2° Ykonuro je o Tym, tama je tauka H Bam tpoyriaa AABC (tj.
nvamo penociaen ravaka A’ — A — H) u kako Ojneposa npasa OH
ceue yryTpammocTu crpanuna AC u BC nmvmamo penocaen A’ — N —
C, te je yrao <A'NH omrap, 1j. yrao <CNH = <CNM je Tym.
Anu to moBnaun na je CM > CN (jep je nacupam Beher yria y Tpo-
yray ACNM Beha crpanuna), mro je y CyOpOTHOCTU Ca yCIOBOM
3agartka ga je CN = CM.

Twume cMO moOUIM KOHTPAAWKIM]y y 0ba ciydaja, Te je yrao «
omrap. AHaJIOTHO ce MOKa3yje ma W yrJoBu [ u Y Mopajy outu oc-
xTpu, Te je AABC omTpoyriu u mberoBoj yHy TPAIIEKOCTU Ce HAJTA3U
oprornenrap H.

Cana u3 npasoyriaor tpoyriaa NAACC’ nobujamo <ACC" = 90° —
a. Kako je <CAB nepudepujckn yrao van sykom BC' mobujamo ga
je <COA, = %<IC’OB = % -2-<CAB = «, a omarae je <OCB =
<OCA; =90° — . Crora Basku <HCA =90° — a = <0CB.

N3 jemnakokpakor tpoyriaa ACNM mmamo

CN=CM = <CMN =<CNM.

Oparae caemu nmoxynapaoct AHMC = AONC (ycy: <MCH =
90° —a = <NCO, CM = CN, <«CMN = <CNM), onuocao HC =
OC. Canma mvmamo ma je AHA'C = AOB;C (cyy: HC = OC,
<HCA = <HCO+90° —a = <OCH +90° —a = <OCB;, <HA'C =
90° = <OB;C) u3 uera cnemu CA’ = CB;. Ho rarko je AAA'C
npaBoyriu, a By cpemumre XumoreHy3e (U MEHTApP OMUCAHOT KPY-
ra) te je OBy = B1 A, nakne ANA'CB; je jennakocTpaHUYaH, 3HAUM
<B1CA" = <ACB = 60°.




Hanmomena: ydyeHMIIIMa KOjU HUCY pa3MaTpay CIydajeBe 3a BPEe-
HOCT yTJa « omy3eTtu 3 moeHa!

[IpernocraBuMo ma ce Tauka P Haja3u Ha yHyTpammocTu ayka BC
(roju me canpxu A). Tana je PB4+ PC > BC, nok je PA Behe
WiIn jemHako Mamo0j on nse crpanune BA,CA: Gap jeman om yriosa
<PBA un <PCA nuje omrap, 63 yMambemha ONIITOCTH MOKEMO y3€TU
na je o <PBA, utana je PA najseha crpanuna y APBA (Hacupaum
Beher yrua une Beha crpanuna), tj. PA > BA. Ilpema tome, 36up
PA+ PB + PC uuje mamu o1 30Upa HEKe OBE CTPAHUILE.

C mpyre crpane, ako ce P mokmama ca TemMeHOM HajBeher yria
rpoyrina NABC, ouna je PA+ PB + PC jemmako 30upy naBe Ha-
juame crpanune. Cienu ma je TpaskeHa tauka P Teme HajBeher
yraa (ODHOCHO, jeJHO O TEeMEHAa, aKO je TAKBUX BUIIE 3a CJyuaj
jeIHAKOKPAKOT WJIM jeJHAKOCTPAHUYHOT Tpoyria). Ha ocHoBy mper-
XOHOT BUAMMO Ja je mocMaTpaHu 30up cTporo Behu 3a cBaku n1pyru
mojoxkaj Tauke P.

HoxraxxkuMmo na cy o0pojeBu x u y messuBu ca 30, omarie he cienutu
Tpakeno tepbeme. Kaxo 9 | 22 + xy + y? = (v — y)? + 32y wmamo
3| (r —y)?, ommocuo 3 | x —y. 3ato 3 | zy, Te Kako u 3 | ¥ — y,
nobujamo ma 3 | x u 3| y. IMomro 10 | 22 + zy +v? | 22 — 33, TO ce
6pojesu x® m y> 3aBpmasajy mcToM mudpom, mTo je Moryhe camo
ako ce u OpojeBu x um Yy 3aBpmasajy ucroM nudpom (oBo Tpeba
nposeputu!). OTyna je 0 =109 2% +xy +y? =10 322, ma 10|z u 10 | y.
Osum cmo mokazanu ga 30 | z u 30 |y, Te 900 | zy.

Pewewe 1: 3 jemnaxoctu (z+y+2)? = 22 +y? +22 + 20y +2y2+2z22 =
18429 = 36, nanasumo na je |z+y+z| = 6. Horakumo ma cy 6pojeBu
T, Yy U z UCTOT 3HaKa, ofakjie he caemuru na je |x| + |y| + |z| = 6.
Kako je 0 = 18 —2.9 = 22+ 92+ 22 —2(axy+yz+22) = (v +y—2)? —4ay,
to je xy > 0. Amamoruo mperxomHoM mobuja ce m yz >0 u zx > 0.
N3 uyummenuna na je xy >0, yz 2 0 u zzx > 0 3akbydyjeMo ma cy
6pojeBu x, y U z UCTOr 3HaKa (HYJLy MOMKEMO cMaTpaTu OpojeMm ca
OPOU3BOJLHMM 3HAKOM), ma je |x| + |y| + |z| = 6.



Pewemwe 2: N3 jemnaroctu (z+y+2)% = 22 +y? + 22+ 20y +2yz+2z22 =
18 +2 -9 = 36, manasumo na je |x +y + z| = 6. Cana pasnukyjemo
creneha nBa ciydaja:

1° x+y+ 2z =06. [okazahemo nma cy x, y 1 z HeHeraTUBHU OpOjeBU,
omakne he cremury na je |x|+|y|+|z| = 6. Yroauko O6u TavyHo jenan
on OpojeBa x,y U z OMO HEraTWBaH, PEIUMO Z, OHAA OU WUMAJIU Oa
je 22 +y? > % > % = 18, mro je memoryhe. Ako Ou mak TavyHO
oBa on OpojeBa x, Yy U 2z OWJIM HETATUBHU, PEIUMO Y U 2, OHAA Ou
6usno x > 6 u He 6u Moryo ma Baxku w2 + y? + 22 = 18. OBuM cmo
IOKa3aju na cy O6pojeBu x, y U z HeHeraTuBHU (jacHO je ma 360r
x+y+ z =06, HE Mory cBa Tpu na Oymy HeI‘aTI/IBHa).

2° x +y+2=—6. Hera je 2/ = —x, vy = —y u 2/ = —2. Tana
je ' +y + 2 =6 u 3a 6pojese ',y u 2’ Bazkm 2 + y'? + 22 = 18
u 'y +y'z2 + 22 =9, na uz mpBor ciayuaja 3akmydyjeMo ma je

|| +|y'| + [2'| = 6. Baro je [z + |y[ + |2] = [2'| + |y'| + || = 6.
Ha oBaj HaumH CMO MOKa3aJu fa je MO JaTUM yCIOBUMA BPEIHOCT
uspasa |z| + |y| + |z| jenmaxa 6.

Axo je Ama 3amnmcaJia cBe paszauuuTe OpojeBe, OHA je 3amucaja 8
6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uaun cBu Bpaukosu 6pojesu 6u
Mopasu 6utu Mehycobuo jemuaku (o3naummo ux ca b). Kako u 36up
cBux Auumaux 6pojeBa u 30up cBux bBpankosux OpojeBa mpencTaBba

YKymaH Opoj skeToHa Ha Tabiau TO Cy OHU MelycOOHO jemHaku, Tj.
9

(Z k) —b=8-b, onakne Hanazumo na mopa 6utu b = 4. Cana jom
k=0
ocraje na KOHCTPYUIIEMO IIPUMeED:

B 44444444

0

1

O|O| 2

O| 0|0 3

O] 0| 0| O| O 5
0| 0| 0] 0| 0| O 6
O| 0| 0| O O] 0|0 7
O|O|O|0O|0O|0O|0O|0O| 8
A



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3pen — A kareropwuja

Osmaunmo ca Sy, So, S3 u Sy pemom mospiuue Tpoyriaosa AOB,
BOC, COD u DOA. Osmauumo ca p, ¢ u r ciaenehe moppimHe:
p=Saapp =5S1+S54 = %BE~AD, q=Saacp = S3+854 = %CF-AD,

518
r=.54,= %OG - AD. Kako je Sy = ;43 U3 MPETXOMHUX PeJlalu]a

MOEEMO U3PA3UTH S; IPEKO P, q U T

Slzp—T, S3zq—7’, 5427‘, = S2:(p_,r)<q_r)

r
Cana mobujamo ma je moBpmmua yerBopoyriaa ABCD jennaka

51+SQ+S3+S4:p—r+w+q_r+,r:ZE

AD-BE-CF
20G '

omakje ciaenu TBpbheme 3amaTra: Sapop =

A B

Csa Tpu KOpeHa Cy nepuHUCAHA Kala je T > % (upBu 3a = > %, opy-
ru x > 6 u tpehu x > 2). TpanchopMummmo narty HejeTHAUNHY HA
006Uk

(1) V2r—1-3>2Vz+6—Vz+2>0,
jep je x+6 > x+2. Ila Ou oBa HejeqHAUNHA MMAaJia PeIleHa TOTped-
HO je U ma JieBa cTpaHa Oymne mo3uTuBHA, Tj. v2r — 1 — 3 > 0, mTo
Ham naje x > 5. Kako cy obe crpane nejennauwmue (1) mosuruswe,
MOYKEMO je KBaJIpupaTu, Te HoOujamMo
V(z+2)(z+6) =32z — 1.

Kako cy u y oBoj HejeqHaUmMHU 00€ CTpaHe MO3UTUBHE OIET MOKEMO
KBaIPUPATU Te NOOMjaMO KBaAPATHY HejemHaumny x2 — 10z +21>0.
Heno pememe je x € (—00,3] U [7,+00), MTO ca CBUM IPETXOIHAM
YyCIOBUMA ZIaje KOHAUYHO pememe T € [7,+00).




Hexka je S(x,y) = 2% + y* + 122 — 16y. Karko je
S(z,y) =2(x +3)* +2(y — 4)* — (¢* +y*) — 50 = —75,

TO je HajMama BPETHOCT JaTOl M3pa3a jegHaka —7o U JOCTIKE ce
darx=—-3uy=4.

U3 nejemnaroctu S(z,y)+S(—x, —y) = 2(z?+y?)<50, a Ha ocHOBY
Tora mro je S(—xz,—y) > —75, HAIA3UMO Ia BaKU

S(z,y) <50 — S(—z,—y) <50 — (=75) = 125.

Oryna je majseha BpemHocT maror m3pasa jemHaka 125 u qOCTU:KE
cesar=3uy=—4.

OBu 6pojesu cy jemnaru jep je log2V 10822004 — | /log, 2004 - log2 =

Tog 2004
% log2 = v/Iog 2004 - Tog 2 u log 2004V 9820012 — | /Tog, 72 -
Vvl1og 2

log 2004 — —Y-08=_
©8 /Tog 2004

-1log 2004 = /Tog 2 - log 2004.

Iokazahemo ommruje TBpheme ma 3a cBako k mocroje MHAEKCU | U
J TaKBU Ja je UCIyH-eHa JeOHAKOCT T; — T; = k.

[IpernocraBumo cympoTHO U momenumo ckym {1,2,3,...,2k — 1,2k}
y k maposa Gpojesa {(1,k + 1),(2,k + 2),...,(k,2k)}. Tama ce y
CBAKOM IIapy HaJa3W HAjBUIIE jelaH djaH Hu3a {T,}, Oa ce y CKyIy
{1,2,3,...,2k — 1,2k} manasu majBume k OpojeBa m3 mHm3a. OBo je
KOHTPAIUKINja CA YUHLEHUIIOM na je Tpyi < 2k.

Tume cmo mokazanu ma 3a csako k € N (ma n k = 2005) mocroje
VMHJEKCHU ¢ U j TaKBU Ja je UCIyH-eHa jeTHAKOCT T; — T; = k.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pazpen — A xkareropuja

Heka je F cpemumre ny:xu AE. Tana je BE = EF = FA. Kako
jeum BD = DC, npase ED u FC cy napaJsenne, na no TajgecoBoj
teopemu CF momoBu AD. Osmaummo ca M cpemumre AD. U3
ycioBa 3anarka je <BCF = <BDFE = <ADC, na mobujamo ma je
tpoyrao AMCD jemnakokpak, tj. MC = MD = MA. Ilakne, C je
Ha mONYyKpyry Han npedaukoM AD, 1j. <ACB = <ACD = 90°.

-0 A

[IpernocraBumo na cy k u | mpupogau 6pojeBu TakBu aa je ab+1 =

(ka+1)?mac+1= (la+1)?. Tanma jeb=k(ka+2) uc=I(la+2), na

jebe+1 = (kla)? +2kl(k+1)a+4kl+1 = (kla+k+ D% +1— (k—1)2.

Axo craBumo [ = k+1, Tana je bc+1 nmornyu kBangpar. IIpema Tome,
(b,c) = (k(ka+2), (k+1)((k+ 1)a +2))

3a00BOJbABA YCJOB 3aMaTKa 3a CBAKU NpUpPOIaH Opoj k.

W3 cunycue Tteopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsinf3, ¢ = 2RsinC, ma
je marTa Heje IHAKOCT €KBUBAJIEHTHA ca sin « cos a + sin Fcos F < sinvy,
Tj. sin 2« 4 sin 20 < 2siny. MebhyTum,

sin2a +sin2f = 2sin(a+ f) cos(a — B) = 2sin(m — ) cos(a — B)
= 2sin~ycos(a — ) < 2sin~y.

Jemnakoct Basku kama je cos(a — ) = 1, OOHOCHO 3a jeAHAKOKPAKU
TpOyrao, KOz Kora je a = (3.



n—1
4. Osmaumvo matu mspas ca I. Tana je I = 5(2(@ —xi1)? 4 22).
i=1
Kopuctumo mejennakoct Kommu-IllBapi-Bymakosckor u mobujamo:
n—1

(12—|—22—|—...—|—n2)-(Z(xi—.ri+1)2—|—xi)21~(x1—x2)+2~(x2—x3)—|—

1=1
3:(xs—zg)+...+(n—=1)(xp_1—zp)+n-xp, =21+22+... 42, = 1,
Te je MUHMMAJIHA BPeIHOCT m3pa3a I jemHaka
1 1 3

2 12422+ .. +n2 nam+l)2n+1)

Ocraje na mabhemo 3a Koje x; ce oHa MOoOUja. 3HAK jeITHAKOCTU y
vejemqnakoctu K-III-B Baskm kama cy oarosapajyhwm enementu mpo-
MIOPIIMOHAJHU, Tj. KaI je

Imin =

Ty — 22 T2 —T3 T3 — T4 _ Tp—-1 —Tp _ Tn
1 2 3 n—1 n
Onasne HAIA3UMO

Tp =N, Tp_1 —Tp=(Mn—1Da,...,25-1 —2 = (k—1Da,...,21 —x9 =1
Cabupamwem npsux (n+ 1 — k) jeqmaumna nobujamo i = [n+ (n —
n k—1
. , nn+1) k(k—1)
1 oo k' - — frn —
)+ ...+ kla [;z 22] a 5 5 a
Cama a mobujamMo U3 jeTHAKOCTU

n

nn+1) 1 9 1 ,

=1 =1

_ {n2(n+ 1) nm+1)(2n+1) n n(n+1)

5 12 1 ] «, onakie je:
6

o= nnt ) @n 1) Konauno mmamo
6 .
o '[n(n—kl)—(k—l)k]_ ]2:1;7
b nn+1)2n+1) | nn+1)2n+1)

Hamomena: yuyeHUNmMa KOju HUCY pa3MaTpaJjd Kada BaKU je THAKOCT
(Tj. Kaga ce MOCTMKE MUHUMYM) OIy3eTd 5 moeHa!

3a Tymoyriaum Tpoyrao oapebeH maTtuM TavykaMa TO je KPyTr Ha.
HajsehoM cTpaumoM kKao mpevyHMKOM (He MOKe MamU, a Taj KPyT
npekpusa 1eo tpoyrao). OBo je ciayuaj U 3a IpaBOyIrIU TPOYTaO.
Kom omrpoyrior Tpoyria TpaskeH! KPYT je KpyTr OIMMCAH OKO TOT
TPOyTJIA.
Axko cy Te Tpu Ttauke roiauHeapue, Hnp. A — B — C, onma je To
kpyr Han AC Kao TPEYHUKOM.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIIEILA 3AIJATARKA OIIINITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

YerspTu pa3pen — A kareropuja

Hexka je F momnoxje Hopmasae u3 A ua BC u uwera je P mpecek AH ca
onucaruM Kpyrom oko tpoyria AABC. IloBomHO je mokaszaTtu na je
yeTBOpOyrao tetuBaH, 30or <HFEM + <HFM = 180°. Ilokazahemo
na je AE - AM = AH - AF, onmakiye caenu ma cy tauke H,E, F, M
KOIMKJINJHE.

AE-AM = (AM —MD)-AM = (AM —~ME)-AM = AM?*—-MD-AM,
rae cmo kopuctwin na je ME = MD (u3 ycnosa 3anarka). lasmwe,
360r morennuje tavaka M u F y omnocy Ha kpyr onucad oko NABC
u [luraropuue Teopeme mpumemene Ha npaBoyriau Tpoyrao AAMF
nobujamo: AE - AM = AM? — MB-MC = AF? + FM? — MB? =
AF? +(FM — MB) - (FM + MB) = AF? — BF - FC = AF? — AF -
FP = AF - (AF — FP) = AF - AH, 360r mo3Hare UYdmEHUIE 14
je HF = FP, jep cy tpoyraosu ABCH u ABCP nomynapau ca
3aje IHNYKOM CTPAHUIIOM U JeTHAKUM yIJIOBUMA.

Pewewe 1: dyurmujy f MokeMO IpeacTaBUTUA Y OOJIUKY

fl@)=V(z =22+ (=22 + /(5 - 2)? +42.

Tanma Bumumo na pyHEIUja f mpeacTaBba 30Up pacTojama O Tada-
ka A(2,-2) u B(5,4) mo rauke X (z,0). OBo pacrojame je MUHUMAJ-
HO KaJa Tauka X mpunanga ny:xku AB (360r Heje IHAKOCTU TPOYTJIa) U
TO je UCHyHeHO 3a = = 3. MunrumyM dyHEImje je fumin = f(3) = 3v/5.
Pewewe 2: Kako je

(x —5)Va?2 — 4z + 8+ (v — 2)Va? — 10x + 41
Va2 —dx + 8- x2 — 10x + 41

f'(z) = 0 xax je (z —2)vVa2 — 10z +41 = (5 — 2)vV22 — 4z +8. OGe

CTpaHe MPEeTXOMHEe HejeTHAKOCTW CY MCTOT 3HaKa CaMO YKOJUWKO je

f'z) =




x € (2,5)! Tek cama cMemMO na KBaIpUPAMO HPETXOIHY j€THAKOCT.
Haxon cpebusama nobujamo 12- (22 —2x —3) = 0 1 mena pemema Cy
r1 =3 um x9 = —1 (aum oBO ornana jep x2 & (2,5)). Ucnurusamem
3HaKa KBaAparTHe jenHadmae nobujamo ma je f'(z) < 0 3a z € (2,3)
u f'(z) >03ax € (3,5), mro ca f'(z) <03az € (—00,2] u f'(z) >0
3a x € [, +00), korauro maje f'(r) < 03az € (—00,3) u f'(x) >0 3a
x € (3,+00). Crora 3a r = 3 UMaMO MUHUMYM ¥ fmin = f(3) = 3v/5.

Pememe 1: Cse omepamuje pamumo mo moxynay 1000. 32995 = 3.
32004 = 3. (10— 1)1002 = 3. (M%) 101002 (—1)0 + ...+ ({5 ) 103(—1)990+

(1000) 0P (=1)"% + (101 10" (= 1)170% + (15g5) 10°(=1)1%%) =

3 (8 10°( 1) - (1551011 (132 100 1)) —

3. (10021001 . 100 — 1002 - 10 + 1) = 3 - (100 — 20 + 1) = 243.
Pewemwe 2: Illpema OjmaepoBoj TeopeMu mMaMoO 1a je
3#(1000) — 3400 = 1 (mod 1000),

Te je 32005 — (3400)° .35 = 1535 — 243 (mod 1000).

Heka cy nyskuHe cTpaHuiia Tpoyria pemom a, b u ¢, a pacrtojama
IPOMU3BOJLHE TAYKE TPOYIJIa [0 MPABUX KOje camap:Ke Te CTPaHUIE
pemom x, y u Z.

N3 nmejennarkoctu Komu-IlIBapi-Bymakosckor je

az + by + cz < Va2 + b2 + 2\ /a2 442 + 22,

na je /o2 +y? +22 > 2 Tj. 2?2 +y? +22 > e
TVt yer Z a2 0%+ 2
rae je P mospmmua tpoyraa ABC.
Jemnakoct Bpemu akko a : b :c = x :y:z. KouHcTpyummMmo Taukry
M yuyrap tpoyraa ABC koja 3amoBoJbaBa 0Baj yciaoB. Heka je N
rauka yria <ACB ynamena a on BC u b on AC. Cpaka Taura K
nosnynpase C'N 3anoBosmasa ounrsnento x(K) : y(K) =a:b. Obpar-
HO, Tayka K OBOTr yrjia Koja OBO 3aI0BOJbAaBa MPUMNANA MOJIYIPABO]
CN. Y cymporuom mpasa kpo3 K mapasemna BC cexkaa 6u CN y
L, na u3 (L) = z(K) caemqu y(L) = y(K) u onatie KOHTpaAUKIHja
BC || AC. HNakne nonxyupasa C'N je ckyn tauvaka yruaa <ACB 3a
koju Baku x : Yy = a : b. Cnmuno, ckyn tauaka yria <CAB 3a koje
jey:z=>b:c je nmonmynpasa c Bpxom A. Te nse moaympase cery

ry ab

ce y tauku M yHyTap Tporia, 3a KOjy je T :z = =a:c.

Y2 bc
Taura M 3aTO0 3am0BOJbABA YCJOB, T€ je OHA TpaskeHA Tadka 3a KO-
Jjy je 30up kBamparta pacTojama IO IIpaBUX KOje caIp:Ke CTPaHUIE

tpoyraa AABC MuHUMATAH.



Moryhe je.

[IpBux HEKOIUKO 6pojeBa craBuMo y A (IpBU CKyIl), HAPEIHUX HEKO-
muko y B (mpyru), nma omer Herkoiuko y A wurn. Ilycrumo ma 6poj
Y3aACTOMHUX TPUPOAHUX OpoOjeBa y TUM CKYIOBUMA HEOTDAHUYEHO
pacre.

Jenan moryhu npumep je:

A={n|(2k)* <n < (2k+1)%k € No}

B={n|2k+1)? <n<(2k+2)% ke Ny},
omuocuHo A ={1,5,6,7,8,9,17,18,...}, B={2,3,4,10,11,...}.

Tana He Mmoyke OUTU HU jenHe apuTMeTUUke mporpecuje. IIpermoc-
TABUMO CYIIPOTHO 1a HOp. A cagp:ku OECKOHAUHY apUTMETUYKY MPO-
rpecujy {a;} ca pazaukom uiaHOBa d ¥ NPBUM WIAHOM a1. Aunm
raga nocroju j € N, raraB ma 3a Opoj a; = a1 + (j — 1)d Baxknu
(2d +1)? < a; < (2d + 2)? (meDy oBux 2d + 3 y3acTONHUX HPUPOI-
HUX OpojeBa mocToju OPOj KOjU Haje MCTU OCTATAK IPU AEJHEHY Ca
d Ka0 U @), ONHOCHO Ba:KU a; € B, mMTO je y CyIPOTHOCTH Ca IPEeT-
MOCTABKOM Ja Cy CBU YJAHOBU apUTMeTUUKe mporpecuje {a;} y A.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je O npoussomna tauka. Tanma je OK = 2(OM + ON) =
—_— - — e T
s (3(0B )) = 1(OB+0C + OFE + OF) u cimuno

—

—
+0C)+1(OE+O
+ —_—

H .
= OL ako u camMoO ako je

— —
A=0D—-0OF, omgaocuo AB = ED,

=

A

Kako je <ABC = <BCA = <BDA, 1o cy y tpoyraosuma NABE u
ANABD nBa yraa jemHaka oarosapajyhum yriosuma, ma u 3a Tpehn
map yrinoBa <BFA u <ABD Baxu na Ccy jeIHAKU.

Hoxkasxkumo na cy 6pojeBu x u y nemuBu ca 30, omakae he cieautu
tpaskeno TBpbeme. Kaxo 9 | 22 + zy + y? = (v — y)? + 3zy mmamo
3| (r —y)?, ommocuo 3 | x —y. 3ato 3 | zy, Te Kako u 3 | T — y,
nobujamo ma 3 | x u 3 | y. Ilomro 10 | 22 + 2y + y? | 2° — y3, To ce
6pojesu x® u y? 3aBpmasajy mcToM mudpom, mTo je Moryhe camo
ako ce u OpojeBu x m y 3aBpmasajy ucroM nudpom (oBo Tpeba
nposeputu!). Oryna je 0 =19 22+ 2y +y? =10 322, ma 10 |z u 10 | y.
OsuMm cmo mokaszanu na 30 |z u 30 |y, Te 900 | xy.



V2 +\/a
—— =a € Q. Onasne je \/a—a\/E:a\f—\/i,
V3+ Vb
ma ce KBaIpupameM mobuja a + a?b — 20/ab = 3a? — 2 — 2011/6, Tj.
Vab = 3++6, rae je 3 € Q. Hakon jour jeqHOr KBaIPUPAHa MMAMO
ab= %246+ 23v6, ma je 8 =0 u ab=6. Iocroje 4 moryhuocru.
V2+1 1

Z Q;

T VB+v6 VG
2°a=2,b=3: a=——=— ¢ Q;

O3HauynmMoO

1°a=1,0=6: «

3a=3b=2: a=——==1€Q;

4°a=6,b=1 a=——==
V3+V1

Ilakme, a =3 u b= 2.

Axo je Ama 3ammcaJia CcBe pas3auumTe OpojeBe, OHA je 3ammcaja 8

6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uaun ceu Bpaukosu 6pojesu 6u

Mopasu 6utu Mmehycobuo jemuaku (o3naummo ux ca b). Kako u 36up

cBux Aunaux 6pojeBa u 30up cBux bpankoBux OpojeBa mpencTaBiba

yKynaH Opoj skeToHa Ha Tabau TO cy oHu MehycoOHO jemHaxu, Tj.
9

(Z k) —b=8-b, onakine Hanazumo na mopa 6utu b = 4. Cana jom

k=0
ocTaje ma KOHCTPYUIIEMO ITPUMED:

B 44444444

0

1

O|0o| 2

o|o|o| 3
0|0|0o|0o|0 5
o|o|o|o|o|o 6
0|0|0|0[0|0|0 7
0|0|o|0o|0o|0o|0|0] 8
A



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru paspen — B kareropuja

N3 tpoyraa AAOC , momohy Iluraropune Teopeme, nobujamo na je
4
AC = gr, a u3 cauuroctu Tpoyraosa ANACM u ANCB numamo AC -

16 2
CB = MC-CN, Tj. %TQ = 3622, ma je x = =" Hexka je D cpenumre

13 5}
retuse MN. Kaxo je MD = —x, 0 je CD = MD—MC = Sz = g
Konauno, mamazumo sin <ACM = cos <OCD = g : % = g
b N

Csa Tpu KOpeHa cy meduHuCaAHA Kada je x}% (upBu; 3a x> %, opyru

r>6 u Tpehu z >2). Kako je Vo +6 —+vVx+2>0 (jep je z +6 >
r+2), na 6u OBa HejeqHAUMHA MMaJa Pellemha MOTPeOHO je u 1a JeBa
cTpana Oyme mo3uTuBHAa, Tj. v2x — 1 — 3 > 0, mTo HAM maje x > 5.
Cana, kKako UMaMoO na cy 0be cTpaHe Imoja3He jeqHAYNHE TTO3UTUBHE,
MOKeMO je kBanpupaTu, Te nobujamo /(z +2)(z +6) = 32z — 1.
Kako cy u y oBOj jemHaumam obe cTpaHe MO3UTUBHE OMET MOKEMO
KBaApUpaT Te mobujaMo KBaxpaTHy jemHaumay x? — 10x + 21 = 0.
Hena pemema cy r = 3 u x = 7, mTO ca CBUM IPETXOIHUM YCIOBUMA,
naje camMo jeTHO peleme T = 7.

Pewemwe I: Ilaty jemnauunny heMo pemraBaTu Kao KBaJIpaTHY jeIHAU-
3+2i++/(B+2)2—-4(5+14) 3+2i+/—15+8i K
pr— . O_
2

HHy: 21,2 = 9

per u = x+1y u3 —15+4 8¢ hemo m3BaguTy Tako mrto heMo pemaBaTu

jemmauuny (v +iy)? = —15+ 8. Hoen mmarunapan neo je 2xy = 8,
4

ONHOCHO y = —, IITO KaJ ybaluMo y HeH peatHu neo x2 —y? = —15
x

4 2
15z° — 16
naje T f = 0. BurBanparTHa jenHavnHa x*4+1522-16=0
T

2

ce pemaBa cMmeHoM t = 2. Pemema jemmaumne t2 4 15t — 16 = 0 cy



t = —16 (koje ormana jep je x € R, ma je t = 22 > 0) u t = 1, xoje
naje nsa pemema x1 = 1 (tan je y; =4, ma je u; = 1+4i) m 2o = —1
(tanm je yo = —4, ma je ug = —1 — 47). Omasme mobujaMo pemiema
nate jenHauwmHe 21 =2+ 31 m 29 =1 — 4.

Pewewe 2: VIcTto Ka0 M y NPETXOMHOM PEIICHY 3aIaTKa I0Ja3U-
342t ++/—154+8i
2
34+2i+/14+2-1-4i+(—16) 342+ /(1 + 4i)?

2 2 ’

MO IO 212 = TparchopMummrMO TOTKOPEHU

n3spas: z12 =
3+ 2i 4 (1 + 44)

Tj. 21,2 = 5 , OJlakje moOujaMo nBa peliema JaTe je-
Haumbe 21 =2+ 3t 1 29 =1 — 4.

Pewewe 3: WMcTo Ka0 m y OpeTXOMHA ABA peENIeHa MHOJA3UMO 10

34+2i++/—15+8i .
Z12 = 5 . WM3Bamumo kopen u u3 —15 + 8¢ craH-
[apAHUM MOCTYIKOM: JIaKO mobujamo na je | — 15+ 8i| = 17, kao u
tgp = —— (obparure makmy ma je apryment ¢ y 1l kBagpanty, na

15
he g 6utu y I kBanpanTy!), anu caga MmopaMo na ynorpebuMo moc-

. . ® 1—cosy

Ta TPUTOHOMETPHUjCKUX TPaHCHOpMalUja: tga = V1T Tcoso (on
CoS
-1

sHaka + ysumamo + jep je — y I KBampauTy), cosp = ————
2 V1+tgio

(om 3maka + ysumamo — jep je ¢ y II kBamgpanry). W3 oBe nse
V1t+tgZo+1

dbopMmyne mobujamo ma je tgf = tle et 4. Capna u3

2 V1+tgZp—1

unmenuna na je |u| = 17 u tgargu = 4 nobujamo ma je u = 1+ 4i.
Rana To ybamumo y popmyity 3a pelmema KBaApaTHE jeTHAUNHE TO-
3+ 2i+ (14 44)

bujamMo z12 = . Tpaskena pemema naTe jeqHaUYNHE

2
cy: 21 =243t z9 =1—1.
Pewewe 4: 3anarark ce MOKe ypamauTU U AUPEKTHOM 3aMEHOM z =

a + 1b. Kama 3aMeHuMO y TMOJIA3HY jeIHAUYWHY MMArWHADPHU €0
2a — 1

HaMm maje 2ab—2a —3b+1 =0, 1j. b = ;73, IITO KAl 3aMEHU-
a —

MO y peasEu meo a’ — b? — 3a + 2b+5 = 0 mobujamo jemHAUMHY

4a* — 24a® + 69a® — 99a + 50

= 0. FKanma ¢akropumemMo moarHOM

(2a — 3)2
4a*—24a+69a —99a+50 nobujamo (a—1)(a—2)(4a®—12a+25) u Kako
je MUCKpUMWHAHTHA KBaJapaTHOT TpuHoMma D = —256 < 0 umamo na

je 4a® —12a+ 25 > 0 3a cBako a, Te HOOWjaMO Ha CY jeIrHA PEIICHa
a1 =1 m ay = 2, mro HaM Haje pemema 21 =1 —1 u 20 = 2+ 3i.

Hera je S(x,y) = 22 + y? + 122 — 16y. Kako je

S(x,y) =2(x+3)2 +2(y — 4)? — (2% + y?) — 50 > —75,
TO je HajMama BPEIHOCT AATOr M3pa3a jeqHaKa —79 U OOCTILKE ce
dar=—-3uy=4.



5.

Axro je Ama sammucasia cBe paszauuure OpojeBe, OHA je 3ammucaJia 8
6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uaun cBu Gpaukosu 6pojesu 6u
Mopasu 6utu Mehycobuo jenuaku (o3naummo ux ca b). Kako u 36up
cBux Auuaux 6pojeBa u 30up cBux bpankoBux OpojeBa mpencTaBba

VKymaH Opoj :keroHa Ha Tabau To cy oHu MehycoOHO jemHarum, Tj.
9

(Z k) —b = 8-b, onakne Hanazumo na mopa 6utu b = 4. Cana jom
k=0
ocTaje ma KOHCTPYUIIEMO ITPUMED:

B 44444444

0

1

o|0o| 2

o|o|o| 3
o|o|o|ojo 5
0|0|0o|0|0|0 6
o|o|o|ojo|o|o 7
0|0|0|0|0]|0|0|0] 8
A



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCRKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pa3spen — b kareropuja

KBanmpupamo cBe Tpu penanmje, a 3atuMm ux cabepemo (Bomehm
pauyHa ma 3a CBaKW BeKTOp Bawu |F|? = - F). Ilobuja ce
3(1a@)* + [b)* + %) < 2(|a@|® + b + &%) —2(@- b+ b-E+ ¢ @),

na 6u Baskuio (d+ b+ ¢)? < 0, mro je memoryhe.

Bpennoctu oaroBapajyhux netepMuHaHTHU CY:

A=pa-1), Ay, =3(a—1), Ay =af(a—1)u A, =F(a—1).
1° 3a a # 1,0 # 0 cucrem nMa jeqUHCTBEHO pEIIEHe KOje je AaTo ca
r=0y=a,z=1.

Y HapemHa mBa ciaydvaja cy cBe meTepMuHaHTe jemHake 0 m oHOa He
3HAMO [Ha J1 CUTEM HMa BUIICCTPYKO peEIIeh€ MW HEMa DPEIICHhHa.
To mopamo ycraHoButu ['aycoBuM cucTEMOM eJTUMUHAIN]E.

r + Y = «
2° 3a 3 =0 mobuja ce cucrem = + ay + z = a’+1
r + Y = « ,
KOjU MMa BUIIECTPYKO pemewme x =t,y=a—t,z=at—t+1,t € R.
xr + vy + Pz = 1420
3° 3a a =1 mobuja ce cucrem = + Yy + z = 247
T + y + 28z = 1438 ,

KOjU MMa BUIIECTPYKO pemewe x =t,y=F+1—t,z=1,t € R.

Hanomena: Mu cmo y 2° u 3° y3enu na je x ca0001Ha TPOMEHIBUBA
U Donenuau joj BpemHocT mapamerpa: x = t, t € R. Moryhe je n
OOMEJINTA U OUIIO KOjO] APYTOoj MPOMEHJEMBOj BPEAHOCT IapaMeTpa
1 Tam ce moOuja MCTO pelleme, CaMO MAaJO ApYyradunje 3amucaHo.

W3 cunycue Tteopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsin 3, ¢ = 2RsinC, na
je marTa Heje IHAKOCT €KBUBAJIEHTHA Ca sin v cos a + sin Fcos F < sinvy,
Tj. sin 2« 4 sin 20 < 2siny. MebhyTum,

sin2a +sin2f = 2sin(a+ f)cos(a — B) = 2sin(m — ) cos(a — B)
= 2sinvycos(a — ) < 2sin~y.
JemHaKOCT BaKu Kala je cos(a — ﬁ) = 1, ogHOCHO 3a jemHAKOKpPaKN
TpOyrao, KOxI Kora je a = (3.
OBu 6pojeBu cy jemmaxu jep je log2V 10822004 —  /loe, 2004 - log 2 =
V1og 2004
VIOEZTR log2 = /Iog 2004 - Tog 2 u log 2004V 10820042 = | /Togy— 2 -

Vl]og 2
Vl1og 2
log 2004 = —Y25°_
log 2004

-1log 2004 = /log 2 - log 2004.



Heka je E'P Bucuua Ttpane3a u M momHo3je HOpMaJie u3 Tauke P Ha
BC'. Tlo Teopemu o Tpu mopmadtie Bazku KM | BC. V3 npaBoyriaux
rpoyrinoBa ACPM, AECM u AECP nobujamo
CM CM C(CFE MCE
cos <BCD = cos<MCP = = _ cosd

CP CE CP cos<PCE’
cos<BCE  1/3 2

- = =, jep je sin<DCE =
cos<<DCE 1/2 3’ jep Jje sin<

oqHOCHO cos<{BCD =

DE DF 3 : 1

CE — CE — o [aje cos <DCE = 3 Cana HaIa3UMO BUCUHY

6v/5
5

h
p0M6a,h:a-sin<IBC’D:CLT\/E_),Hajer:§—aT\/5

a
nu — =
r




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Ocranu npu gemewmy ca 7 6pojeBa 2™ cy 1, 2 unu 4, a ocranu npu
nememy ca 7 6pojesa n? cy 0, 1, 2 wnu 4. akne, 6poj 2" + n? He
MOKe OUTU nesbuB ca 7.

Oszuaummo ca H TpakeHy BUCUHY TpuU3Me, a Ca ¢ CTPAHUIY OCHOBE

npusme. AKO ce oCTaBU paBaH KPO3 AUjaroHAJNY IPU3Me HOPMAJHO

Ha paBaH OCHOBE, V IIPECEKY ce N0o0OHMja IPaBOyTraOHUK CTPAHUIA 4y 2
2

u H ynucan y moaykpyr nonaynpeunuka R. Tana je % =R? - H?,
R
ma je V = a?H = 2(R?H — H3®) u V' = 2(R* - 3H?). 3a H < 7

R
ouhe V' > 0, a 3a H > — 6uhe V' < 0, na je 3anpemuna mpusme

V3

MaKcUMaJHa Kana je H = —.

V3

Pewewe 1: dyurmujy f MokeMO IpeacTaBUTUA Y OOJIUKY

@) = V&= 22+ (“22 + /(- a)? 1 &

Tana sBuauMmo na GyHrnuja f mpeacrasiba 30Up pacTojama Ol Tada-
ka A(2,—2) u B(5,4) no tauke X (z,0). OBo pacrojame je MUHIMAI-
HO Kana Tadka X npunana ny:xu AB (360r HejeIHAKOCTU TPOyTJIa) U
TO je ucmymeHo 3a r = 3. MunumyM ¢yEEIAje je fmin = f(3) = 3v/5.




Pewewe 2: Kako je

(x —5)Va2 — 4z + 8+ (v — 2)vVa2 — 10x + 41
Va2 —dx + 8- x2 — 10x + 41

f'(x) = 0 gax je (v —2)vV22 — 10z + 41 = (5 — x)Va2 — 4z + 8. OGe
CTpaHe MPEeTXOAHEe HEejeIHAKOCTU Cy MCTOr 3HAKA CAMO YKOJMKO je
r € (2,5)! Tek cama cMeMO ma KBaapupaMmoO NMPETXOIHY j€THAKOCT.
Haxon cpebusama nobujamo 12- (22 —2x —3) = 0 1 mena pemema Cy
r1 =3 u x9 = —1 (amm oBO oTmama jep s & (2,5)). Vcnurusamem
3HaKa KBaApaTHe jenHaumse nobujamo ma je f'(z) < 0 3a z € (2,3)
u f'(z) >03ax € (3,5), mro ca f'(r) <03az € (—00,2] u f'(x) >0
3a x € [5,+00), koHauno naje f'(z) < 03a x € (—o00,3) u f'(x) >0 3a
z € (3,4+00). Crora 3a = 3 UMaMO MUHUMYM U fuin = f(3) = 3V/5.

f'z) =

: 1 1 11 9n+5
Rako je any1—an = st tonm o1 = GerGn)Gnrn > O

HU3 je pacTyhu.

x4+ (y—1)i 1 :
_ | = — 6 2 —12:
Tt (y—2) 5 mobujamo /x? + (y )

1
5\/:132 + (y — 2)2, Te HakoH KBagpupama 3x2 + 3y? — 4y = 0, omHOCHO
2+ (y — %)2 = (%)2 On cBUX KOMIUIEKCHUX OpOjeBa Ha OBOM KPYTY

Heka je z = z+1y. U3

HajBehu Momyo mMma O6poj zg = §Z



