KBAJINPNKAIIMOHO TAKMUWYEILE 3A MN350P ERUIIE
CPGMJE N1 IIPHE I'OPE

Bynsa, 17.04.2005.

Mat je auz z1 = 1,20 =4 w1 v,y 0 = 4T +1 — 2, 3a n > 1. Hahwm cBe mpupoue
OpojeBe m TakBe ma je Opoj 3xi+m IIOTIIYH KBAAPAT 3a CBAKU IPUPOIAH OPOj
n.

Komnko nva 100-1mudpennx npuponuux 6pojeBa y drjeM ce HeKaTHOM 3alNCy
II0jaBJ/by]y CaMO HelapHe HUdpe, TaKBUX Oa Je pa3juKa CBakKe [ABe CyCemHe
nmudpe jenHaxa 27

(a) Iorazaru ma moctoju nmpupomas 6poj koju je memus ca 2005 u uumju je
30up nudapa jenHax 2.

(6) Heka je x, npupoman Opoj KOju ce mobuja y3aCTONHUM 3alCUBAHEM
npuponaux 6pojesa on 1 no n (Ha npumep, Baku x1 = 1, xo = 12, x3 = 123,.. .,
x13 = 12345678910111213,...). [Hokazatu ma y HU3Y T71,T3,... IOCTOjU OECKO-
HAYHO MHOI'O 4JIaHOBa KOju cy nesbuBu ca 2005.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenu 25 moeHa.



KBAJINPNKAIIMOHO TAKMUWYEILE 3A MN350P ERUIIE
CPBUJE N IIPHE I'OPE 3A MMO

Beorpan, 31.05.2005. — npBu mau

Hexka je a omrap yrao, TakaB ga BasKU COS x = % Iokazatu na o HEje 0OIMKa
r -, TOe je T pamroHaJiaH 0poj.

Har je xouBekcan yrao Oy u tauka M yuyrtap mera. Jlokazatu ma mocToju
jeIMHCTBeHa Tauka P y paBHUM yrja TakBa na, 3a CBakKy mpaBy kpo3 M koja
ceue Kpake yria (Wiy OpOIysKeTKe KPAKoBa) y HEeKMM Taukama X u Y, yrao
<X PY Huje Tym.

Hahwu cBe monmaOMe ca peasHVM KOoe(UIUMjeHTVMAa, TAaKBE Ia 38 CBAKO PEAJIHO

x Basku P(z? +1) = P(z)? + 1.

Bpewme 3a panm 270 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenu 25 ImoeHa.

KBAJIN®PVNKAIIMOHO TAKMMNYEILE 3A M3B0P ERUIIE
CPBUMJE M IIPHE I'OPE 3A MMO

Beorpan, 01.06.2005. — npyru max

Axo je T rmexumre Tpoyraa ABC, nokaszatu ma BasKu
1

+ Z
sin<<TAC  sin<TBC

4.

Heka cy a,b, c mosutuBam peasnu O6pojeBu 3a kKoje je abc = 1. Ilokazatu ma
BayKU a

1.
a2—|—2+b2+2

+ 3 n <
3a n mospa Tabauie n X n KaKEeMO na Cy pa3bayana ako HUKOja OBa HUCY U3
UCTE BPCTE WJIM UCTE KOJOHE. Y CBAKO MOJhe Te TabJmile yIUCaH je TPpUPOIaH
Opoj Tako ma je 30up O6pojeBa y 6mi0 KOjUX N pazdalaHUX MOJba UCTU U A8 HU
jemHa BpCTa WJIU KOJOHA He canp:Ku OBa jemHaka Opoja. Ilokazamno ce ma ce
OpojeBu oy TJIaBHE AMjaroHaJie Haja3e y pacTyheMm mopeTrky u Oa je mUXOB
IPOU3BOM HajMalkU OJ CBUX MPOU3BOMA O MO N paszbamanux OpojeBa.

Hoxrazatu na ce pasbamanu OpojeBu Umju je IPOU3BOI HajBehwm HaJsaze gy
CriopeHe nujaroHaJe.

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenu 25 moeHa.



PEIIIEIHA

KapakTepucTwany IMOIMHOM JATOT PeKypPeHTHOr Hu3a je x2 — 4x + 1, duje cy
Hyse r1 5 =2+ V3. Ilpema tome, Hu3 (1,) je obmuka x, = A(24++/3)" + B(2 —
V/3)" 3a meke xoncrante A u B; mako ce Hasmasu ma je A= —B = ﬁ, Tj.

:%ﬁgﬂﬁw—(z—ﬁ)n).

Cana je 322 = 1 ((2+v3)* —2+ (2 —V/3)?"), na je

322 41 =92 3a yn=%<(2+\/§)”+(2—\/§)”>.

Tn

[IpumeTrumo na je 6poj y, 1meo. lakae, m = 1 3amoBo/baBa ycCJIOB 3adaTKa.

[IpernocraBumo nma moctoju m # 1 koje Takobhe 3am0BObABA YCIOB 3aIaTKA.
Tana je 322 +m = y2 +(m—1) = 22 (2, > 0) moTIIyH KBaApAT 3a CBE N, JAKJIe
m—1= (2, —Yn)(2n +Yn) UMa GECKOHAYHO MHOTO JeJuiIala, mTo je HeMoryhe.
Crnemu ma je m = 1 jenuHo pemreme.

Osuaunmo ca x(n) pexom 6poj n-rouudperux OpojeBa uwuja je npsa mudpa k
U CBakKe IBe cycenHe mudpe ce pas3iaukyjy 3a 2. Caru TakaB 6poj ce mobuja
monasameM nudpe k ciaesa (n — 1)-undpenom Gpojy ca npsom mudppom k — 2
i k+2 (ako cy To 3aucra nudpe), na umamo ri(n) = rp_o(n—1)+xgi2(n—1),
npu yemy pe¢unnmemo r_q(n) =x11(n) =0 u z1(1) = 23(1) = 25(1) = x7(1) =
x9(1) = 1. Munyruujom ce mako mokasyje x1(n) = xg9(n) u z3(n) = x7(n) 3a cse
n. O3maunmo a, = x1(n), b, = r3(n) n ¢, = x5(n). [lo operxomHOM MMaMO

a1 = bl =C = 1 u Ap41 = bn, bn+1 = an, + Cn, Cn+1 = 2bn

Onasre je apy1 = by = ap—1+2b,_2 = 3a,_1 1 cau4HO by = 3by—1 U Cpy1 =
3Cn_1. Caﬂa nu3 as = 1lu bg = Cg = 2 ciaemm a0 — 349 u blOO = C100 — 2- 349.

Tpaxerux 6GpojeBa nMa yKymHO 2a109 + 2b1go + c100 = 8 - 347.

(a) Hosomuo je nokaszatu ma 401 | 10" +1 3a meko n, jep Tama 2005 | 1071 +10.
Vimamo 105 = —250 (mod 401), 1010 = —56, 1020 = —72, 1025 = —45, 10 = 20
u 101°° = —1 (mod 401), na je moBosmuo yzetu n = 100.

(6) 3a mpoussosmuo neso m > 0 mocmarpajmo N = 10200199 1o nperxommom

je 10N = —1 (mod 401). 3a N < n < 10N —2 Basku Tpi2 =Ty (n+1) (n+2) =
100N2%2, +10N(n+1)+(n+2) =z, — (n+1)+(n+2) = r,+1 (mod 401), maxme
TNtor = ny+k (mod 401) 3a 0 < k < N. Iocroju k (0 < k < 2005) TakBo na je

= —x, (mod 401) u k =0 (mod 5), n Taxa MO TPETXOAHOM BAKU TNyor = 0
(mod 2005). Osako cmo 3a cBako m mobusu n ca 102007799 Ly < 1(0200m+100
rakBo na 2005 | x,.

JloBOBHO je moKa3zaTy MHAYKIMjOM IO N Aa je tgna MOoyke IPUKA3ATU Yy ODJIUKY



Z—: , TJE CY Pp,Gn € Z TaxBu ga Baku p, =3 u ¢, =4 (mod 5) - onasne cnenn
na je tgna # 0, Ttj. na # mm, roe je m € Z.

3an=1]jetga= %, na tBpbeme Baxku. Heka je tBpbheme TauyHo 3a HEKU
npupoaaH Opoj n, Tj. MOCTOje Pp, (¢, Ca TOpe MOMEHYTUM CBOjcTBUMa. Tamna
je tg(n + 1)a = qEpatiea — JPatidn - Ako je pup1 = 2(4pn + 3¢n), qni1 =
2(4Qn - 3pn)a CHNENN Dpi1,qn+1 € L U Pry1 = 2(4pn + ?’Qn) = 2(4 -3+ 3- 4) =3
(mod 5) u ¢n+1 = 2(4qn — 3pn) = 2(4-4—3-3) = 4 (mod 5), unme je moras

WHIYKIVjOM 3aBPIIEH.

Heka cy A u B rauke Ha kpanuMa  u y penom takse na je MA || yu MB || x.
Heka je X € z u Y € y. Arko Taura g
X Texkm Ttaukum A ca cTpaHe Tauke
O, taurka Y mme y OECKOHAYHOCT YK
MOJIYIIpaBe KOMILJIEMEHTHE Kpaky Y,
na yrao <XPY rexn yraoy <MAP.
Axo ce X mpubawkaBa A ¢ mpyre
cTpaHe, Tavyka Y unue y OECKOHAYHOCT Oy:K Kpaka y, ma yrao <XPY texn
yray 180° —<M AP. Ilpema Tome, Hujenan on yriaosa <MAP u 180°—<<M AP
He cMme Outu Tym, omakie ciaemu <MAP = 90°. Awnanoruo je <M BP = 90°.
Ilakne, rauka P mopa 6utu oprouenrap tpoyraa OAB.

C mpyre crpasne, ako je P opronenrap tpoyria OAB, o TamnecoBoj Teopemu
je ﬁ—ﬁ = %, tj. AX - BY = AO - BO, na umamo
— —
PX.PY — @A+R)-(ﬁ_+>ﬁ) L
PA-PB+AX -BY + AX - PB + PA-BY
—
PA.PB + AC - BO

-

— (PA+40)-(PB+ BO) = PO? > 0,

Tj. 3amcra je <XPY < 90°.

U3 P(x)? = P(—x)?> = P(2®> +1) — 1 ciemu na je monunom P(—z) unenTuyku
jemnak P(z) wmm —P(x).

Axko je P(x) = —P(—z) 3a cBe x, 3amenom z = 0 nobujamo P(0) = 0. Hedun-
umuMo Hu3 29 = 0 u 7,11 = 22 +1. Vanysmajom nako crema P(z,) = x, 3a cBe
n, na kako je Hu3 (zr,) pacryhwu, caemnu na je P(z) = z 3a 6GeCKOHAYHO MHOIO
6pojeBa z, makiae P(r) = r, mTO OYUIIEHO 3aI0BOJHABA JATY j€THAKOCT.
[Ipernocrasumo cana na je P(x) = P(—x). Heka je P(x) = ag + a1z + asx? +
<+ apz™. Tana je nmomunom P(z) — P(—xz) = 2(ayx + azz® + - -+ ) unenTuukm
HyJa, na je a; = a3 = --- =0, 7j. P(z) je momamom no z2. Cremu ma mocroju

P(z) = Q(z* +1).

Tana je Q((x2+1)?2+1) = Q(2®> +1)? — 1, mTo ce cmenom z2 + 1 = y cBoam Ha
Q(y?>+1) =Q(y)*+1, 7j. Q 3a10BOBABA UCTY HOTMHOMCKY jeTHAUUHY Kao P,
aJn je Mamer CTEIEeHA.

mosmHOM () TakaB ma je

HacraBmajyhm oBaj mocrynmak 3akmbydyjeMo na Cy CBa pellema IMOJIWHOMU &,
T(a), T(T(x)), T(T(T(x))),..., rre je T(x) = a? + 1.



Heka je P mospmuna tpoyraa ABC, a,b,c pemoMm cTpaHuUIile Tpoyria HacIpaMm
A, B,C, a ty, ty,t. ogroBapajyhe TeRUIIHE IyHKHA.

Arxo je Ay cpemumre ny:xu BC, umamo P = 2Py, oc = bt, sin <I'AC. Anasmor-
HO je P = atysin <T'BC, na ce TpaskeHa HejenHaKOCT cBoau Ha atp + bt, > 4P.
MebyTuMm, kako Mam0j CTPAHUIIM OATrOBapa Beha TeXUIIHA Ty, 3aUCTa BayKU
atpy + bt, > aty, + bty > 2P + 2P = 4P.

Kaxo je a?+2 > 2a+ 1 ura, 1OBOMLHO je MOKa3aTH fda Bakwd L = 52— + —lejrl +

2a+1
c .
ForT S 1. To je ¢ npyre cTpane eKBUBAJIEHTHO Ca

1 1 1

3—2L = >1
2a+1+2b+1+2c+1 -

(1)

Cmeroma = 2, b= Y, c= 2 ceomumo (1) Ha szﬂry—l—%iz—i—%ﬁ_x > 1. Mebyrum,

oBa HejemHakocT onmMax cienu u3 Romu-IlIBaprnoBe HejemnakocTuU:

y z x (y+2+x)?
+ + > =
2e+y  2y+z 2z+4+z  yRr+y)+z2Q_2y+z2)+x(22+x)

JemHakoCT Bajku ako U caMo ako je a =b=c=1.

Hexra je x;; 6poj y i-Toj BpcTu 1 j-TOj KonoHU. Ilo ycnoBy 3amaTka, ako je
t#kwnj#L BaEa Ty + Ty = Ty + Ty, T). Tij — Thj = Tig — Tp- 3ak=1=1
nobujamMo T = Tj1 + T1; — T11. AKO caza O3HAUMMO a; = X;1 1 bj = x1; — 211,
nMaMO Tj; = Q; + bj.

Iamwe, 13 yciaoBa MUHMMAJHOCTUA IPOU3BOLA IO INIABHO] OUjATOHAJIU CJIEAN
xii%i; < TijTii, Tj. (a; +b;)(a; +b;) < (a; + bj)(a; + b;), mWTO je eKBUBAIEHTHO
ca (aj—a;)(bj—b;) > 0, narue a; > a; < b; > b;. Ilputom 3Hamo na je x;; < T;j
3a ¢ < J, Ia 3aKBYyUyjeMo ma je a1 < ag < -+ < ap m by < by <--- < b,.

Heka cy canma Tis(1),---;Tne(n) Pa3banana mosma ca HajselimM IpoOM3BOJOM,
rae je o mepmyramuja ckyna {1,2,...,n}. Tama je T,,)\Tjo(j) = Tio(j)Tjo(i) 38
i <j, Tj. (ai+bs())(aj+by;)) = (ai+bsj))(aj+by(;y), MTO je eKBUBAJEHTHO Ca
(a; —ai)(bo(j) — bo@iy) < 0. Kaxro je a; > a;, umamo b,y < by, Tj. o(j) < o(i).
[Tpema Tome, HU3 0(1),...,0(n) je onamajyhu, na mopa 6urn o(i) =n+ 1 — i,
omakje ciaenu TBpheme.
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