
22. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Jaxi, Rumunija – 6. maj 2005.

Krug upisan u trougao ABC dodiruje AB u D i AC u E . Neka simetrale uglova1.

kod temena C i B redom seku pravu DE u taqkama X i Y , i neka je Z sredixte
stranice BC . Dokazati da je trougao X Y Z jednakostraniqan ako i samo ako je
∢A = 60◦. (Bugarska)

Na�i sve proste brojeve p za koje je p2 −p +1 potpun kub. (Albanija)2.

Ako su a,b,c pozitivni realni brojevi, dokazati nejednakost3.
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Kada vaжi jednakost? (Srbija i Crna Gora)

Neka je n Ê 2 prirodan broj. Neka je S podskup skupa {1,2, . . . ,n} koji ne sadrжi4.

dva uzajamno prosta elementa, niti dva elementa od kojih jedan deli drugi.
Koliko najvixe elemenata moжe imati skup S? (Rumunija)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Neka je I centar upisanog kruga. Kako je ∢B I X = 1
2

(∢B +∢C )= 90◦− 1
2
∢A =∢AD X ,1.

taqke B , I , X ,D su na istom krugu. Sle-
di da je ∢B X I =∢BDI = 90◦, pa je trou-
gao BC X pravougli i odatle Z X = Z B

i ∢Z XC = ∢ZC X = ∢XC A, tj. Z X ∥ AC .
Analogno je Z Y = Z B i Z Y ∥ AB. Sledi
da je Z X = Z Y i ∢X Z Y = ∢A, odakle
sledi tvr�eǌe.
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Jednakost p2 −p +1 = b3 moжemo da zapixemo kao p(p −1) = (b −1)(b2 +b +1). Kako2.

je b < p, sledi da p | b2 +b +1, tj. b2 +b +1 = kp i p −1 = k(b −1) za neki ceo broj
k > 1; xta vixe, k Ê 3 jer je b2 +b +1 neparno. Sada je p = kb −k +1 i

b2 +b +1−kp = b2 − (k2 −1)b + (k2 −k +1) = 0, (1)

xto je kvadratna jednaqina po b. ǋena diskriminanta D = (k2−1)2−4(k2−k+1)=
k4 −6k2 +4k −3 mora biti potpun kvadrat, pa kako je (k2 −3)2 É D < (k2 −2)2, mora
biti D = (k2 −3)2, xto nam daje k = 3. Sada iz (1) dobijamo b = 7 i p = 19, xto je
jedino rexeǌe.
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a
, traжena nejednakost3.
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Ova nejednakost odmah sledi iz Koxi-Xvarcove: (a+b+c)

(

|a−b|2
b + |b−c|2

c + |c−a|2
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)

Ê
(|a−b|+ |b −c|+ |c −a|)2 Ê (2|a−b|)2 jer je |b −c|+ |c −a| Ê |a−b|.
Jednakost vaжi ako i samo ako je |a −b| = |b − c|+ |c − a| i |a −b| = kb, |b − c| = kc,
|c − a| = ka za neko k. Ako je k 6= 0, iz ovih relacija sledi b = c + a, pa imamo

a = kc = k2b i | 1
k −1|a = |c −a| = ka i lako dobijamo k =φ=

p
5−1

2
. Ako je k = 0, onda

je a = b = c. Dakle, jednakost se dostiжe ako je a = b = c ili a : b : c =φ2 : 1 : φ.

Za svako x ∈ S postoji jedinstveno kx ∈ N0 takvo da je n
2
< 2kx x É n. Oznaqimo4.

f (x) = 2kx x. Preslikavaǌe f je injektivno: zaista, ako za x, y ∈ S vaжi f (x) =
f (y), onda x | y ili y | x, pa je po uslovu zadatka x = y. Prema tome, skup
f (S) = { f (x) | x ∈ S} je iste kardinalnosti kao skup S. Pritom f (S) ne sadrжi dva

uzastopna broja (jer su oni uzajamno prosti), pa je | f (S)| É
[
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]
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4

].

S druge strane, skup S = {2i | n
4
< i É n

2
} ima taqno [

n+2
4

] elemenata i zadovoǉava

uslove zadatka. Prema tome, odgovor je [ n+2
4

].
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