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Zadaqa }1. V pr�mougol~no� tablice 9 × 9 otmeqeny 40 kletok. Gori-
zontal~ny� ili vertikal~ny� r�d iz 9 kletok nazyvaets� horoxim, esli
v nem otmeqennyh kletok bol~xe, qem ne otmeqennyh. Kakoe naibol~xee
summarnoe koliqestvo horoxih (gorizontal~nyh i vertikal~nyh) r�dov
mo�et imet~ danna� tablica?

Zadaqa }2. Dany celye qisla m, n takie, qto 0 ≤ m ≤ 2n. Doka�ite,
qto qislo 22n+2 + 2m+2 + 1 �vl�ets� polnym kvadratom togda i tol~ko
togda, kogda m = n.

Zadaqa }3. Na ploskosti dano mno�estvo A iz 2n toqek, nikakie tri
iz kotoryh ne le�at na odno� pr�mo�. Doka�ite, qto dl� l�byh dvuh
razliqnyh toqek a, b ∈ A suwestvuet pr�ma�, razbiva�wa� A na dva pod-
mno�estva po n �lementov i taka�, qto a i b le�at po raznye storony ot
�to� pr�mo�.

Zadaqa }4. Dl� l�byh polo�itel~nyh de�stvitel~nyh qisel a, b, c
doka�ite neravenstvo

c

a+ 2b
+

a

b+ 2c
+

b

c+ 2a
≥ 1.

Zadaqa }5. Vpisanna� okru�nost~ treugol~nika ABC kasaets� storony
AB v toqke D, a toqka M - seredina �to� storony. Doka�ite, qto toqka
M , centr vpisanno� okru�nosti i seredina otrezka CD le�at na odno�
pr�mo�.

Zadaqa }6. Na�dite vse prostye qisla p, q, ne prevoxod�wie 2005 i
takie, qto p2 + 4 delits� na q, a q2 + 4 delits� na p.
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Zadaqa }1. Doka�ite, qto uravnenie x5 + 31 = y2 ne imeet rexeni� v
celyh qislah.

Zadaqa }2. Dano de�stvitel~noe qislo r takoe, qto dl� nekotoro�
posledovatel~nosti {an} polo�itel~nyh de�stvitel~nyh qisel neraven-
stvo

a1 + a2 + · · ·+ am+1 ≤ ram

vypoln�ets� dl� vseh natural~nyh qisel m. Doka�ite, qto r ≥ 4.

Zadaqa }3. Pust~ SABC - pravil~na� treugol~na� piramida, t.e. SA =
SB = SC i AB = BC = AC. Na�dite geometriqeskoe mesto toqek D
(D ̸= S) prostranstva, udovletvor��wih uravneni�

| cos δA − 2 cos δB − 2 cos δC | = 3,

gde ugol δX = ∠XSD dl� ka�dogo X ∈ {A,B,C}.

Zadaqa }4. Toqka X vnutri vypuklogo qetyrehugol~nika nazyvaets�
nabl�daemo� iz storony Y Z �togo qetyrehugol~nika, esli osnovanie per-
pendikul�ra iz X na pr�mu� Y Z prinadle�it zamknutomu otrezku [Y Z].
Toqka vnutri vypuklogo qetyrehugol~nika nazyvaets� k-toqko�, esli
ona nabl�daema v toqnosti iz k storon qetyrehugol~nika (naprimer,
ka�da� toqka vnutri kvadrata �vl�ets� 4-toqko�). Doka�ite, qto esli
vnutri vypuklogo qetyrehugol~nika suwestvuet 1-toqka, to tam suwest-
vuet i k-toqka dl� ka�dogo k ∈ {2, 3, 4}.

Zadaqa }5. Dl� l�byh polo�itel~nyh de�stvitel~nyh qisel a, b, c, d
doka�ite neravenstvo

c

a+ 2b
+

d

b+ 2c
+

a

c+ 2d
+

b

d+ 2a
≥ 4

3
.

Zadaqa }6. Na�dite vse prostye qisla p, q, ne prevoxod�wie 2005 i
takie, qto p2 + 8 delits� na q, a q2 + 8 delits� na p.
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Zadaqa }1. Na�dite vse natural~nye qisla n takie, qto n = φ(n) + 402,
gde φ(n) - funkci� ��lera (izvestno, qto esli p1, . . . , pk - vse razliqnye

prostye deliteli natural~nogo qisla n, to φ(n) = n
(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

pk

)
;

krome togo, φ(1) = 1).

Zadaqa }2. Na storonah AB i AC treugol~nika ABC vz�ty toqki K
i L sootvetstvenno, tak, qto BK = CL. Pust~ P - toqka pereseqeni�
otrezkov BL i CK, a M - toqka vnutri otrezka AC taka�, qto pr�ma�
MP parallel~na bissektrise ugla ∠BAC. Doka�ite, qto CM = AB.

Zadaqa }3. Pr�mougol~nu� tablicu m×n (4 ≤ m ≤ n) nazovem horoxe�,
esli v ka�du� ee kletku mo�no vpisat~ qislo 0 ili 1 tak, qtoby odnovre-
menno vypoln�lis~ uslovi�:

1) ne vse vpisannye qisla ravny 0 i ne vse ravny 1;
2) qislo edinic vo vseh kvadratah 3× 3 odno i to �e;
3) qislo edinic vo vseh kvadratah 4× 4 odno i to �e.

Na�dite vse pary natural~nyh qisel (m,n) (4 ≤ m ≤ n), dl� kotoryh
suwestvuet horoxa� tablica m× n.

Zadaqa }4. Imeets� kuqa iz 100 kamne�. Razbienie �to� kuqi na k
novyh kuq nazovem osobym, esli, vo-pervyh, koliqestva kamne� v raznyh
kuqah raznye, i, vo-vtoryh, pri l�bom dal~ne�xem razbienii l�bo�
iz �tih kuq na dve novye sredi novyh k + 1 kuq poluqennogo razbieni�
na�duts� dve kuqi s odinakovym qislom kamne� (l�ba� kuqa sostoit, po
kra�ne� mere, iz odnogo kamn�).

a) Na�dite naibol~xee qislo k, pri kotorom dl� danno� kuqi iz 100
kamne� suwestvuet osoboe razbienie na k kuq.

b) Na�dite naimen~xee qislo k, pri kotorom suwestvuet osoboe raz-
bienie danno� kuqi na k kuq.

Zadaqa }5. Doka�ite, qto esli summa de�stvitel~nyh qisel a, b, c, d
ravna nul�, to dl� nih vypoln�ets� neravenstvo

(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd)2 + 12 ≥ 6(abc+ abd+ acd+ bcd).

Zadaqa }6. Pro vypukly� xestiugol~nik ABCDEF izvestno, qto AD =
BC + EF , BE = AF + CD, CF = DE +AB. Doka�ite, qto

AB

DE
=

CD

AF
=

EF

BC
.
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Zadaqa }1. Imeets� 111 monet. Trebuets� razlo�it~ �ti monety po
kletkam kvadratno� doski n × n tak, qtoby koliqestva monet v l�byh
dvuh sosednih po storone kletkah otliqalis~ rovno na 1 (v kletkah mo�et
byt~ po neskol~ku monet ili ne byt~ ih voobwe). Pri kakom maksi-
mal~nom n �to vozmo�no?

Zadaqa }2. Vnutri vypuklogo qetyrehugol~nika ABCD otmeqena toqka
M tak, qto ∠MBC = ∠MDC, ∠MBA = ∠MCD. Doka�ite, qto ugol
∠ADC raven odnomu iz uglov ∠BMC ili ∠AMB, esli izvestno, qto
∠BAC = ∠DAC.

Zadaqa }3. Doka�ite, qto suwestvuet beskoneqno mnogo natural~nyh
qisel n, dl� kotoryh qislo 2n + 3n delits� na n2.

Zadaqa }4. Suwestvuet li funkci� f : R → R, gde R - mno�estvo
de�stvitel~nyh qisel, taka�, qto dl� l�byh de�stvitel~nyh qisel x,
y vypoln�ets� ravenstvo:

f(x+ f(y)) = f(x) + sin y?

Zadaqa }5. Mno�estvo vseh polo�itel~nyh de�stvitel~nyh qisel
razbito na 3 nepustyh poparno nepereseka�wihs� mno�estva.

a) Doka�ite, qto mo�no vybrat~ 3 qisla, po odnomu iz ka�dogo mno-
�estva, kotorye slu�at dlinami storon nekotorogo treugol~nika.

b) Vsegda li mo�no vybrat~ qisla (po odnomu iz ka�dogo mno�e-
stva) tak, qtoby oni �vl�lis~ dlinami storon pr�mougol~nogo
treugol~nika?

Zadaqa }6. Pro vypukly� xestiugol~nik ABCDEF izvestno, qto dia-
gonali AD, BE i CF pereseka�ts� v odno� toqke M . Krome togo,
treugol~niki ABM , BCM , CDM , DEM , EFM i FAM - ostrougol~nye,
a centry opisannyh okru�noste� �tih treugol~nikov le�at na odno�
okru�nosti. Doka�ite, qto qetyrehugol~niki ABDE, BCEF i CDFA
ime�t ravnye plowadi.
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Zadaqa }1. Toqki K, L, M , N - sootvetstvenno serediny storon AB,
BC, CD, DA vypuklogo qetyrehugol~nika ABCD. Pr�ma� KM pere-
sekaet diagonali AC i BD v toqkah P i Q sootvetstvenno. Pr�ma� LN
peresekaet diagonali AC i BD v toqkah R i S sootvetstvenno.
Doka�ite, qto esli AP · PC = BQ ·QD, to AR ·RC = BS · SD.

Zadaqa }2. Nazovem mnogoqlen P (x) s celymi ko�fficientami horoxim,
esli ego mo�no predstavit~ v vide summy kubov neskol~kih mnogoqlenov
(ot peremenno� x) s celymi ko�fficientami. Naprimer, mnogoqleny
x3 − 1 i 9x3 − 3x2 + 3x+ 7 = (x− 1)3 + (2x)3 + 23 �vl��ts� horoximi.

a) �vl�ets� li mnogoqlen P (x) = 3x+ 3x7 horoxim?
b) �vl�ets� li mnogoqlen P (x) = 3x+ 3x7 + 3x2008 horoxim?

Obosnu�te vaxi otvety.

Zadaqa }3. Polo�im A = {(a1, . . . , a8)|ai ∈ N, 1 ≤ ai ≤ i + 1} dl� vseh i =
1, . . . , 8}. Nazovem podmno�estvo X ⊂ A razre�ennym, esli dl� l�byh
dvuh razliqnyh �lementov (a1, . . . , a8), (b1, . . . , b8) ∈ X suwestvu�t hot�
by tri indeksa i takih, qto ai ̸= bi.
Na�dite naibol~xee vozmo�noe koliqestvo �lementov v razre�ennom
podmno�estve mno�estva A.

Zadaqa }4. Dl� vs�kogo natural~nogo n oboznaqim qerez S(n) summu
cifr v des�tiqno� zapisi qisla n.
Na�dite vse natural~nye n takie, qto n = 2S(n)3 + 8.

Zadaqa }5. Nepereseka�wies� okru�nosti ω1 i ω2 s centrami O1 i O2

kasa�ts� pr�mo� ℓ v toqkah A1 i A2 sootvetstvenno (okru�nosti le�at
po odnu storonu ot ℓ). Toqka K - seredina otrezka A1A2. Na okru�nost�h
ω1 i ω2 vybrany toqki B1 i B2 sootvetstvenno tak, qto pr�mye KB1 i
KB2 kasa�ts� ω1 i ω2 sootvetstvenno (toqka B1 otliqna ot A1, a toqka B2

otliqna ot A2). Pr�mye A1B1 i A2B2 pereseka�ts� v toqke L, a pr�mye
KL i O1O2 - v toqke P .
Doka�ite, qto toqki B1, B2, P i L le�at na odno� okru�nosti.

Zadaqa }6. Doka�ite, qto dl� l�byh polo�itel~nyh de�stvitel~nyh
qisel a, b, c takih, qto abc = 1, vypolneno neravenstvo

1

(a+ b)b
+

1

(b+ c)c
+

1

(c+ a)a
≥ 3

2
.
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Zadaqa }1. Na�dite vse takie pary celyh qisel (x, y), qto x2 − 2009y +
2y2 = 0.

Zadaqa }2. Na�dite vse de�stvitel~nye a, dl� kotoryh suwestvuet
funkci� f : R → R, udovletvor��wa� neravenstvu

x+ af(y) ≤ y + f(f(x))

dl� vseh x ∈ R. (Zdes~ R - mno�estvo vseh de�stvitel~nyh qisel.)

Zadaqa }3. Dl� vypuklogo xestiugol~nika ABCDEF plowadi S
doka�ite neravenstvo

AC(BD +BF −DF ) + CE(BD +DF −BF ) +AE(BF +DF −BD) ≥ 2
√
3S.

Zadaqa }4. Na ploskosti vybrana dekartova sistema koordinat. Toqki
A1, A2, A3, A4 le�at na parabole y = x2, a toqki B1, B2, B3, B4 le�at
na parabole y = 2009x2. Toqki A1, A2, A3, A4 le�at na odno� okru�-
nosti, i toqki Ai i Bi ime�t odinakovye abscissy pri l�bom i = 1, 2, 3, 4.
Doka�ite, qto B1, B2, B3, B4 tak�e le�at na odno� okru�nosti.

Zadaqa }5. Dan qetyrehugol~nik ABCD, v kotorom ∠B = ∠D = 90◦.
Na otrezke AB vybrana taka� toqka M , qto AD = AM . Luqi DM i CB
pereseka�ts� v toqke N . Toqki H i K - osnovani� perpendikul�rov, opu-
wennyh iz toqek D i C na pr�mye AC i AN , sootvetstvenno. Doka�ite,
qto ∠MHN = ∠MCK.

Zadaqa }6. V kletqatom kvadrate 17 × 17 n kletok okraxeny v qerny�
cvet. Nazovem linie� l�bo� stolbec, l�bu� stroku i l�bu� iz dvuh
diagonale� kvadrata. Za odin xag, esli v nekotoro� linii est~ hot� by
6 qernyh kletok, mo�no okrasit~ vse ee kletki v qerny� cvet.

Na�dite naimen~xee takoe n, qto pri nekotorom raspolo�enii ishodnyh
n qernyh kletok mo�no za neskol~ko xagov okrasit~ vse kletki kvadrata.
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Zadaqa }1. Na�dite vse prostye qisla p, q takie, qto p3 − q7 = p− q.

Zadaqa }2. Vo vpisannom qetyrehugol~nike ABCD storony AB i AD
ravny. Na storonah BC i CD otmeqeny toqki M i N sootvetstvenno tak,
qto MN = BM+DN . Pr�mye AM i AN vtoriqno pereseka�t opisannu�
okru�nost~ qetyrehugol~nika ABCD v toqkah P i Q sootvetstvenno.

Doka�ite, qto toqka pereseqeni� vysot treugol~nika APQ le�it na
otrezke MN .

Zadaqa }3. Pr�mougol~nik, obrazovanny� lini�mi kletqato� bumagi,
razbivaets� na figurki treh vidov: ravnobedrennye pr�mougol~nye
treugol~niki s osnovaniem v dve kletki ��@@, kvadraty iz odno� kletki

, i parallelogrammy ����, ograniqennye dvum� storonami i dvum�
diagonal�mi kletok (figurki mogut byt~ orientirovany proizvol~nym
obrazom). Doka�ite, qto v l�bom razbienii koliqestvo figurok tre-
t~ego vida qetno.

Zadaqa }4. Na doske vypisany natural~nye qisla ot 1 do n (n > 2).
Rassmotrim sledu�wu� operaci�: stira�ts� dva proizvol~nyh qisla,
a vmesto nih na dosku vypisyvaets� naimen~xi� prosto� delitel~ ih
summy. Operaci� provodits� do teh por, poka na doske ne ostanets�
odno qislo. Na�dite naimen~xee vozmo�noe n, pri kotorom ostavxims�
qislom mo�et byt~ qislo 97.

Zadaqa }5. V ka�do� verxine pravil~nogo n-ugol~nika raspolo�eno
po odno� fixke. Za odin hod mo�no pomen�t~ mestami l�bye dve sosed-
nie fixki. Za kakoe naimen~xee qislo hodov mo�no dobit~s� takogo
raspolo�eni� fixek, pri kotorom ka�da� fixka smestits� na

[
n
2

]
pozi-

ci� po qasovo� strelke otnositel~no svoego naqal~nogo raspolo�eni�?

Zadaqa }6. Vse storony treugol~nika ABC razliqny. Pust~ O, I, H
- sootvetstvenno centr opisanno� okru�nosti, centr vpisanno� okru�-
nosti i toqka pereseqeni� vysot treugol~nika ABC. Doka�ite, qto

a) ∠OIH > 90◦;
b) ∠OIH > 135◦.
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Zadaqa }1. V trapecii ABCD toqki M i N - serediny osnovani� AD
i BC sootvetstvenno.

a) Doka�ite, qto trapeci� ravnobedrenna�, esli izvestno, qto toqka
pereseqeni� seredinnyh perpendikul�rov k bokovym storonam le�it
na otrezke MN .

b) Ostaets� li utver�denie punkta a) v sile, esli izvestno lix~, qto
toqka pereseqeni� seredinnyh perpendikul�rov k bokovym storonam
le�it na pr�mo� MN?

Zadaqa }2. Na�dite vse funkcii f : R → R takie, qto dl� l�byh x, y ∈ R
vypolneno ravenstvo

f(x+ f(y)) = f(x− f(y)) + 4xf(y).

(Zdes~ R oboznaqaet mno�estvo de�stvitel~nyh qisel.)

Zadaqa }3. Oboznaqim qerez N mno�estvo vseh celyh polo�itel~nyh
qisel. Upor�doqennu� paru (a; b) qisel a, b ∈ N nazovem interesno�, esli
dl� l�bogo n ∈ N suwestvuet k ∈ N takoe, qto qislo ak + b delits� na 2n.
Na�dite vse interesnye upor�doqennye pary qisel.

Zadaqa }4. Na�dite naibol~xee vozmo�noe qislo mno�estv, udovlet-
vor��wih odnovremenno sledu�wim uslovi�m:

i) ka�doe mno�estvo sostoit iz 4 �lementov;
ii) l�bye dva razliqnyh mno�estva ime�t rovno dva obwih �lementa;
iii) nikakie dva �lementa ne prinadle�at odnovremenno vsem mno�est-

vam.

Zadaqa }5. Pust~ n - celoe qislo, n > 1. �lement a iz mno�estva M =
{1, 2, . . . , n2 − 1} nazovem horoxim, esli na�dets� �lement b iz M tako�,
qto qislo ab− b delits� na n2. Dalee, �lement a nazovem oqen~ horoxim,
esli a2 − a delits� na n2. Pust~ g i v - qislo horoxih i qislo oqen~
horoxih �lementov v M sootvetstvenno. Doka�ite, qto v2+v ≤ g ≤ n2−n.

Zadaqa }6. Diagonali vpisannogo qetyrehugol~nika ABCD pereseka�t-
s� v toqke K, toqki M i N - serediny diagonale� AC i BD sootvet-
stvenno. Opisannye okru�nosti treugol~nikov ADM i BCM pereseka�t-
s� v toqkah M i L. Doka�ite, qto toqki K, L, M i N le�at na odno�
okru�nosti (vse �ti toqki predpolaga�ts� razliqnymi).
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Zadaqa }1. Vnutri storony AB ostrougol~nogo treugol~nika ABC vy-
brana proizvol~na� toqka D. Toqki M i N - osnovani� perpendikul�rov,
opuwennyh iz D na storony BC i AC sootvetstvenno. Pust~ H1 i H2 -
ortocentry treugol~nikov MNC i MND sootvetstvenno. Doka�ite, qto
plowad~ qetyrehugol~nika AH1BH2 ne zavisit ot polo�eni� toqki D na
storone AB.

Zadaqa }2. Mno�estvo (ediniqnyh) kletok tablicy n× n nazov�m udob-
nym, esli v ka�do� stroke i ka�dom stolbce tablicy est~ po kra�ne�
mere dve kletki �togo mno�estva. Pri ka�dom n ≥ 5 na�dite naibol~xee
m, dl� kotorogo na�d�ts� udobnoe mno�estvo iz m kletok, kotoroe pe-
restaet byt~ udobnym pri udalenii l�bo� iz ego kletok.

Zadaqa }3. Mnogoqleny P , Q, R s vewestvennymi ko�fficientami
takovy, qto mnogoqlen P (Q(x)) + P (R(x)) - posto�nny�. Doka�ite, qto
hot� by odin iz mnogoqlenov P (x) i Q(x) +R(x) �vl�ets� posto�nnym.

Zadaqa }4. Suwestvu�t li celye qisla m, n i funkci� f : R → R,
odnovremenno udovletvor��wie sledu�wim dvum uslovi�m (zdes~ R obo-
znaqaet mno�estvo de�stvitel~nyh qisel):

i) f(f(x)) = 2f(x)− x− 2 dl� l�bogo x ∈ R;
ii) m ≤ n i f(m) = n?

Zadaqa }5. Na diagonal�h vypuklogo qetyrehugol~nika ABCD postro-
eny pravil~nye treugol~niki ACB′ i BDC ′, priqem toqki B i B′ le�at
po odnu storonu ot AC, a toqki C i C ′ le�at po odnu storonu ot BD.
Na�dite ∠BAD + ∠CDA, esli izvestno, qto B′C ′ = AB + CD.

Zadaqa }6. Na�dite vse celoqislennye rexeni� uravneni�:

2x2 − y14 = 1.
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Zadaqa }1. Dana trapeci� ABCD (AD ∥ BC), v kotoro� ∠ABC > 90◦.
Na bokovo� storone AB otmeqena toqka M . Oboznaqim qerez O1 i
O2 centry opisannyh okolo treugol~nikov MAD i MBC okru�noste�
sootvetstvenno. Izvestno, qto opisannye okolo treugol~nikov MO1D
i MO2C okru�nosti vtoriqno pereseka�ts� v toqke N . Doka�ite, qto
pr�ma� O1O2 prohodit qerez toqku N .

Zadaqa }2. Na�dite vse neqetnye natural~nye n > 1 takie, qto suwest-
vuet perestanovka a1, a2, . . . , an qisel 1, 2, . . . , n, v kotoro� pri vseh k,
1 ≤ k ≤ n, odno iz qisel a2k − ak+1 − 1 i a2k − ak+1 + 1 delits� na n (zdes~
my sqitaem an+1 = a1).

Zadaqa }3. Pust~ a, b, c, d > 0, abcd = 1. Doka�ite neravenstvo

(a− 1)(c+ 1)

1 + bc+ c
+

(b− 1)(d+ 1)

1 + cd+ d
+

(c− 1)(a+ 1)

1 + da+ a
+

(d− 1)(b+ 1)

1 + ab+ b
≥ 0.

Zadaqa }4. Dan kvadratny� trehqlen p(x) s vewestvennymi ko�fficien-
tami. Doka�ite, qto suwestvuet natural~noe n, dl� kotorogo uravnenie
p(x) = 1

n ne imeet racional~nyh korne�.

Zadaqa }5. Dan vypukly� xestiugol~nik ABCDEF , v kotorom AB ∥
DE, BC ∥ EF , CD ∥ FA. Rassto�nie me�du pr�mymi AB i DE ravno
rassto�ni� me�du pr�mymi BC i EF i rassto�ni� me�du pr�mymi CD
i FA. Doka�ite, qto summa AD + BE + CF ne prevoshodit perimetra
xestiugol~nika ABCDEF .

Zadaqa }6. Tablica 10 × 10 razbita na 100 ediniqnyh kvadratikov.
Nazovem blokom l�bo� kvadrat 2 × 2, sosto�wi� iz qetyreh ediniqnyh
kvadratikov �to� tablicy. Mno�estvo C, sosto�wee iz n blokov, pokry-
vaet tablicu (t.e. ka�dy� ediniqny� kvadratik tablicy nakryt nekoto-
rym blokom iz C), no nikakie n−1 blokov iz C �tu tablicu ne pokryva�t.
Na�dite naibol~xee vozmo�noe znaqenie n.


