44. CABE3HO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURE

IITa6ar, 17.04.2004.
IIpBu pa3pen

Hahwu cBe mapose npuponuux 6pojesa (a,b) 3a rKoje Baku

5a® — b = 2004.

Iar je tpoyrao AABC u tauke D u FE pemom ma nmoaynpasum CB

AC + BC
u CA rako nma Baxku CD = CE = + Heka je H oproren-

tap tpoyriaa ABC u P cpemumre nyka AB Kpy:KHUIE OMUCAHE OKO
tpoyraa ABC koju me camgpsxku taury C. Ilokaszatu ma mpaBa DE
nosnoBu nyx HP.

Axo cy a, b, ¢ mosutuBHu O6pojeBU, TakBu ma je abc = 1, morkaszatu na

Je 1 1 1
> V2.

n n
\/b+1+1 \/+1+1 L1401
a2 cTy T3 Ty

Y mpocropy je mar ckym S om 100 Tauaka, Tako ma HUKOje 4 Om HUX
He Ipunanajy jemsoj pasu. llokaszaTu ma He mocToju Bumre of 4-1012
TeTpaemgapa ca TeMEeHMMa U3 CKyma S, TAaKBUX Oa CBaKa MOBa OO TUX
TeTpaelapa UMajy HajBUIIE IBa 3ajeJHUUYKA TeMEHA.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amarak Bpenau 25 mMoeHa.
Pemema meramuo 00pasmoKuTH.



44. CABE3HO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURE

IITa6ar, 17.04.2004.
Ilpyru pa3pen

) . a b ¢
Axo cy a, b, ¢c npuponuu 6pojeBu TakBU Ia j€ U 0 + - 4+ — npupogan
c  a

6poj, nokazatu na je abc moTmyH KyO.

IlaT je omTpoyram TpOyrao ca MOJYIPEUYHUKOM YIUCAHE KPY:KHUIE
r. Ilorkaszatu ma 30up pacTojama OPTOIEHTPa O CTPAHUIA TPOYTJa
Huje Behu ox 3r.

Heka cy M, N, P mpou3BoJsbHe Tauke penom Ha crpanunama BC, C'A,
AB omrpoyraor tpoyraa ABC. Ilokazatu ma je tauna Oap jemHa on
Heje THAKOCTU

1 1 1
NP> BC, PM>;CA, MN > ZAB.

Pazrosapanu cy 6apon Mwunxay3en m marematudap. bapon MuwuH-
Xay3€eH je PeKao [a Cce Y HeroBOj 3eMJbU M3 CBAKOT I'Paja MOMKE IyTeM
ctuhu y 6uno koju npyru rpan. [Ipm Tome, ako ce M3 mpoOU3BOJHHOT
rpaja myTyje mo 3eMJbU MPOU3BOJLHUM IIYTEM IO MOBPATKA YV Taj TPa,
oHna ce mpobhe Kpo3 HenapaH Opoj ycoyTHUX rpanoBa. Maremarudap
je mUTao KOJUKO IIyTa ce Opoju rpal ako ce BUIIEe ImyTa mpobhe Kpo3
wmera. BapoH je oaroBopuo ma ce TakaB r'pal OpOju OHOJIUKO IIyTa
KOJMUKO myTa ce mpobe kpo3 mera. Ocum Tora, bapon Munrxaysen
je momao ma M3 CBAKOT T'pala y HEeroBOj 3eMJbU MOJIa3U jedHaK Opoj
IyTeBa, OCUM U3 HETOBOI POJHOT Tpala M3 KOra MOoJia3d Mamu Opoj
nyteBa. Ha To je maremaruuap perao na dapon Mwuuxaysen saske.
KRako je To 3armyumno?

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenou 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



44. CABE3HO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURE

IITa6ar, 17.04.2004.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

Y rpoyray ANABC nospmuae S tauka H je oprouenrap, D, E u F cy
nonuoskja Bucua u3z A, Bu C, a P, Q u R Tauke cuMeTprudHe TadKaMa
A, B u C y onuocy uwa npase BC, CA u AB, penom. Ilo3zuaro je na

3
tpoyraosu DEF n PQR nvajy jennarky nopumuay 1" u na je T > gS.
Hoxkazatu na je T = S.

Hu3z (a,) onpeben je ycnoBuma a3 =0 u
(n+1)3a,01 = 20220+ Da, +2(3n+1) 3a n>1.

Iorkazatu ma OE€CKOHAYHO MHOT'O YJIAHOBA HM3a IpUNANA CKYIy IPU-
pomHUX OpojeBa.

Heka je A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Konuro mma noxckynosa B
ckyna A, takBux ma 3a cBako n € {1,2,3,4,5,6,7,8} Basku: ako n € B
un+2 € B, ouna 6ap jeman ox 6pojesa n+1 u n+ 3 takobhe npunana
cryny B?

Heka je (a,) 3 onpeben ycnoBuma a1 =z € R u 3a,41 = a, + 1 3a
n > 1. Herka je

> 1 > 1
Azzl[an—é], B:Zl{an—l—g}.

Nzpauynaru 36up A + B y 3aBUCHOCTHU O .

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Cpaku 3amatak Bpeau 25 mMoeHa.
Pemema meramuo 00pasmoKuTH.



1.1.

1.2.

1.3.

PEIITEIHA

3a a = 1 Hema periema, 0K 3a a > 2 u b > 9 Baknu 5a° —b>5-29-9 =
2551. Ilposepowm 3a b < 8 masaszumo pemewme (a,b) = (401,1).

[Tocmatpajmo tauky Z Ha moaynpasoj C'B takBy ma je CZ = CA.
N3 nmonynapuoctu tpoyraosa PCZ u PCA cnemu PZ = PA = PB, a
rakobe je BD = DZ = 1CB2CAl 4 qPBD = 180° — <PAC = 180° —
PZC =<PZD. Opnasne cnenu na je APZD = APBD, na je PD |
BC, a orynau PE 1 AC.

Heka je A’ Tauka cumerpuuna taukun H y omHoCcy Ha HpaBy BC n
nmera npasa PA’ ceue BC u DE
penoMm y Taukama K u L, a mpaBa
PH ceue DE y Tauxku X. Kako je
AA" || DP, Baxu <DPL = <DPA’
= <PA’A = <PCE = <PDL, na
je LP = LD, mto 3Haun ga je L
cpemumre xunorenyse PK npaso-
yraor tpoyraa PDK. Ocum To-
ra, u3 <PDL = <PA'A=<KHA
u AA" | DP cnemn v DE || KH.
[Ipema Tome, LX je cpemma aunuja y tpoyray PKH, na je X cpe-
mumte nysxu PH.

Hanomena. Iloznaro je ommruje TBpheme, y3 NIPaAKTUYHO UCTU JIOKA3:
ako je P mauka ma omucanom kpyry tpoyria ABC u H oprouentap
rpoyraa, ogna CumconoBa npasa tauke P monosu ay:x PH.

[To mejemnaroctu maMely cpenuua je 2\/ b+ + ) 1+0+ %,

OIHOCHO
1 N V2

= 1
/b+%+% I1+b+ -

CabupameM ca aHAJOTHUM HejeTHAKOCTUMA 32 IMPeoCTasia ABa cabupKa
noboujamo

LS SR V2 V2

+ = 1 1 1
ottt (Jerd+d (Jarld LG Ldedg liads

av/2 aby/2 V2 _ /3 1+a—|—ab_\/§.

:a+ab+1+ab+abc+a+1+a+ab_ '1+a—|—ab_

Hanomena. Jemnaroct ce Hukan He moctwke. C apyre crpane, HIP.
3a JOBOJHHO BeJUKE a U b, BPEIHOCT MOCMATPAHOT M3Pa3a MOKe OUTHU
IPOU3BOJBHO B3y V/2.



1.4.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

Heka je n 6poj Terpaenapa. ¥ cBakoM TeTpaeapy noctoje 4 meypebe-
HEe TPOjKe TEMEHA, a IO YCJIOBY 331aTKa CBUX 41 TPOJKU CY PaA3IUUUTE.

Baro je 4n < ('9°), Tj. n < 1('Y)) < 41012

Ako je m3n(a,b,c) = d > 1, noBosmHO je ma mokaskemo TBpheme 3a
C

Opojese 7, %, 5. 3aTo MokeMOo na cmMaTpaMmo 6e3 CMamerma ONMTOCTH
na je u3n(a,b,c) = 1. 3a a =b=c=1 tBpbemwe je TpuBujamuo, mna

HaJaJbe IPeTIoCTaBbaMo 1a je abc > 1.

[Tocmarpajmo mpousBoJ/ban TpocT menumiaal p opoja abc. Heka wmmp.
ptauneka p* | bupt! 1b. Crenen 6poja p y umenuony y ckpahenom
sammcy pasnoMka ¢ jemmak je p¥. Mebyrum, rako je & + % + < meo

Opoj, cTeneH p y uMeHuoIy 6ap jemHor on ckpaheHux pa3jaoMaka % u

< Mopa Takobe na Oyne jenHak p*. To mopa GuTu g (£ ormanma jep
pfa). Cremu ma je cremen p y 6pojy ¢ jemmax p?*, ma je ekcmoment p
Yy KaHOHCKO] ¢akropusanuju abc jennak 3k. OBO Basku 3a CBAKO p, ma

je abc moroyH KyO.

Y3 yobuuajeHe o3HakKe 3a CTPAHUIE U YIJIOBE TPOYILJa, O3HAUUMO Ca
dg, dy, d. penom pacrojama onx opronearpa H no crpanuna BC,CA, AB,
a ca A', B’,C" penom nomnosxja sucuna u3 A, B, C.

Heka je a > b > c. Tana je d, = CH cos3 > C'H cosa = dp; ciudHo je
u dp > d.. Cana ua tpojke (a,b,c) u (dg, dp, d.) MOKEMO I8 TPUMEHUMO
UeOumoBspeBy HEjeTHAKOCT: MMaMO

(@+b+c)(de +dy +de) < 3(ad + bdy + cd)
= 6(Ppcn + Poan + Papn) = 6Papc
= 3(a+b+)r,

Tj. dg +dp + d. < 3r.

[IpernocraBumo nma TBpbhewme Huje Tayno 3a Here Ttauke M, N, P.
Heka cy A;, Bi, C7 pemom cpe-
mumrta crpanuna BC, CA, AB.
Osmaunmo * = BM — BA;, y =
CN—-CBy, z=AP—-AC,. Lyxu-
Ha npojeknuje ayxu NP ua B1C)

jemnaka je p, = B1Cy7 + zcos B— B

ycosC, ma u3z p, < NP < B1C cnemu zcos B < ycosC, Tj. 5 <
Y : Yy z x z

—op- AHAJOTHO ce MOoKa3yje Ja BaKU ip < tosd U wed < oo

mTo je meMoryhe.

[TocmaTpajmo rpad y KOMe Cy TeMeHa I'DaJOBHU, a I'paHe AUPEKTHU
nyrteBu udMeby mux. Ilokakmmo na je oBaj rpa¢ OunaprTuTaH - Apy-
TUM peurMa, a Ce I'PaJOBU MOTY OOOjUTHU Y I[PBEHO U MJIAaBO TAKO A4
HUKOja OBa r'paja ucTte 00je HUCY MOBEe3aHa I'PAHOM.



3.1.

3.2.

Lyxncuny nyta mameby rpanoBa Z; m Z; nedpumHHUIIEMO Kao OpoOj yc-
nyTHUX rpanoBa yBehan 3a 1. O6ojmo Muuxay3enoB pomuau rpam X
upsenom 6o0jom. Cpakum rpanx Y # X hemo obGojutu y npBEeHO ako
u3meby X m Y mocrtoju myT mapHe moykuHe, a y CYIPOTHOM Y IIJIABO.
OBo Gojeme je nobpo medpunHMcaHO: 3aucra, ako 6u m3Mmely aBa rpana
Z1 U Z5 TOCTOjaJiu MyTEBU P1 U P2, MApHE U HeNapHE IY:KUHE, OHIA
KPY/KHU IIyT HACTAO ClajameM IyTeBa pP; U P UMA HEIAPHY NY/KUHY
(Tj. mma mapan Opoj ycmyTHUX rpanoBa), mro je mHemoryhe. Tarobe,
usmeby nBa rpanma Z; u Zs ucrte 00je He MOCTOjU AUPEKTAH MYT, jep
Or y CympOTHOM KPY:KHU IyT X — 21 — Zo — X mMMao HemapHY LyKUHY.
Heka cy cama c m p penoMm O6pojeBu IPBEHUX U MJIaBUX rpanoBa. U3
rpaga X moja3u m rpaHa, a U3 CBAKOT APYTOr rpaja MOJa3u n > m
rpana. CBaka rpaHa cmaja mo jegaH IPBEHU U jedaH IJIABU rpai, Ia
je yrkyman Opoj rpaHa, riaemaHO W3 IJIaBUX rpanosa, jemHax pn. C
ApyTe cTpaHe, IVIeHaHO U3 I[PBEHUX I'PAAOBa, YKymaH OPOj rpagoBa
je (c=1)n+m. Cnemu ma je (c— 1)n+m = pn, na n | m, wro je
HeMoryhe jep je 0 <m < n.

Heka cy «, B, v yrnoBu tpoyraa ABC, a R mogynpedHuK HeroBor
onucanor kpyra. Tpoyrnosu CDE u CAB cy candam ¢ roeduim-
jerToM cos7y, ma je Popr = Scos?~y. Amanorno Papp = S -cos’a n

Pgrp = Scos? 3. 36or Tora je
Pppr = |S—Scos? a—S cos® f— S cos® y| = S| sin® a+sin? B+sin? vy —2|.

C mpyre crpane mmamo na je Ppgor = Papc + PaBr+ Ppep + Pcag —
Pppr — Prag — Pocp =4S — Pppr — Prag — Poop. Hame je Prag =
1AQ - ARsin3a = lbesina(3 — 4sina) = (3 — 4sin®«)S. Amasnoruo
nmamo Pppr = (3 — 4sin® 8)S u Pocp = (3 — 4sin®7)S, na je

Ppgr = S|4(sin® a + sin® B + sin® y) — 5|.

Osmaumvo z = sin® a + sin® b+ sin27. W3 Ppgr = Pppr = T cnemn
ma je |z — 2| = |4z — 5|, mTo je 3amoBosmeno camo 3a x € {1,%}. 3a
x = % nobujamo ma je T = |% -2/ = %S, IPOTUBHO YCJIOBY 3aIaTKA.

[Ipema Tome, x =1u T =5.

Cwmena b, = n2a, maje (n+1)b,y1 = 2(2n+1)b, +2(3n+1), mTo name

cMeHOM ¢, = b, + « mocraje c,11 = Q(if:l)cn + 3::11 (2 — «a). Tako 3a
a =2 unuMaMO €] =2 U Cpt1 = Q(%ﬁcn. JenmHocTaBHA MHOYKIVja Oaje
C, = 2n(2:!—1)!! _ (2:)’ na je
2n
o G2
n

[losnaro je ma p? | (21;") — 2 3a CBaKu mMpoOCT OpOj p: 3amcra, (2;) —2=

s (12.’)2 = 2 (mod p?) jep p | (¥). Hpema Tome, a, € N 3a cBako
poOCTO P.



3.3.

3.4.

Csarkom moxckyny B € {1,...,11} oaroBapa HW3 HyJa ¥ jequHALA
mysxuae 11, roe je a; =1 ako i € B u a; =0 ako ¢ ¢ B. Mu tpakumo
11, TO€ je T, OpOoj HU30Ba HYJIa U jJeIUHUIA Oy:KUHE N KOjU HE CaaprKe
nomuu3 1010 - oBakBe Hu30Be HaszmBahemo “mobpum”.

Bpoj mobpux HM30Ba my:KUHE N KOjU Ce 3aBpmiaBajy ca 1 jemHak je
Tp—1. Dpoj mobpux HU30BaA My:KUHE N KOjU ce 3aBpmaBajy ca 0 jemHax
je O6pojy mobpux HU30Ba Oy:KUHE N — | KOju ce He 3aBpmanajy ca 101.
Bpoj nobpux Hu3zoBa my:xmHe n — 1 Koju ce 3aBpmanajy ca 101 jennax
je 6pojy Yn—_o MOOPUX HU30BA AY:KUHE N — 2 KOju ce 3aBpmanajy ca 10.
I[Ipema Towme, z, = 2x,_1 — Yp—o. IIlputom je 6poj ¥y, MOOPUX HU3OBA
OyKUHE M Koju ce 3aBpmanajy ca 10 jemnak Opojy moOpux HU30BA
Oy:KUHE M — 2 Koju ce we 3aBpmaBajy ca 10, marne Y, = Tm—2 — Ym—2-
Cnemu na je Tn—4 = Yn—2+Yn—a = (201 — Tp) + (2T5—3 — Tp—2), WTO
HaM Jaje PEeKYPEHTHY Be3Y T, = 2Tp—1 — Tn—2 + 2Tp_3 — Tpn_q.

Jlako mpoBepaBamo gma je x1 = 2, 2 = 4, x3 = 8 mw x4 = 15. FKo-
puctehu pekypeHTHY Be3y, JaKO M3PAaYyHABAMO YJIAHOBE HU3A: pe-
oM, 2,4,8,15,28,53,100, 188,354,667,1256 = z1;.

CwmenoMm a,, = b,, + % nobujamo 3b,+1 = b, u mpurom A = Zf;l[bn + %]
u B =3 b, +3]. Hepunmmumo by = 3b;. Kopucrehu Epmuros
urenrurer [y] + [y + 3] + [y + 3] = [3y] moBujaro [by + 3] + [bn + 3] =
[bn1] — [bn]. Kako [b,] = [52] = 0sa x> L ulb] — —13az <}
Kaga n — 00, KOHAUHO UMaMO

A+B =Y ([ba-a]=[ba]) = [bo]= lim [b] = {

n—oo
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