
44. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Xabac, 17.04.2004.

Prvi razred

Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) za koje vaжi1.

5ab − b = 2004.

Dat je trougao △ABC i taqke D i E redom na polupravim CB2.

i CA tako da vaжi CD = CE =
AC +BC

2
. Neka je H ortocen-

tar trougla ABC i P sredixte luka AB kruжnice opisane oko
trougla ABC koji ne sadrжi taqku C. Dokazati da prava DE

polovi duж HP .

Ako su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da je abc = 1, dokazati da3.
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U prostoru je dat skup S od 100 taqaka, tako da nikoje 4 od ǌih4.

ne pripadaju jednoj ravni. Dokazati da ne postoji vixe od 4 ·1012
tetraedara sa temenima iz skupa S, takvih da svaka dva od tih
tetraedara imaju najvixe dva zajedniqka temena.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Drugi razred

Ako su a, b, c prirodni brojevi takvi da je i
a

b
+

b

c
+

c

a
prirodan1.

broj, dokazati da je abc potpun kub.

Dat je oxtrougli trougao sa polupreqnikom upisane kruжnice2.

r. Dokazati da zbir rastojaǌa ortocentra od stranica trougla
nije ve�i od 3r.

Neka su M , N , P proizvoǉne taqke redom na stranicama BC, CA,3.

AB oxtrouglog trougla ABC. Dokazati da je taqna bar jedna od
nejednakosti

NP >
1

2
BC, PM >

1

2
CA, MN >

1

2
AB.

Razgovarali su baron Minhauzen i matematiqar. Baron Min-4.

hauzen je rekao da se u ǌegovoj zemǉi iz svakog grada moжe putem
sti�i u bilo koji drugi grad. Pri tome, ako se iz proizvoǉnog
grada putuje po zemǉi proizvoǉnim putem do povratka u taj grad,
onda se pro�e kroz neparan broj usputnih gradova. Matematiqar
je pitao koliko puta se broji grad ako se vixe puta pro�e kroz
ǌega. Baron je odgovorio da se takav grad broji onoliko puta
koliko puta se pro�e kroz ǌega. Osim toga, baron Minhauzen
je dodao da iz svakog grada u ǌegovoj zemǉi polazi jednak broj
puteva, osim iz ǌegovog rodnog grada iz koga polazi maǌi broj
puteva. Na to je matematiqar rekao da baron Minhauzen laжe.
Kako je to zakǉuqio?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Tre�i i qetvrti razred

U trouglu △ABC povrxine S taqka H je ortocentar, D, E i F su1.

podnoжja visina iz A, B i C, a P , Q i R taqke simetriqne taqkama
A, B i C u odnosu na prave BC, CA i AB, redom. Poznato je da

trouglovi DEF i PQR imaju jednaku povrxinu T i da je T >
3

5
S.

Dokazati da je T = S.

Niz (an) odre�en je uslovima a1 = 0 i2.

(n+ 1)3an+1 = 2n2(2n+ 1)an + 2(3n+ 1) za n > 1.

Dokazati da beskonaqno mnogo qlanova niza pripada skupu pri-
rodnih brojeva.

Neka je A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}. Koliko ima podskupova B3.

skupa A, takvih da za svako n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} vaжi: ako n ∈ B

i n+2 ∈ B, onda bar jedan od brojeva n+1 i n+3 tako�e pripada
skupu B?

Neka je (an) niz odre�en uslovima a1 = x ∈ R i 3an+1 = an + 1 za4.

n > 1. Neka je

A =

∞
∑
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∞
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.

Izraqunati zbir A+B u zavisnosti od x.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Za a = 1 nema rexeǌa, dok za a > 2 i b > 9 vaжi 5ab−b > 5 ·29−9 =1.1.

2551. Proverom za b 6 8 nalazimo rexeǌe (a, b) = (401, 1).

Posmatrajmo taqku Z na polupravoj CB takvu da je CZ = CA.1.2.

Iz podudarnosti trouglova PCZ i PCA sledi PZ = PA = PB, a

tako�e je BD = DZ = |CB−CA|
2 i ∢PBD = 180◦ − ∢PAC = 180◦ −

∢PZC = ∢PZD. Odavde sledi da je △PZD ∼= △PBD, pa je PD ⊥
BC, a otuda i PE ⊥ AC.

Neka je A′ taqka simetriqna taqki H u odnosu na pravu BC i

neka prava PA′ seqe BC i DE

redom u taqkama K i L, a prava
PH seqe DE u taqki X. Kako je
AA′ ‖ DP , vaжi ∢DPL = ∢DPA′

= ∢PA′A = ∢PCE = ∢PDL, pa
je LP = LD, xto znaqi da je L

sredixte hipotenuze PK pravo-
uglog trougla PDK. Osim to-
ga, iz ∢PDL = ∢PA′A = ∢KHA′

i AA′ ‖ DP sledi i DE ‖ KH.
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Prema tome, LX je sredǌa linija u trouglu PKH, pa je X sre-
dixte duжi PH.

Napomena. Poznato je opxtije tvr�eǌe, uz praktiqno isti dokaz:
ako je P taqka na opisanom krugu trougla ABC i H ortocentar
trougla, onda Simsonova prava taqke P polovi duж PH.
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Sabiraǌem sa analognim nejednakostima za preostala dva sabirka
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Napomena. Jednakost se nikad ne dostiжe. S druge strane, npr.
za dovoǉno velike a i b, vrednost posmatranog izraza moжe biti
proizvoǉno blizu

√
2.



Neka je n broj tetraedara. U svakom tetraedru postoje 4 neure�e-1.4.

ne trojke temena, a po uslovu zadatka svih 4n trojki su razliqite.
Zato je 4n 6

(

100
3

)

, tj. n 6
1
4

(

100
3

)

< 4 · 1012.

Ako je nzd(a, b, c) = d > 1, dovoǉno je da dokaжemo tvr�eǌe za2.1.

brojeve a
d ,

b
d ,

c
d . Zato moжemo da smatramo bez smaǌeǌa opxtosti

da je nzd(a, b, c) = 1. Za a = b = c = 1 tvr�eǌe je trivijalno, pa
nadaǉe pretpostavǉamo da je abc > 1.

Posmatrajmo proizvoǉan prost delilac p broja abc. Neka npr.
p ∤ a i neka pk | b i pk+1 ∤ b. Stepen broja p u imeniocu u skra�enom
zapisu razlomka a

b
jednak je pk. Me�utim, kako je a

b
+ b

c
+ c

a
ceo

broj, stepen p u imeniocu bar jednog od skra�enih razlomaka b
c
i

c
a mora tako�e da bude jednak pk. To mora biti b

c ( c
a otpada jer

p ∤ a). Sledi da je stepen p u broju c jednak p2k, pa je eksponent p

u kanonskoj faktorizaciji abc jednak 3k. Ovo vaжi za svako p, pa
je abc potpun kub.

Uz uobiqajene oznake za stranice i uglove trougla, oznaqimo sa2.2.

da, db, dc redom rastojaǌa od ortocentra H do stranica BC,CA,AB,
a sa A′, B′, C′ redom podnoжja visina iz A,B,C.

Neka je a > b > c. Tada je da = CH cosβ > CH cosα = db; sliqno je
i db > dc. Sada na trojke (a, b, c) i (da, db, dc) moжemo da primenimo
Qebixovǉevu nejednakost: imamo

(a+ b+ c)(da + db + dc) 6 3(ada + bdb + cdc)
= 6(PBCH + PCAH + PABH) = 6PABC

= 3(a+ b+ c)r,

tj. da + db + dc 6 3r.

Pretpostavimo da tvr�eǌe nije taqno za neke taqke M , N , P .2.3.

Neka su A1, B1, C1 redom sre-
dixta stranica BC, CA, AB.
Oznaqimo x = BM − BA1, y =
CN−CB1, z = AP −AC1. Duжi-
na projekcije duжi NP na B1C1

jednaka je pa = B1C1 + z cosB−
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y cosC, pa iz pa 6 NP < B1C1 sledi z cosB < y cosC, tj. z
cosC <

y
cosB . Analogno se pokazuje da vaжi y

cosB < x
cosA i x

cosA < z
cosC ,

xto je nemogu�e.

Posmatrajmo graf u kome su temena gradovi, a grane direktni2.4.

putevi izme�u ǌih. Pokaжimo da je ovaj graf bipartitan - dru-
gim reqima, da se gradovi mogu obojiti u crveno i plavo tako da
nikoja dva grada iste boje nisu povezana granom.



Duжinu puta izme�u gradova Z1 i Z2 definixemo kao broj us-
putnih gradova uve�an za 1. Obojmo Minhauzenov rodni grad X

crvenom bojom. Svaki grad Y 6= X �emo obojiti u crveno ako
izme�u X i Y postoji put parne duжine, a u suprotnom u plavo.
Ovo bojeǌe je dobro definisano: zaista, ako bi izme�u dva grada
Z1 i Z2 postojali putevi p1 i p2, parne i neparne duжine, onda
kruжni put nastao spajaǌem puteva p1 i p2 ima neparnu duжinu
(tj. ima paran broj usputnih gradova), xto je nemogu�e. Tako�e,
izme�u dva grada Z1 i Z2 iste boje ne postoji direktan put, jer
bi u suprotnom kruжni put X−Z1−Z2−X imao neparnu duжinu.

Neka su sada c i p redom brojevi crvenih i plavih gradova. Iz
grada X polazi m grana, a iz svakog drugog grada polazi n > m

grana. Svaka grana spaja po jedan crveni i jedan plavi grad, pa
je ukupan broj grana, gledano iz plavih gradova, jednak pn. S
druge strane, gledano iz crvenih gradova, ukupan broj gradova
je (c − 1)n + m. Sledi da je (c − 1)n + m = pn, pa n | m, xto je
nemogu�e jer je 0 < m < n.

Neka su α, β, γ uglovi trougla ABC, a R polupreqnik ǌegovog3.1.

opisanog kruga. Trouglovi CDE i CAB su sliqni s koefici-
jentom cos γ, pa je PCDE = S cos2 γ. Analogno PAEF = S · cos2 α i
PBFD = S cos2 β. Zbog toga je

PDEF = |S−S cos2 α−S cos2 β−S cos2 γ| = S| sin2 α+sin2 β+sin2 γ−2|.

S druge strane imamo da je PPQR = PABC +PABR +PBCP +PCAQ −
PPBR −PRAQ −PQCP = 4S −PPBR −PRAQ −PQCP . Daǉe je PRAQ =
1
2
AQ · AR sin 3α = 1

2
bc sinα(3 − 4 sin2 α) = (3 − 4 sin2 α)S. Analogno

imamo PPBR = (3− 4 sin2 β)S i PQCP = (3− 4 sin2 γ)S, pa je

PPQR = S|4(sin2 α+ sin2 β + sin2 γ)− 5|.

Oznaqimo x = sin2 α + sin2 β + sin2 γ. Iz PPQR = PDEF = T sledi
da je |x − 2| = |4x − 5|, xto je zadovoǉeno samo za x ∈ {1, 7

5
}. Za

x = 7
5 dobijamo da je T = | 75 − 2|S = 3

5S, protivno uslovu zadatka.
Prema tome, x = 1 i T = S.

Smena bn = n2an daje (n+1)bn+1 = 2(2n+1)bn+2(3n+1), xto daǉe3.2.

smenom cn = bn + α postaje cn+1 = 2(2n+1)
n+1

cn + 3n+1
n+1

(2− α). Tako za

α = 2 imamo c1 = 2 i cn+1 = 2(2n+1)
n+1

cn. Jednostavna indukcija daje

cn = 2n(2n−1)!!
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)

, pa je
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Poznato je da p2 |
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)

− 2 za svaki prost broj p: zaista,
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)2 ≡ 2 (mod p2) jer p |
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)

. Prema tome, ap ∈ N za svako
prosto p.



Svakom podskupu B ∈ {1, . . . , 11} odgovara niz nula i jedinica3.3.

duжine 11, gde je ai = 1 ako i ∈ B i ai = 0 ako i 6∈ B. Mi traжimo
x11, gde je xn broj nizova nula i jedinica duжine n koji ne sadrжe
podniz 1010 - ovakve nizove naziva�emo “dobrim”.

Broj dobrih nizova duжine n koji se zavrxavaju sa 1 jednak je
xn−1. Broj dobrih nizova duжine n koji se zavrxavaju sa 0 jednak
je broju dobrih nizova duжine n−1 koji se ne zavrxavaju sa 101.
Broj dobrih nizova duжine n−1 koji se zavrxavaju sa 101 jednak
je broju yn−2 dobrih nizova duжine n−2 koji se zavrxavaju sa 10.
Prema tome, xn = 2xn−1 − yn−2. Pritom je broj ym dobrih nizova
duжine m koji se zavrxavaju sa 10 jednak broju dobrih nizova
duжine m−2 koji se ne zavrxavaju sa 10, dakle ym = xm−2−ym−2.
Sledi da je xn−4 = yn−2 + yn−4 = (2xn−1 − xn) + (2xn−3 − xn−2), xto
nam daje rekurentnu vezu xn = 2xn−1 − xn−2 + 2xn−3 − xn−4.

Lako proveravamo da je x1 = 2, x2 = 4, x3 = 8 i x4 = 15. Ko-
riste�i rekurentnu vezu, lako izraqunavamo qlanove niza: re-
dom, 2, 4, 8, 15, 28, 53, 100, 188, 354, 667, 1256 = x11.

Smenom an = bn+
1
2 dobijamo 3bn+1 = bn i pritom A =

∑∞
n=1[bn+

1
3 ]3.4.

i B =
∑∞

n=1[bn + 2
3
]. Definiximo b0 = 3b1. Koriste�i Ermitov

identitet [y] + [y + 1
3 ] + [y + 2

3 ] = [3y] dobijamo [bn + 1
3 ] + [bn + 2

3 ] =

[bn−1] − [bn]. Kako [bn] = [x−1/2
3n−1 ] → 0 za x >

1
2 i [bn] → −1 za x < 1

2
kada n → ∞, konaqno imamo

A+B =
∞
∑

n=1

([bn−1]−[bn]) = [b0]− lim
n→∞

[bn] =

{[

3
(

x− 1
2

)]

, za x >
1
2
,

[

3
(

x− 1
2

)]

+ 1, za x < 1
2 .
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