MunaucrapcTBo npocsete u cnopra Penmyosmke Cpouje
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEITY BJINYKO TAKMUYEILE Y13 MATEMATUKE
27.03.2004.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Heka je ABCD tpanes kon kora je AB || CD u P Tauka Ha mpo-
nysketry mujaronasie AC tako na je C' mamebhy A u P. Axko cy X u
Y cpemumra ocuoBunia AB u CD, a M u N npeceune Tauyke mMpaBuXx
PX u PY ca nysxxuma BC u DA, penom, nokasartu na je npaa M N
mapaJjieJHa OCHOBUIIAMA, Tpalle3a.

Y jemnarocrpanuunom Tpoyriay AABC je |AB| =2. Hekacy M u N
yHyTpamme Tauke crpanune AB rakse na je [MN| = 1. Ilokasaru
na je <MCN > 30°.

Konuko uma tpojru npuponuux 6pojesa (a,b, ¢) TakBux na je 2a+ 1
nmemuBo ca b, 2b+ 1 memuBo ca ¢, u 2¢ + 1 memuso ca a?

[MTaxoscra Tabsna muMensmja 2004 x 2004 je momnodaHa DOMUHAMA
muMensuja 1 x 4. Mowke nu 6poj XOPU3OHTAJHUX AOMUHA na Oyme
jemHak OpOjy BEPTUKAJHUX TOMUHA T

Koauko mma mpupomaux 6pojeBa n, 10 < n < 100000, memuBuUx ca
4 y uymjeM ce meKaTHOM 3aluCy He IojaBibyje nudpa 0 u HUKOje aBe
cycenHe nmudpe HUCY jenHare?

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke eTa/bHO OOPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3spenm — A Kareropuja

Ilar je tpoyrao AABC. IlpaBa cuMeTpuYHa TEKUIIHO) Ty:KUA U3 A
y omHOCy Ha cumerpasy yriaa <BAC cede ommcaHu Kpyr TpoOyriaa
ANABC y K. Heka je L cpemumre ny:xku AK. Ilokasartu:

<BLC = 2<BAC.

Hahu makcumaany BpemHOCT m3pasa
IT=a®>+b0V*+F2+d*>+ ¢

ako cy a > b>c>d > e >0 peannu 6pojeBu 3a Koje Baku a+b < 5
uc+d+e <5 Kama ce moctuke Ta BpeaHOCT?

Heka je a mpupoman 6poj Behu ox 1. lorazatu ma je 6poj
ni2n+1)3n+1)...(an+ 1)

[eJbUB CBUM MPOCTUM OpOjeBUMa MamUM O @, 38 CBAKU IPUPOAAH

opoj n.

Paznuka kopena kBaapaThe jenHaumue 12 + pr +q = 0 (p,q € R)
jemnnaka je 4. Hahwu Te ropene tako ma 36up p + q Oyme HajMawmu
Moryhm.

[TocToju nm GeckoHAUYAH MOACKYI CKyIla NPUPOAHUX OpoOjeBa Takas
a HUjelaH HeroB YjaH, HUTU 30UD HEKOJIMKO HEerOBUX eJeMeHATa
HUje cTemeH mpupomHOr O0poja (Tj. Hmje 6Gpoj obmmka af, a,k € N,
k>2)7

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke AeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Tpehu pa3zpen — A kareropuja

Ilar je kpyr k u meros npeunuk AB. Heka je P mpou3BoJbHA Tauka
tor kpyra pazauuurta on A u B. Ilpojeknuja tauke P wa AB je Q.
Kpyr ca nmearpom P u moaynpeunukom P(Q ceue gpyr ky C u D.
[Tpecek mpasux C'D u P(Q) je tauka E. Heka je F' cpemumre AQ), a
G nonuosxje sopmadsie u3 F ua C'D. okazatu na je EFP = EQ = EG
u na cy tauke A, G u P ronuneapue.

Y ckymy peaJjsuux O6pojeBa Hahu cBa pelema CUCTEMA jeTHAUUHA

r=1+y, y=14+V2 2z=1+/x.

Axo je n € N rakaB na
n|(1"+2"+...+(n—-1)")+1,
MOKa3aTy na 7N HUje MeJbUB HUjeTHUM KBaapaTtoM Behwum onm 1.

dyurmuja f : R — R je takBa ma je

x+ flx) = f(f(z))

3a cBako x € R. Hahu cBa pemema jemuauune f(f(x)) = 0.

Ilejan je mpe r ToaMHA MMaoO T MyTa Mame FOAUHA HErO OHIA Kal je
Y TONWHA paHUje UMao Y MyTa Mamke TOANHE HEro IMTO UMa caaa, Ipu
yeMy cy x, y 1 0poj llejanoBux romuna npuponaau o0pojesu. Komnuko
cBe roauHa MoOske na uma lejan?

Bpewme 3a pan 240 munyTAa.
3amaTke AeTa/bHO OOPA3IIOKUATH.



MunaucrapcTBo npocsete u cnopra Penmyosmke Cpouje
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje
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UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Iar je romserkcan meroyrao ABCDE xkon kora je DC = DE n
<DCB = <DFEA = 90°. Heka je F yHyTpamma Tadyka CErMEHTA
AB ompebena ycmoBom AF : BF = AFE : BC. Iloka3atu na je
FCFE =<ADE u <FEC = <BDC.

Ilar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Heka cy M, N u P cpenumra
crpauuna AB, AC u BC, Ay momHOo:kje HOpMaJje u3 Tauke N Ha
crpaauny BC, u Hera je Ay cpemumre ny:xu M Ag. KorcTpywnmumo
anasioruo By u Cy. Ilokaszaru na ce npaBe AA;, BBy u CC; ceky
akKo 1 caMo ako je tpoyrao ABC' jemHakokpax.

Osuaunmo ca d(n) 6poj memumnana npupogaor 6poja n. Onxpenutu
cBe IpupoaHe OpojeBe n TakBe mna Mebhy OpojeBuMa
n, d(n), d(d(n)), d(d(d(n))), ...

HeMa HUjeTHOT MOTIIyHOT KBaApaTa.

Hahwu cBe 1-1 ¢pyrrmuje f : N — N koje 3amoBomaBajy yciiose:

1° f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n),  2° f(1) =2, [f(2)=4

Heka je A ckym onm 6 ememenara. Jlokazartu ma y cBakoj aMuiiu-
ju {A1, A, ..., A11} PA3IUUUTUX TPOEJIEMEHTHUX MOACKYIOBa o1 A,
nocroje Tpu paznumuura ckyna A;, A; u A, Koju cy cBU HOACKYIOBA
KUCTOT YeTBOPOEJEMEHTHOT CKYIIa.

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke AeTa/bHO OOPA3IIOKUATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka c y a, b u ¢ Tpu pasanuure nudppe, On KOjUX HUjenHA HUje
jenHaka HYJHW, 3a KOje BayKU

abc : ¢ = be.
Onpenutu te mudpe.

Y mpasoyriom tpoyray AABC man rarerom AC kao Ham mped-
HUKOM KOHCTPYUWCAH je Kpyr k Koju ceue xunoreHy3y AB y Taukwm
FE. Y raukn FE roHCTpyucaHa je TaHTeHTa t Kpyra k Koja ceue KaTe-
ty BC y rauku D. Ilorazatu ma je tpoyrao ABDFE jenHakOKpaKM.

Iar je mapanenorpam ABCD. Ha npasama AB, BC', CD u DA u3-
abpane cy, pemom, Tauke A1, By, C; u D Tako ma je B cpemnumire
nysxu AAy, C cpemumre nysxku BBi, D cpemumre ny:xu CC7 m A
cpenumre nyxu DD .

a) Iloraszaru ma je uerBopoyrao A; B1C1D; takobhe mapasenorpam.
0) Uspauynaru nospmuny yersopoyraa A;B1C1Dp, ako je moBp-
muHa yerBopoyraa ABCD jemmaxa 2004cm?.

Onpemutu Koepurmjente a,b € R momuuoma P(x) = 23 +ax? —2x +b
aKo ce 3Ha na je ¥ = —2 HyJa nojuHoMa u na P(r) mpu menemy ca
xr + 3 maje ocratak —12, a 3aruMm darropucaru nmoarHOM P().

Koauko mma mpupomaux 6pojeBa n, 10 < n < 100000, memuBuUx ca
4 y yujeMm ce neKagHOM 3alUCy He mojaBibyje mudpa 0 m HUKOje nBe
cycenHe nudpe HUCY jenHare?

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke eTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Hahu cBa peasnna pemema jenrHaduHe
(23— 922 — 2+ 9)? + (23 + 322 —x - 3)* = 0.

Heka je AB npeunur kpyra k u tetuBe AD u BC Tor kpyra ce ceky

y tauku F. [lokazaTtu na
AE - AD + BE - BC
He 3aBucu on u3dbopa ravaka C' u D.

Hahu cBe mpuponme 6pojeBe = m Yy Tako na Baxu T~ + y° +

Ve—y?—-1<1.

Pasnuka kopena kBazapaTHe jemHauumse z° +pr +q = 0 (p,q € R)
jemnaka je 4. Hahwu te ropene tako ma 36up p + q Oyme HajMamu
Moryhwu.

Hahu cBe nesne Gpojese m rakse na Bazku (1+11)"™ = (1 —14)™.

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Tpehu pa3zpen — B kareropuja

\/ log, 2004

Koju je om 6pojeBa 2 n 2004

vV logagos 2

Behu?

Hahu BucuHy npaBuiiHe 4eTBOPOCTpAaHE TUPAMUIE aKO je 3allpeMu-
Ha JIOITE ONKCaHEe OKO MUpaMulie jeqHara V', a HOpMaJa, KOHCTPY-
UCaHa M3 EHTpa Te JIONTEe Ha OOYHy cTpaHy, obpa3yje ca BUCUHOM
OUpaMulIe yrao .

Heka je O cpemumre onucanor kpyra jeaHakokpakor toyria AABC.
Ako je AB=AC =bu «BAC = a (a # 120°). Hahu nyxuny ny:xu
BD, npu uemy je D mpeceuna tauka npasux BO u AC.

T .
IlorazaTu na 3a cBe a u  # k§ (k € Z) Basku HejenHAKOCT

cos* o sin® o

- + =z 1.
sin®3  cos?f3
Kanma Basku jemmaroct?

Y 3aBUCHOCTU OJI PEAJIHOT MapaMeTpa @ PEIIUTU CUCTEM jeTHAYUNHA:

r + vy - 2z =1
2c + 3y 4+ az = 3
T 4+ ay + 3z = 2

Bpewme 3a pan 240 munryTAa.
3amaTke eTajbHO OOPA3IIOKUTH.
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UYerBpTUu pa3pen — b kareropuja

Hahu cBe npocre 6pojese p u ¢ Takse ga jeanaunua x* —prd4+q¢ =0
“Ma [1e0 KOPEH.

Hahu cBe mpuponse 6pojese n takse na ¢yukimmja f(x) = cosnz -
5)

sin —x mma mepuom 3.
n

Heka je n € N. PemuTtu cucreMm jemnauwnsa:

.%‘1($1+£1?2—|-—|—1L‘n) = 1
ro(xy + 22+ ... +x) = 3
x3(xy 22+ ...+ xy) = 5
Tp(r1+ 22+ ...+2,) = 2n—1.

Hahwu cBe peasne BpenHocTu napamerpa a TakBe Ja (QYHKIUja

1
flx) = 3 232 4 q.2%2071 4 (1 —q)2”
oyne pactyha 3a cBe Bpennoctu € R.

IokazaTu ma 3a cBe IpUPOAHE OpoOjeBe n BaKuU
logl +log2+4...+logn
log(n+1) > g1+ gn AL

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.



