
KVALIFIKACIONO TAKMIQEǋE ZA IZBOR

EKIPE SRBIJE I CRNE GORE

Xabac, 18.04.2004.

Dat je kvadrat ABCD i krug γ sa preqnikom AB. Neka je P1.

proizvoǉna taqka stranice CD, M i N redom preseci duжi
AP i BP sa γ koji su razliqiti od A i B, a Q taqka preseka
pravih DM i CN . Dokazati da je Q ∈ γ i da vaжi jednakost
AQ : QB = DP : PC.

Neka su a, b, c realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da2.
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Neka je P (x) polinom n-tog stepena sa korenima i− 1, i− 2, . . . ,3.

i−n i neka su R(x) i S(x) polinomi sa realnim koeficijentima
takvi da je

P (x) = R(x) + iS(x).

Dokazati da polinom R ima n realnih nula. (i je imaginarna
jedinica.)

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Neka prava DM ponovo seqe krug γ u taqki Q1 i neka prave1.

AM i AQ1 redom seku pravu
BC u taqkama R i S. Tada iz
AQ1 ·AS = AB2 = AD2 = a2 sle-
di △ADQ1 ∼ △ASD, odakle je
∢ASD = ∢ADQ1. Sliqno vaжi
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∢ARD = ∢ADM . Prema tome, ∢ASD = ∢ARD, tj. taqke A, S,R,
D leжe na istom krugu, i zato je BS = CR.

Analogno, ako je Q2 = CN ∩ γ (Q2 6= N) i T, U su preseqne taqke
BN,BQ2 sa AD redom, dobijamo da je AU = DT .

Iz CR : AD = CP : PD = CB : DT sledi BS ·AU = CR ·DT = a2,
odakle je SB : BA = BA : AU i najzad △SBA ∼ △BAU . Sledi da
je AS ⊥ BU , pa se AS i BU seku na krugu γ, u taqki Q ≡ Q1 ≡ Q2.
Xta vixe, AQ : QB = AU : AB = DT : BC = DP : PC.

Napomena. Moжe se pokazati da Q ∈ γ i na slede�i naqin:
ako je O centar kvadrata, onda na osnovu Paskalove teoreme
A,M,O,N,B,Q leжe na konusnom preseku, tj. krugu.

Ako se me�u brojevima a, b, c nalaze dva negativna, recimo a i2.

b, onda je 2a − 1

b
< 0 i tvr�eǌe je trivijalno. Nadaǉe pret-

postavǉamo da su a, b, c > 0.
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postaju 2y − x > z, 2z − y > x i 2x− z > y. Me�utim, sabiraǌem
dobijamo x+ y + z > x+ y + z, xto je kontradikcija.

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, smatramo da su a, b, c > 0.

Iz uslova 2b − 1
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> 1 sledi b > 1
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xto vaжi samo za c < 1. Analogno mora da vaжi a < 1 i b < 1,
xto je nemogu�e jer je abc = 1.

Oznaqimo P (x) = Pn(x) = Rn(x)+iSn(x). Dokaza�emo indukcijom3.

po n da su sve nule Pn realne; xta vixe, ako su x1 > x2 > · · · > xn

nule Rn i y1 > y2 > · · · > yn−1 nule Rn−1, da tada vaжi

x1 > y1 > x2 > y2 > · · · > xn−1 > yn−1 > xn.

Ovo tvr�eǌe je trivijalno taqno za n = 1. Pretpostavimo da
vaжi za n− 1.



Kako je Rn + iSn = (x − i + n)(Rn−1 + iSn−1), polinomi Rn i Sn

su rekurentno povezani relacijama Rn = (x + n)Rn−1 + Sn−1 i
Sn = (x+ n)Sn−1 −Rn−1. Odavde dobijamo

Rn − (2x+ 2n− 1)Rn−1 + [(x+ n− 1)2 + 1]Rn−2 = 0.

Ako su z1 > · · · > zn−2 (realne) nule Rn−2, po induktivnoj pret-
postavci imamo zi−1 > yi > zi; kako je vrednost polinoma Rn−2

naizmeniqno pozitivna i negativna na intervalima (z1,+∞),
(z2, z1), itd, sledi da je sgnRn−2(yi) = (−1)i−1. Sada iz relacije
Rn(yi) = −[(x+ n− 1)2 + 1]Rn−2(yi) sledi da je sgnRn(yi) = (−1)i,
xto znaqi da polinom Rn ima nulu na svakom od n intervala
(y1,+∞), (y2, y1), . . . , (−∞, yn−1). Indukcija je gotova.

Drugo rexeǌe. Realan broj a je nula polinoma R(x) ako je
argP (a) = ±π

2
. Funkcija f(x) =

∑n

k=1
arg(x + k − i) (pri qemu

se vrednosti argumenata uzimaju u (−π, π]) je neprekidna i
argP (x) ≡ f(x) (mod π), pa je dovoǉno pokazati da f(x) uzima
vrednosti oblika mπ + π

2
u n realnih taqaka x. Me�utim, ovo

vaжi jer je limx→−∞ f(x) = 0 i limx→∞ f(x) = −nπ.

Napomena. Oba rexeǌa prolaze i ako se koreni i − 1, . . . , i − n

zamene proizvoǉnim kompleksnim brojevima sa pozitivnim ima-
ginarnim delovima.
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