
21. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Pleven, Bugarska – 7. maj 2004.

Niz realnih brojeva a0, a1, a2, . . . zadovoǉava relaciju1.

am+n +am−n −m +n −1=
a2m +a2n

2

za sve m,n ∈N, m Ê n. Ako je a1 = 3, na�i a2004. (Kipar)

Rexiti u skupu prostih brojeva jednaqinu2.

x y
− y x

= x · y2
−19. (Albanija)

Neka je O unutraxǌa taqka oxtrouglog trougla ABC . Krugovi sa centrima3.

u sredixtima stranica trougla ABC koji prolaze kroz taqku O me�usobno se
seku u taqkama K , L i M razliqitim od O. Dokazati da je O centar upisanog
kruga trougla K LM ako i samo ako je O centar opisanog kruga oko trougla
ABC . (Rumunija)

Ravan je podeǉena na oblasti konaqnim brojem pravih, od kojih nikoje tri ne4.

prolaze kroz istu taqku. Dve oblasti nazivamo ”susednim” ukoliko je ǌihova
zajedniqka granica duж, poluprava ili prava. Potrebno je u svakoj oblasti
upisati ceo broj tako da vaжe slede�a dva uslova:

(1◦) proizvod brojeva iz susednih oblasti je maǌi od ǌihovog zbira;

(2◦) zbir svih brojeva sa svake strane proizvoǉne prave jednak je nuli.

Dokazati da je to mogu�e ako i samo ako sve prave nisu paralelne.
(Srbija i Crna Gora)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Stavǉaǌem m = n dobijamo a0 = 1. Daǉe, za n = 0 dobijamo a2m = 4am −2m −3.1.

Sada jednakost iz zadatka postaje am+n +am−n = 2(am +an −n−1). Odavde za n = 1

dobijamo am+1 −2am + am−1 = 2, tj. bm = bm−1 +2 za sve m, gde je bm = am+1 − am.
Kako je b0 = 2, sledi da je bm = 2m +2 i

am = a0 +b0 +b1 +·· ·+bm−1 = 1+ (2+4+·· ·+2m)= m2
+m +1.

Po Fermaovoj teoremi je x y ≡ x (mod y), pa iz date jednaqine dobijamo x ≡−192.

(mod y), tj. y | x +19. Sliqno, svo�eǌe po modulu x daje x | y −19. Kako za x = y

nema rexeǌa, odavde sledi da x y | x − y +19. Pritom je x − y +19 = 0 nemogu�e:
zaista, x bi morao da bude paran, tj. x = 2, ali onda y = 21 nije prost. Dakle,
x y É |x − y +19| < x + y +19, tj. (x −1)(y −1)< 20.

Ostaje da ispitamo nekoliko sluqajeva: (1) x = 2, y É 19; (2) x = 3, y É 7; (3)
y = 3, 5 É x É 7; ili (4) y = 2, 5 É x É 19. Direktnom proverom nalazimo da su (2,3)

i (2,7) jedina rexeǌa (x, y).

Oznaqimo sa A1,B1,C1 redom sredixta duжi BC ,C A, AB. Druga preseqna taqka3.

K krugova (B1,B1O) i (C1,C1O) je simetriqna taqki O u odnosu na B1C1 jer je
B1K = B1O i C1K =C1O; analogno su L i
M redom simetriqne taqki O u odnosu
na C1 A1 i A1B1, redom. Sredixta K1,
L1, M1 duжi OK ,OL,OM redom leжe na
pravim B1C1,C1 A1, A1B1. Primetimo da,
ako je O van △A1B1C1, onda je O tako- A1

B1C1

K

L M

K1

L1 M1

O

�e van △K LM, pa nije centar upisanog kruga △K LM, a nije ni centar opisanog
kruga △ABC . Zato nadaǉe pretpostavǉamo da je O unutar △A1B1C1.

Taqka O je centar upisanog kruga △K LM ako i samo ako je

∢OB1 A1 =∢OK1M1 =∢OK M =∢OK L =∢OK1L1 =∢OC1 A1

i, sliqno, ∢OA1B1 =∢OC1B1 i ∢OA1C1 =∢OB1C1.
(∗)

Ako je O centar opisanog kruga △ABC , tj. ortocentar △A1B1C1, onda (∗) vaжi
(npr. ∢OA1B1 = OC1B1 = 90◦−∢A1B1C1). S druge strane, ako vaжi (∗), onda je
∢B1OC1 = 180◦−∢OB1C1 −∢OC1B1 = 180◦−∢OA1C1 −∢OA1B1 = 180◦−∢B1 A1C1 i ana-
logno ∢C1OA1 = 180◦−∢C1B1 A1, pa je O ortocentar △A1B1C1.

Ako su sve prave paralelne, iz uslova (2◦) sledi da svi brojevi moraju da budu4.

0, ali tada ne vaжi uslov (1◦), pa je traжena dodela nemogu�a.

Sada �emo konstruisati traжenu dodelu ako nisu sve prave paralelne. Za
poqetak, fiksirajmo taqku A u ravni koja ne leжi ni na jednoj od pravih. Za
proizvoǉnu oblast R, odaberimo taqku B unutar ǌe. Jasno je da broj kR pravih
koje seku duж AB ne zavisi od izbora taqke B. Osim toga, za svake dve susedne
oblasti R i S vaжi kR = kS ±1.

Oblasti R dodeǉujemo broj uR ·(−1)kR , gde je uR broj uglova u oblasti R (primer
na slici). Pokaza�emo da ova dodela zadovoǉava uslove zadatka.



(1◦) Po konstrukciji, brojevi a i b dodeǉeni dvema susednim oblastima su

razliqitog znaka, recimo a < 0 < b.
Zato je ab É a < a+b.

(2◦) Upiximo u svaki ugao svake oblas-
ti R broj (−1)kR . Zbir brojeva u ob-
lastima s jedne strane prave p jed-
nak je zbiru brojeva u svim uglovi-
ma na toj strani prave. Kako je u
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svakoj preseqnoj taqki zbir brojeva u uglovima (kojih je 2 ili 4) jednak
nula, ukupan zbir je tako�e 0.
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