43. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

I'mazroB, Bemuka Bpuranuja — cpenma, 24. jya 2002.

Heka je n mpupoman 6poj m T ckyn Tavaka (X,y) y PaBHM TaKBUX Oa Cy X U )
HeHeraTUBHU neyim OpojeBu u X+ y < n. CBaka Tauka ckyna 1 obojeHa je IPBEHO
nnu miaaBo. Ako je tauka (X,y) obojeHA IIPBEHO, TAKBE CY U CBE TaUKe (x’,y’) CKyIIa
T 3a koje je ucropemeno x' <x u y <y. Cyyn om n miaBux Tadyaka Ha3uBa Ce
X-cKkyn akO MMajy pas3IMduTe X-KOOpIAWHATE, & CKYIl OJ N IJIABUX TadvyaKa HA3UBA
ce Y-ckyn ako mMajy pasauuuTe y-roopauHarte. Jlokazatu ma je Opoj X-ckymoBa
jemnak 6pojy Y-ckymosa. (Koaymbuja)

Heka je BC mnpeunur kpyskHUIle kK umju je mentap O, A Tauyka Ha kK TakBa Oa je
0° < <AOB < 120°, a D cpemumre nyka AB kpyskHune k kKoju #He caup:xku Taury C.
Hera nmpaBa koja canpsku tauky O m KOja je mapaJienna ca DA ceue npaBy AC y J.
Hera cumerpana my:xm OA ceue k' y E u F. Iloka3zatm na je J meHTap KPY:KHUIE
ynucane y tpoyrao CEF. (Jymcna Kopeja)

Onpemuru cBe mapose (m,n) npuponaux 6pojesa (m,n=3), Tako na je

a”+a-1

a*+a’-1
npuponan 6poj 3a OeCKOHAYHO MHOTO MPUPOIHUX OpojeBa a. (Pymynuja)
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43. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

I'nasroB, Besimka Bpuraauja — uverBpTak, 25. jyma 2002.

Heka je n>1 npuponan 6poj u Heka cy dy,ds,...,dy CBU MO3UTUBHU OEJIUOIU OpPOja
n, Ipm 4Yemy je
l=di<dy<---<dj=n.
k-1
Heka je D= Z did;,.
i=1
a) okazatu ma je D< n?.

6) OmpemuTu cBe n 3a kKoje je D memuiam 6poja n’. (Pymyruja)

Onpenutu cBe pynrnuje f:R— R TaxkBe na Bakm

(f)+f@)(f)+ @)= flxy—zt)+ f(xt+yz),

3a CBe peatHe X,),z,t. (Unouja)

Heka cy ki, ka,...,k, (n=3) kpyskuune nonynpeunuka 1 y pasau. Heka cy nenTpwu
tux kpysxkauna Or,0s,...,0,, pengoM. AKO HujemHa MpaBa HEMa 3ajeTHUUYKUX TadaKa
ca BUIIE OJ ABE yOUE€HE KPY:KHUIE, MTOKa3aTHU 1a je

1 (n—1Dnm
< .

I<i<js<n 0;0; ) 4 (Yrpajura)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



PEIIIEIHA

Heka je a; 6poj mimaBux Tavyaka Ha IpaBoj X =i, a b; 6poj mIaBUX Tavyaka Ha IPaBOj
y=1i. Tpeba ma mokaskemo ma je apdy---ap—1 =boby---by—1. Y cTBapu, mokazahemo
na je Hu3 dy,...,ap—1 nepmyTanuja "Huida by,...,b,-1.

Tepbeme morasyjemo nHaykurjom no 6pojy upBeHux tadaka. basa nanykuuje (kanga
Cy CBe Tauke IJIaBe) je TPUBHUjaJTHA. YOUMMO cana UPBEHY Tauky (X,)y) ca Hajehuwm
30upoM X+y: Tama je ay=by,=n—-x-y—1. Ako oBy TauKy mpebOjuMO y IIABO, dy
u by he ce cmamutu 3a 1. Ilo MHAYKTUMBHOj IpeTHOCTaBIM, dy,...,0x —1,...,4p-1 j€
nepmyTtanuja bo,...,by—1,...,by_1, 1 UHIYKTUBHA KOPaK OAMaX CJIEMIM.

Ilomro je <BCA = 3<BOA = <BOD,
npaBe CA m OD cy mapaJjieqHe, ma je
JADO mnapamnenorpam. Ompasne je AJ =
OD = OF = AE = AF, ma nmMmamMo

<JFE=<JFA-<EFA=<AJF-<ECA=<AJF-<ACF =<CF]J.

N3 AE = AF cnemu n na CJ nonosu <ECF, na je ] nenrap ynucanor kpyra ACEF.

Heka je R(x) ocTarak mpu messemny moimaoMa F(x) = x"+x—1 ca G(x) =x"+x*-1. 3a
OeckoHavyHO MHOTO X, R(x) je memuBo ca G(x), amu momTo je degR < degG, 3a cBako
nOBOJLHO Besimko |x| he Baskutu |R(X)| <|G(x)|, ma Taxa mopa outu R(x) =0. akme,
R=0, 7j. mommuoMm F(x) je nmemuB ca G(x).

[MonuuoMm H(x) = X" "G(x)—F(x) = x™ "2 _xM™"" _x 41 je nemus ca G(X) 1 OUNTIIETHO

% HUje KOHCTaHTa, Ia uMamo degH =degG+1, tj. m=2n-1.

C npyre crpane, mosuaoMm G(x) mma 6ap jemmy myay a € (0,1) jep je G(0)=-1 u
G(1)=1. Tana je Takobe F(a) =0, 1j. a™+a=a"+a’=1. Axko je m=2n, ouna je
l-a=a"<(@"?=1-a%?, mro je ekBuBanentHo ca a(l—a)(@®+a—1)<0, aau 10 je
Hemoryhe jep je a?+a—-1>a™+a—-1=0. Iaxme, m=2n-1.

n+l1

[Ipema ToMe, 3a HEKO a € Z umamo H(x) = (x—a)G(x) = x" —ax"+x*—ax?’-x+a. Cana

mako mobujamo a=1 u (n,m)=(3,5).

Hanomena. VlcmocTaBiba ce na je MOJIMHOM x"+x*+1 umm UpenynuouIan, Uin jeIHak
UpenynubmUIHOM MOJTUHOMY TTOMHOKEHOM Ca +x+1.

e @i 1 D __1 RIS
[TomTo je <1 = a0 AMAMO -5 = go—+-+ oo Opnasne ciaenn

1 <D<( 1 1)+ +(1 1)_1 1<1
dod,  n?2 \di_y, di d d)  dip



Tj. d1:1<%2<d2. Haxkne, D< n?.

2 n?

Axo D menum n®, mo mpeTXoaHOM MOpa OuTHu ‘5 =dp u k=2, mTo 3HAYM A2 je 1 TPOCT

Opoj.

SamernoMm x=z=0u t=y y mary jemnauumny (x) mobujamo 4f(0)f(y) =2f(0). Ako je
f0)#0, cnemn na je f(y) :% 3a cBe ).
Heka je cama f(0)=0. 3amenom z=t=0 mobujamo

fxy)=fx)f(y) 3acBe x,yeR. (1)

Axo je f(y) =0 3a mero y #0, onasne caemu na je f nmentuuru 0. Haname cmarpamo
na je f(y) #0 3a cee y#0. IIpumernmo na u3 (1) cremu f(x) = f(v/x)?> >0 3a cBe x>0,
ma (x) 3a t=x u z=Yy maje f(x2+y2) = (f(x)+f(y))2 >f(x2) 3a cBe X,y =0. [akie,
dyurmuja f je crporo pactyha ma R*.
N3 (1) cnemm f(1)=1. Ybauusamwem t=y y (%) u ckpahuBamem f(y) ua ocuosy (1)
nobujamo

2(f0)+f(2)=f(x—2)+ f(x+2z) 3a cBe x,z. 2

Nsmeby ocramor, f(z) = f(-z). Hamwe, u3 (2) ce nako mobuja MHIYKIUjOM Ia je
f(nx) =n*f(x) 3a ce neN, a onarne je f(2)= #f(m) = (%)% 3a cBe pammoHAIHE

. . . _ 2
6pojese 7I. Hajsan, xaxo je f pacryha 3a x>0, mopa Gutu f(x) =X~ 3a cBe Xx.

Jlako ce mpoBepaBa ma cy ¢yurmuje f(x) =0, f(x) :% u f(x)= x? zaucra pemema.

. . 2 . . .
JacHo je ma je 0,0; =sinaij <aij, rne je 2a;j yrao usmeDy yHyTpammux 3ajeTHUIIKIX
TaHTeHTU KPyToBa k; 1 kj. 3aTO je HOBOJLHO JOKa3aTh Ha je Y,z aij < (n—1)m.

3a mpousBosre 1<i,j<n (i#j) nocmarpajmo ckyn k;j CBUX Tadyaka Ha KPyry k;
y KOjuMa TaHreHTa Ha k; cede wiam HO-
mupyje kpyr kj. Cryn k;j ce cactoju on
nBa JIyKa ca MeHTpaJHuM yriaoMm &;j. o
yCIOBY 3amaTka, CkymoBu kij (1 <1i,j <
n) cy MebhycoBHO MUCjyHKTHM, Ha OAMAX
uMaMo 23} a;j < 2N

Heka je A KOHBeKCHU OMOTa4 KpPyroBa

ki, ko,...,k,. Hberosa rpanuia ce cacToju o1 HEKOJUKO IY:KU U OJ JYKOBA KPyroBa
ca ykynHuM 30mpom ay:kuHa 27. OBU JIyKOBU Cy AUC]YHKTHU Ca CBUM CKYIOBUMAa
kij, Tako ma je y cTtBapu 2} @;j<2(n-1)7, mTO 3aBpIIaBa HaIl JOKa3.
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