
43. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Glazgov, Velika Britanija – sreda, 24. jul 2002.

Neka je n prirodan broj i T skup taqaka (x, y) u ravni takvih da su x i y1.

nenegativni celi brojevi i x + y < n. Svaka taqka skupa T obojena je crveno
ili plavo. Ako je taqka (x, y) obojena crveno, takve su i sve taqke (x′, y ′) skupa
T za koje je istovremeno x′ É x i y ′ É y. Skup od n plavih taqaka naziva se
X -skup ako imaju razliqite x-koordinate, a skup od n plavih taqaka naziva
se Y -skup ako imaju razliqite y-koordinate. Dokazati da je broj X -skupova
jednak broju Y -skupova. (Kolumbija)

Neka je BC preqnik kruжnice k qiji je centar O, A taqka na k takva da je2.

0◦ < ∢AOB < 120◦, a D sredixte luka AB kruжnice k koji ne sadrжi taqku C .
Neka prava koja sadrжi taqku O i koja je paralelna sa D A seqe pravu AC u J .
Neka simetrala duжi OA seqe k u E i F . Dokazati da je J centar kruжnice
upisane u trougao C E F . (Juжna Koreja)

Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva (m,n Ê 3), tako da je3.

am +a−1

an +a2 −1

prirodan broj za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva a. (Rumunija)
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43. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Glazgov, Velika Britanija – qetvrtak, 25. jul 2002.

Neka je n > 1 prirodan broj i neka su d1,d2, . . . ,dk svi pozitivni delioci broja4.

n, pri qemu je
1= d1 < d2 < ·· · < dk = n.

Neka je D =
k−1
∑

i=1

di di+1.

a) Dokazati da je D < n2.

b) Odrediti sve n za koje je D delilac broja n2. (Rumunija)

Odrediti sve funkcije f : R→R takve da vaжi5.

(

f (x)+ f (z)
)(

f (y)+ f (t )
)

= f (x y − zt )+ f (xt + yz),

za sve realne x, y, z, t . (Indija)

Neka su k1,k2, . . . ,kn (n Ê 3) kruжnice polupreqnika 1 u ravni. Neka su centri6.

tih kruжnica O1,O2, . . . ,On, redom. Ako nijedna prava nema zajedniqkih taqaka
sa vixe od dve uoqene kruжnice, dokazati da je

∑

1Éi< jÉn

1

Oi O j
É

(n −1)π

4
.

(Ukrajina)
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REXEǋA

Neka je ai broj plavih taqaka na pravoj x = i , a bi broj plavih taqaka na pravoj1.

y = i . Treba da dokaжemo da je a0a1 · · ·an−1 = b0b1 · · ·bn−1. U stvari, dokaza�emo
da je niz a0, . . . , an−1 permutacija niza b0, . . . ,bn−1.

Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po broju crvenih taqaka. Baza indukcije (kada
su sve taqke plave) je trivijalna. Uoqimo sada crvenu taqku (x, y) sa najve�im
zbirom x + y: tada je ax = by = n −x − y −1. Ako ovu taqku prebojimo u plavo, ax

i by �e se smaǌiti za 1. Po induktivnoj pretpostavci, a0, . . . , ax −1, . . . , an−1 je
permutacija b0, . . . ,by −1, . . . ,bn−1, i induktivni korak odmah sledi.

2. Poxto je ∢BC A = 1
2∢BOA = ∢BOD,

prave C A i OD su paralelne, pa je
J ADO paralelogram. Odavde je AJ =
OD =OE = AE = AF , pa imamo

A

B C

D

E

F

J

O

∢JF E =∢JF A−∢E F A =∢AJF −∢EC A =∢AJF −∢AC F =∢C F J .

Iz AE = AF sledi i da C J polovi ∢EC F , pa je J centar upisanog kruga △C E F .

Neka je R(x) ostatak pri deǉeǌu polinoma F (x) = xm +x−1 sa G(x) = xn +x2−1. Za3.

beskonaqno mnogo x, R(x) je deǉivo sa G(x), ali poxto je degR < degG, za svako
dovoǉno veliko |x| �e vaжiti |R(x)| < |G(x)|, pa tada mora biti R(x) = 0. Dakle,
R ≡ 0, tj. polinom F (x) je deǉiv sa G(x).

Polinom H(x) = xm−nG(x)−F (x) = xm−n+2−xm−n −x+1 je deǉiv sa G(x) i oqigledno
H (x)
G(x) nije konstanta, pa imamo deg H Ê degG +1, tj. m Ê 2n −1.

S druge strane, polinom G(x) ima bar jednu nulu α ∈ (0,1) jer je G(0) = −1 i
G(1) = 1. Tada je tako�e F (α) = 0, tj. α

m +α = α
n +α

2 = 1. Ako je m Ê 2n, onda je
1−α=α

m É (αn)2 = (1−α
2)2, xto je ekvivalentno sa α(1−α)(α2+α−1)É 0, ali to je

nemogu�e jer je α
2 +α−1 >α

m +α−1 = 0. Dakle, m = 2n −1.

Prema tome, za neko a ∈Z imamo H(x) = (x−a)G(x) = xn+1−axn+x3−ax2−x+a. Sada
lako dobijamo a = 1 i (n,m) = (3,5).

Napomena. Ispostavǉa se da je polinom xn±xk±1 ili ireducibilan, ili jednak
ireducibilnom polinomu pomnoжenom sa x2 ±x +1.

Poxto je di

n = 1
dk+1−i

, imamo D
n2 = 1

dk dk−1
+·· ·+ 1

d2d1
. Odavde sledi4.

1

d2d1
É

D

n2
É

(

1

dk−1
−

1

dk

)

+·· ·+
(

1

d1
−

1

d2

)

= 1−
1

dk
< 1,



tj. d1 = 1 < n2

S É d2. Dakle, D < n2.

Ako D deli n2, po prethodnom mora biti n2

D = d2 i k = 2, xto znaqi da je n prost
broj.

Zamenom x = z = 0 i t = y u datu jednaqinu (∗) dobijamo 4 f (0) f (y) = 2 f (0). Ako je5.

f (0) 6= 0, sledi da je f (y) = 1
2 za sve y.

Neka je sada f (0) = 0. Zamenom z = t = 0 dobijamo

f (x y) = f (x) f (y) za sve x, y ∈R. (1)

Ako je f (y) = 0 za neko y 6= 0, odavde sledi da je f identiqki 0. Nadaǉe smatramo
da je f (y) 6= 0 za sve y 6= 0. Primetimo da iz (1) sledi f (x) = f (

p
x)2 > 0 za sve x > 0,

pa (∗) za t = x i z = y daje f (x2 + y2) = ( f (x)+ f (y))2 Ê f (x2) za sve x, y Ê 0. Dakle,
funkcija f je strogo rastu�a na R

+.

Iz (1) sledi f (1) = 1. Ubacivaǌem t = y u (∗) i skra�ivaǌem f (y) na osnovu (1)
dobijamo

2( f (x)+ f (z)) = f (x − z)+ f (x + z) za sve x, z. (2)

Izme�u ostalog, f (z) = f (−z). Daǉe, iz (2) se lako dobija indukcijom da je
f (nx) = n2 f (x) za sve n ∈ N, a odatle je f ( m

n
) = 1

n2 f (m) = ( m
n

)2 za sve racionalne

brojeve m
n . Najzad, kako je f rastu�a za x > 0, mora biti f (x) = x2 za sve x.

Lako se proverava da su funkcije f (x) = 0, f (x) = 1
2
i f (x) = x2 zaista rexeǌa.

Jasno je da je 2
Oi O j

= sinαi j <αi j , gde je 2αi j ugao izme�u unutraxǌih zajedniqkih6.

tangenti krugova ki i k j . Zato je dovoǉno dokazati da je
∑

i 6= j αi j É (n −1)π.

Za proizvoǉne 1 É i , j É n (i 6= j) posmatrajmo skup ki j svih taqaka na krugu ki

u kojima tangenta na ki seqe ili do-
diruje krug k j . Skup ki j se sastoji od
dva luka sa centralnim uglom αi j . Po
uslovu zadatka, skupovi ki j (1 É i , j É
n) su me�usobno disjunktni, pa odmah
imamo 2

∑

αi j É 2nπ.

Neka je K konveksni omotaq krugova Oi

O j

k1,k2, . . . ,kn. ǋegova granica se sastoji od nekoliko duжi i od lukova krugova
sa ukupnim zbirom duжina 2π. Ovi lukovi su disjunktni sa svim skupovima
ki j , tako da je u stvari 2

∑

αi j É 2(n −1)π, xto zavrxava nax dokaz.
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