
19. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Antalija, Turska – 27. april 2002.

Neki parovi skupa od n taqaka A1, A2, . . . , An (n Ê 4) su me�usobno povezani1.

duжima, tako da je svaka taqka povezana sa bar jox tri uoqene taqke.

Dokazati da postoje razliqite taqke X1, X2, . . . , X2k ∈ {A1, A2, . . . , An} za neko k Ê 2,
tako da su taqke Xi i Xi+1 povezane za svako i (1 É i É 2k), gde je X2k+1 ≡ X1.

(Jugoslavija)

Niz (an )nÊ1 je definisan sa2.

a1 = 20, a2 = 30, an+2 = 3an+1 −an za n Ê 1.

Odrediti sve prirodne n za koje je 1+5an an+1 potpun kvadrat. (Bugarska)

Krugovi C1 i C2 razliqitih polupreqnika se seku u taqkama A i B. Neka su3.

zajedniqke tangente ovih krugova M N i ST (M ,S ∈ C1, N ,T ∈ C2). Dokazati da
ortocentri trouglova AM N , AST , B M N i BST qine temena pravougaonika.

(Rumunija)

Odrediti sve funkcije f : N→N, takve da za svako n ∈N vaжi4.

2n +2001É f ( f (n))+ f (n) É 2n +2002. (Rumunija)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Posmatrajmo najduжi put Y1Y2 . . . Ym sa me�usobno razliqitim taqkama Yi ∈1.

{A1, . . . , An}. Zbog maksimalnosti puta, taqka Y1 je spojena samo sa Y2 i nekim
Yi ,Y j sa 2 < i < j É n. Me�u indeksima 2, i , j , dva su iste parnosti: oznaqimo ih
sa k,ℓ (k < ℓ). Tada je Y1Yk Yk+1 . . .YℓY1 kruжni put sa parnim brojem taqaka.

Iz rekurentne veze dobijamo 5xn xn+1 − 5xn−1xn = 5xn(3xn − 2xn−1) = (4xn − xn−1)2 −2.

(xn−1 +xn)2 = (xn +xn+1)2 − (xn−1 +xn)2. Odavde sledi da je

5xn xn+1 − (xn +xn+1)
2
= 5xn−1xn − (xn−1 +xn)

2
= ·· · = 5x1x2 − (x1 +x2)

2
= 500.

Prema tome, 1+5xn xn+1 = (xn +xn+1)2+501 je izme�u (xn +xn+1)2 i (xn +xn+1+1)2 ako
je xn +xn+1 > 250, tj. za n Ê 4 jer je x3 = 70, x4 = 180, x5 = 470, pa tada nije potpun
kvadrat. Proverom za n = 1,2,3 dobijamo da je 1+5xn xn+1 potpun kvadrat samo
za n = 3: 1+5 ·70 ·180 = 2502 +501= 2512.

Oznaqimo sa H1, H2, H3, H4 redom ortocentre trouglova AM N , AST , B M N i BST .3.

Taqke H3 i H4 su redom simetriqne
taqkama H2 i H1 u odnosu na pravu ℓ

kroz centre krugova C1 i C2. Zato je
dovoǉno dokazati da je H1H2 ⊥ AB.

Taqka D = AB ∩ M N je sredixte duжi
M N jer je DM2 = D A ·DB = DN 2 (poten-
cija u odnosu na date krugove). Ako je
A′ taqka takva da je AM A′N paralelo-
gram, onda je ∢H1M A′ = ∢H1N A′ = 90◦,
tj. taqke M i N leжe na krugu γ nad
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preqnikom H1 A′. I taqka B leжi na γ jer je DB ·D A′ = DM2 = DM ·DN . Odavde
je ∢H1B A′ = 90◦. Analogno je ∢H2B A′ = 90◦, pa je zaista B ∈ H1H2 ⊥ AB.

Funkcija f (n) = n +667 zadovoǉava uslove zadatka.4.

Za dato n ∈N, definiximo niz (ak ) sa a0 = n i ak+1 = f (ak ) za k Ê 0. Ako oznaqimo
bk = ak+1 −ak −667−

1
6
, po uslovu zadatka vaжi −

1
2
É ck = bk+1 +2bk É

1
2
. Kako je

bm = (−2)
mb0 +

m−1
∑

k=0

(−2)
m−1−kck i

an = a0 +667n +

n−1
∑

m=0
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n−1
∑

m=0

(−2)
mb0 +

n−2
∑
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n−1
∑
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(−2)
m−1−kck

= a0 +667n +
1− (−2)n

3
b0 +

n−2
∑

k=0

1− (−2)n−k−1

3
ck

É a0 +667n +
1− (−2)n

3

(

b0 +
(−1)n−1

2

)

,

mora da vaжi an < 0 za neko n ako je |b0| >
1
2
. Poxto je po uslovu zadatka an > 0

za sve n, sledi da je −
1
2
É b0 = f (n)−n −667− 1

6
É

1
2
, odakle je f (n) = n +667.
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