
41. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Kragujevac, 21.04.2001.

Prvi razred

Neka su ABCD i A1B1C1D1 konveksni qetvorouglovi u ravni tak-1.

vi da je AB = A1B1, BC = B1C1, CD = C1D1 i DA = D1A1. Ako
su dijagonale AC i BD me�usobno normalne, dokazati da su to i
dijagonale A1C1 i B1D1.

Dato je 5 duжi, tako da od svake tri moжe da se sastavi trougao.2.

Dokazati da su neke tri od ǌih stranice oxtrouglog trougla.

Neka su p1, p2, . . . , pn (n > 3) prvih n prostih brojeva. Dokazati3.

da je
1

p21
+

1

p22
+ · · ·+

1

p2n
+

1

p1p2 · · · pn
<

1

2
.

Na gomili se nalazi n novqi�a. Dva igraqa igraju igru u kojoj4.

naizmeniqno povlaqe poteze. Potez se sastoji od uzimaǌa 5, 7
ili 11 novqi�a sa gomile. Gubi igraq koji ne moжe da odigra
potez. Koji igraq, prvi ili drugi, ima pobedniqku strategiju
ako je:

(a) n = 2001;

(b) n = 5000?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



41. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Kragujevac, 21.04.2001.

Drugi razred

Neka je S = {x2 + 2y2 | x, y ∈ Z}. Ako je a ceo broj sa svojstvom da1.

3a leжi u S, dokazati da i a leжi u S.

Temena kvadrata ABCD stranice 25/4 leжe na sferi. Paralelne2.

prave kroz taqke A,B,C i D ponovo seku sferu u taqkama A1, B1, C1

i D1, redom. Ako je AA1 = 2, BB1 = 10, CC1 = 6, odrediti duжinu
duжi DD1.

Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji bojeǌe svih taqaka3.

u prostoru tako da je svaki od slede�ih uslova zadovoǉen:

(i) svaka taqka je obojena taqno jednom bojom;

(ii) korix�eno je taqno n boja;

(iii) svaka prava je obojena u najvixe dve boje.

Neka je S skup svih n-torki (x1, x2, . . . , xn) realnih brojeva sa svoj-4.

stvom da je najmaǌi od brojeva x1,
x1 + x2

2
, . . . ,

x1 + x2 + ...+ xn

n
jednak 0, a najve�i jednak 1. Odrediti

max
(x1,...,xn)∈S

max
16i,j6n

(xi − xj) i min
(x1,...,xn)∈S

max
16i,j6n

(xi − xj).

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



41. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Kragujevac, 21.04.2001.

Tre�i i qetvrti razred

Rexiti jednaqinu xy + y = yx + x u skupu prirodnih brojeva.1.

Neka su x1, x2, . . . , x2001 pozitivni brojevi takvi da je2.

x2
i > x2

1 +
x2
2

23
+

x2
3

33
+ · · ·+

x2
i−1

(i− 1)3
za 2 6 i 6 2001.

Dokazati da je

2001
∑

i=2

xi

x1 + x2 + · · ·+ xi−1
> 1.999 .

Neka je k prirodan broj i neka je Nk broj nizova duжine 20013.

qiji su svi qlanovi u skupu {0, 1, 2, . . . , 2k+ 1} i me�u kojima ima
neparan broj nula. Odrediti najve�i stepen dvojke koji deli Nk.

Osnova piramide SABCD je paralelogram ABCD. Ravni odre�e-4.

ne trouglovima ASC i BSD su me�usobno normalne. Na�i povr-
xinu strane ASD, ako su povrxine strana ASB,BSC i CSD jed-
nake x, y i z, redom.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Tvr�eǌe zadatka je direktna posledica poznatog tvr�eǌa:1.1.

Lema. Za qetiri taqke A,B,C,D u ravni vaжi AC ⊥ BD ako i
samo ako je AB2 + CD2 = BC2 +DA2.

Dokaz. Neka su u koordinatnom sistemu A(xa, ya), B(0, 0), C(xc, yc)
i D(d, 0). Tada je AB2 − DA2 = x2

a − (d − xa)
2 = d(2xa − d) i

sliqno BC2−CD2 = d(2xc−d), dakle AB2−DA2 = BC2−CD2

ako i samo ako je xa = xc, tj. AC ⊥ BD. 2

Neka su a 6 b 6 c 6 d 6 e duжine duжi. Pretpostavimo da nikoje1.2.

tri ne qine oxtrougli trougao. Tada je e2 > c2 + d2 > b2 + 2c2 >

2a2+3b2 > 2(a2+b2) > (a+b)2, tj. e > a+b, pa a, b i e nisu stranice
trougla, kontradikcija.

Oznaqimo sa S sumu iz zadatka. Svakako je p1 > 2. Za k > 2 je1.3.

pk > 2k−1, pa je 1
p2

k

6
1

(2k−1)2 < 1
4k(k−1) = 1

4 (
1

k−1 −
1
k
). Tako�e imamo

1
p1p2···pn

< 1
6pn

< 1
6(2n−1)

. Sada je

S <
1

22
+

n
∑

k=2

1

4

(

1

k − 1
−

1

k

)

+
1

6(2n− 1)
=

1

2
−

1

4n
+

1

6(2n− 1)
<

1

2
.

Igraq koji je na potezu gubi ako na gomili ima 0, 1, 2, 3 ili 41.4.

novqi�a. S druge strane, ako je na gomili izme�u 5 i 15 novqi�a,
igraq koji je na potezu moжe da odigra potez tako da ostavi
0, 1, 2, 3 ili 4 novqi�a. Neka je n > 16. Zva�emo broj n lepim ako
daje jedan od ostataka 5, 6, . . . , 15 pri deǉeǌu sa 16, a u suprotnom
ruжnim. Prim�ujemo da:

(1) Ako je n lep, igraq koji je na potezu moжe da odigra potez
tako da ostane ruжan broj жetona.

(2) Ako je n ruжan, ma kako igraq na redu odigrao potez, ostaje
lep broj жetona.

Tako pobe�uje igraq koji posle svakog poteza moжe da ostavi pro-
tivniku ruжan broj жetona. Ako je n lep (npr. n = 2001) to je
prvi igraq, a u suprotnom (npr. za n = 5000) je to drugi igraq.

Ako je 3a = x2 + 2y2, onda je2.1.

a =

(

x+ 2y

3

)2

+ 2

(

x− y

3

)2

=

(

x− 2y

3

)2

+ 2

(

x+ y

3

)2

. (∗)



Iz x2 − y2 = 3(a − y2) sledi da 3 | x − y (i tako�e 3 | x + 2y) ili
3 | x+y (i tako�e 3 | x−2y). U oba sluqaja bar jedno predstavǉaǌe
u (∗) ima celobrojne sabirke.

Sredixta A2, B2, C2, D2 duжi AA1, BB1, CC1, DD1 redom i centar2.2.

sfere O leжe na nekoj ravni π. Oznaqimo sa a, b, c, d redom us-
merena rastojaǌa AA2, BB2, CC2, DD2, pri qemu je b = 5. Imamo
a = ±1, c = ±3 i a+ c = b+ d.

Zbog |b − c| < BC = 25
4 mora biti c = 3. Pretpostavimo da je a =

−1. Tada je A2B2 =
√

( 25
4
)2 − (a− b)2 = 7

4
, B2C2 =

√

( 25
4
)2 − (b− c)2

=
√
561
4 i A2C2 =

√

( 25
2
√
2
)2 − (a− c)2 =

√
994
4 , ali to je nemogu�e jer

je tada A2C2 > A2B2 + B2C2. Ostaje samo sluqaj a = 1 i d = −1,
pa je DD1 = 2|d| = 2.

Traжeno bojeǌe postoji za n = 4 (i samim tim za sve n 6 4):2.3.

dovoǉno je obojiti bojom 1 koordinatni poqetak O, bojom 2 sve
taqke x-ose osim taqke O, bojom 3 sve taqke xy-ravni van x-ose, i
bojom 4 sve taqke prostora van xy-ravni.

Pretpostavimo da traжeno bojeǌe postoji za neko n > 5. Posma-
trajmo taqke A1, A2, A3, A4, A5 u bojama 1, 2, 3, 4, 5, redom, i ravan
α koja nije paralelna nijednoj od pravih AiAj. Ako α ne sadrжi
dve boje, recimo 4 i 5, onda je preseqnu taqku α sa pravom A4A5

nemogu�e obojiti. Dakle, α sadrжi bar 4 raznobojne taqke, re-
cimo B1, B2, B3, B4. Bar dve prave odre�ene parovima ovih taqaka
se seku, recimo O = B1B2 ∩B3B4, a taqku O je nemogu�e obojiti,
xto je kontradikcija.

Po uslovu zadatka je 0 6 sk = x1 + x2 + · · · + xk 6 k za sve k (i2.4.

s0 = 0). Odavde sledi 1 − k 6 xk = sk − sk−1 6 k, pa je xi − xj 6

i− (1− j) = i+ j − 1 6 2n− 2. Traжeni maksimum je zaista 2n− 2,
jer se dostiжe za niz (0, 0, . . . , 0, n− 1, 1− n).

Uslov zadatka garantuje postojaǌe indeksa k, ℓ takvih da je sk = 0
i sℓ = ℓ. Zamenom niza (xi) nizom (1 − xi) po potrebi moжemo da
smatramo da je k < ℓ. Postoji j 6 k takvo da je xj 6 0. S druge
strane, kako je xk+1 + · · · + xℓ = ℓ, za neko i sa k < i 6 ℓ vaжi
xi >

ℓ
ℓ−k

>
n

n−1 , i tada je xi − xj >
n

n−1 . Traжeni minimum je
zaista n

n−1
, jer se dostiжe za niz (0, n

n−1
, n
n−1

, . . . , n
n−1

).

Za x = 1 ili x = y dobijamo trivijalna rexeǌa. Neka je 1 < x < y.3.1.

Jedno rexeǌe je (x, y) = (2, 3); s druge strane, ako je x = 2 i y > 4,
onda je 2y + y > y2 + 2, pa tada nema rexeǌa.

Ostaje sluqaj 3 6 x < y. Tada vaжi xy > yx, ili ekvivalentno,
f(x) > f(y), gde je f(x) = lnx

x
: zaista, funkcija f(x) je opadaju�a



za x > e jer je f ′(x) = 1−lnx
x2 < 0. Prema tome, u ovom sluqaju je

xy + y > yx + x, pa ni tada nema rexeǌa.

Po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti imamo3.2.

(13+23+· · ·+(i−1)3)

(

x2
1 +

x2
2

23
+ · · ·+

x2
i−1

(i− 1)3

)

> (x1+x2+· · ·+xi−1)
2.

Kako je 13 + 23 + · · · + (i − 1)3 = ( i(i−1)
2 )2, odavde sledi i(i−1)

2 xi >

x1 + x2 + · · ·+ xi−1, tj.

xi

x1 + · · ·+ xi−1
>

2

i(i− 1)
= 2

(

1

i− 1
−

1

i

)

.

Sabiraǌem ovih nejednakosti za i = 2, 3, . . . , 2001 sledi tvr�eǌe
zadatka.

Broj posmatranih nizova duжine 2001 sa 2001− 2n nula jednak je3.3.
(

2001
2n

)

(2k + 1)2n. Zato je

Nk =

1000
∑

n=0

(

2001

2n

)

(2k + 1)2n.

Ako oznaqimo Mk =
∑1000

n=0

(

2001
2n+1

)

(2k+1)2n+1, binomna formula daje

Mk +Nk = (2k + 2)2001 i Mk −Nk = (2k)2001, odakle nalazimo Nk =
(2k+2)2001−(2k)2001

2
= 22000((k+1)2001−k2001). Kako je (k+1)2001−k2001

neparan broj, odgovor je 22000.

Postavimo koordinatni sistem tako da su ravni xz i yz redom3.4.

ravni SAC i SBD, a koordinatni poqetak O = AC ∩ BD. Tada
imamo S(0, 0, s), A(a, 0, c), B(0, b, d), C(−a, 0,−c), D(0,−b,−d), pa
lako nalazimo SA2 = a2 + (s − c)2, SB2 = b2 + (s − d)2, SC2 =
a2 + (s + c)2, SD2 = b2 + (s + d)2. Primenom Heronovog obrasca
dobijamo

P 2
SAB = a2b2+a2(s−d)2+b2(s−c)2

4 , P 2
SBC = a2b2+a2(s−d)2+b2(s+c)2

4 ,

P 2
SCD = a2b2+a2(s+d)2+b2(s+c)2

4 , P 2
SDA = a2b2+a2(s+d)2+b2(s−c)2

4 .

Odavde je P 2
SAB + P 2

SCD = P 2
SBC + P 2

SDA, tj. PSDA =
√

x2 − y2 + z2.
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