41. CABE3HO TAKMUWYEIHE 13 MATEMATURKE

KparyjeBam, 21.04.2001.

IIpBu pa3pen

Heka cy ABCD u A1B1(C1D; KOHBEKCHI YeTBOPOYTJIOBU Y PABHU TaK-
BU Oa je AB = AlBh BC = Blch CD = ClDl u DA = D1A1. Axo
cy mujaronase AC' m BD mebhycobHO HOpMAJIHE, NOKA3aTU Oa CY TO U
mujaronane A1Cy u B1D;.

IaTo je 5 my:ku, Tako ma Ol CBaKe TPU MOKe Ia Ce CacCTaBU TPOYTao.
IlokazaTtu na cy HeKe TPUW O HBUX CTPAHUIE OMTPOYIJIIOT TPOYTIJA.

Heka cy p1,p2,...,pn (n = 3) upBux n npoctux 6pojesa. Ilokazaru
na je

1 n 1 n n 1 n 1 - 1

i ps P2 pipepn 2

Ha romunu ce manma3u n HOBumha. /IBa mrpauva murpajy urpy y Kojoj
HaM3MEeHW4YHO moBJyauve more3e. lloTe3 ce cacroju on y3umama o, 7
uiu 11 HOBumha ca rommie. ['yOu urpad KOju He MOKE Oa OAUTPA
note3. Koju wurpad, nmpBu uiau APYTU, UMa MOOETHUUKY CTPATETU]Y
akKo je:

(a) m =2001;

(6) n = 50007

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenau 25 MoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.
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KparyjeBam, 21.04.2001.

Ilpyru pa3pen

Hera je S = {22 +2y? | z,y € Z}. Axo je a meo 6poj ca cBOjCTBOM ma
3a nexwm y S, mokasatu ma u a Jexu y S.

Temena kBanpara ABCD crpanuue 25/4 nesxe na chepu. ITapamenne
npase kpo3 Tauke A, B, C'u D noroBO ceky coepy y Taurama Aq, By, Ch
u Dy, pemom. Ako je AA; =2, BB, =10, CCy = 6, ogpenutu ny:KUHY
nysxu DD .

Hahu cBe mpuponne OpojeBe n 3a kKoje moctoju O60jeme CBUX Tadaka
y IPOCTOPY TAKO Ma je CBaKU O ciienenux yciioBa 3a10BOJHEH:

(i) cBaka Tauka je 0ob6ojeHa TAUHO jemHOM GOjOM;
(ii) kopumhieno je Tauno n Goja;

(iii) cBaka mpaBa je obojena y HajBurie mse 0oje.

Heka je S ckyn cBux n-topku (21, Zs,. .., T,) peadsux OpojeBa ca CBOj-
r1 + T2 1+ 2o+ ...+

5 yee ey n

CTBOM na je HajMawmu on OpojeBa T,
jemuak 0, a majsehwu jemmax 1. OnpenuTtu

max max (z; —x;) u min max (z; — ;).
(z1,..,2n)ES 1L, J<0 (Z1,y..ymp)ES 14, <N

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amartak Bpenou 25 MoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoxuTH.



41. CABE3HO TAKMUWYEIHE 13 MATEMATURKE

KparyjeBam, 21.04.2001.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

Pemvru jemmaunny z¥ +y = y* + = y ckyny npupomaux O0pojena.

Heka cy x1,72,...,2T2001 MTO3UTUBHA OPOjE€BU TAKBU 1a je
2 2 2
2 2, Ty T3 Ti1 ,
DRI © (i —1)3 ST

IlokasaTu na je

Heka je k mpupoman Opoj m Heka je Ni O6poj HuzoBa my:xkuue 2001
unju cy cBu dmanosu y ckymy {0,1,2,...,2k 4+ 1} u meby rojuma uma
Henapan 6poj myna. Oapemutu HajBehu crenen nBojke koju meau Ni.

Ocuosa nupamune SABCD je napanesorpam ABCD. Pasuu onpebe-
me TpoyraoBuma ASC u BSD cy mehycobuo nopmaaune. Hahwu mosp-
muny crpane ASD, ako cy nospmune crpana ASB, BSC u CSD jen-

HaKe T,y U 2, PEIOM.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amartak Bpenou 25 MoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoxuTH.
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1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

PEIIIEIHA

Tepbheme 3amaTka je QuperkTHaA MOCJIeUIla MO3HATOT TBphema:

Jema. 3a gverupu taure A, B,C,D y pasuu Basku AC 1 BD ako u
camo ako je AB? + (CD? = BC? + DA?.

Joxas. Hera cy y roopmuaaTtHOM cucremy A(zq,yq), B(0,0), C(x., y.)
u D(d,0). Tanma je AB?> — DA% = 22 — (d — 2,)? = d(2x, — d) n
cmuuno BC? —CD? = d(2z.—d), nakne AB? —DA? = BC? —CD?
aKo M caMoO ako je T, = x., tj. AC L BD. O

Heka cy a < b < c < d < e nyskune ny:xu. [IpernmocraBuMo ma HUKO]e
TpU He YrMHe OmTPOyrJau Tpoyrao. Tama je €2 > ¢ 4+ d? > b% 4 2¢% >
2a%+3b% > 2(a®+b%) = (a+b)?, Tj. € > a+b, na a,bu e HUCY cTpanHUIE
TPOYTJa, KOHTPaIAKIINA]A.

Osznaummo ca S cymy m3 3anmartka. CBarako je p;1 = 2. 3a k > 2 je

T 1 1 1,1 1
pr > 2k—1, na je P2 S (2k—1)2 < 1k(k—1) 1(—k_1 - E>' Taxkobhe nmamo
1 1 1 .
PN N Gy Canma je

n

S<1+Zl 1 Ly, 1 S N 1 _1
22 L4 \k—-1 k 6(2n—1) 2 4n  6(2n-—1) 2°

Urpau roju je Ha moresy rybu ako mHa romwmaum mMva 0,1,2,3 nan 4
wopumha. C npyre crpane, ako je Ha romuau usmeby 5 u 15 mvoBunha,
urpad KOju je Ha IOoTe3y MOKe na OIurpa IoTe3 TaKO Oa OCTaBU
0,1,2,3 nunu 4 vounha. Heka je n > 16. 3Bahemo 06poj n senum axo
naje jemaH on ocrtaTtaka d,6,...,15 npu nememy ca 16, a y cynpoTHOM
pyxmcrum. IIpuvmhyjemo ma:

(1) Axo je n sem, urpad Koju je Ha MOTe3y MOKEe Ia OIUTrPa MOTe3
TAKO [a OCTaHe PY:KaH OPOj sKeTOHA.

(2) Axo je n py:xaH, Ma KAKO UI'DaY Ha PELy OAUTPAO MOTE3, OCTAje
jen OpOj KeToHA.

Tako mo6ebhyje urpau Koju mociie CBAKOT MOTe3a MOMKe 18 OCTABU IIPO-
TUBHUKY pyskKaH Opoj skerona. Axko je m usen (ump. n = 2001) To je
npBu urpad, a y cynporaom (Hop. 3a n = 5000) je To apyru urpad.

Axo je 3a = 2% + 232, onga je

(B2 () (52 ()




2.2,

2.3.

2.4.

3.1.

Uz 22 — y? = 3(a — y?) cnemm na 3 | © —y (u Takobe 3 | z + 2y) nmm
3| z+y (m rarkobe 3 | x—2y). Y 0b6a cayuaja 6ap jeAHO HpeACTABIHAHE
y (%) mma mesmobpojue cabupke.

Cpemumra As, By, Cy, Dy nysxu AA,, BB,,CC7, DD, penoMm u meHTap
cpepe O nexe Ha Hero] paBHu 7. Osmaummo ca a,b,c,d pemom yc-
Mmepena pacrtojama AAs, BBy, CCy, DDs, npu uemy je b = 5. VMmamo
a=x1l,c=4+3ua+c=>b+d.

36or |b—c| < BC = 2 mopa 6utu ¢ = 3. IIpernocrasumo na je a =
1. Tama je 4By = /(22— (a—b)2 =T, BCy = \/(2)2 — (b—0)?

= —361 u AsCo = (22—\%)2 —(a—c)? === 394, aJau TO je HeMoryhe jep

je rama AsCy > AsBs + B3(Cy. Ocraje camo cayuaj a =1 uwd = —1,
na je DDy = 2|d| = 2.

Tpasxkeno Gojeme mocroju 3a n = 4 (u camum TuM 3a cBe n < 4):
HOBOJBHO je obojutu Gojom 1 roopmuuartHu modverak (), 6ojoM 2 cBe
Tauke r-oce ocuM tauke 0, 60joM 3 CBe Tauke TY-pPaBHU BaH T-0CE, U
bojoMm 4 cBe Tauke MPOCTOpPa BaH TY-paBHU.

[IpernocTaBuMo ma TpaskeHo Oojeme mocToju 3a Heko n > 5. [locma-
Tpajmo Ttauke Ap, Ag, Az, A4, A5 y Gojama 1,2,3,4,5, pemom, 1 paBaun
Q' KOja HUje mapaJieslHa HUjenHoj on npasux A;A;. Ako o He canpxun
nBe 6oje, peruMo 4 1 5, OHIA je MpeceuvHy Tauky « ca mpaBoMm AygAs
Hemoryhe obojutu. Ilakme, a canp:xu 6ap 4 pa3HobojHe Tauke, pe-
nuumo B1, By, B3, By. Bap nBe npase onpebene mapoBuMa OBUX Tavaka
ce cery, peuumo O = B1 By N B3B,, a tauky O je memoryhe obojuru,
IMTO je KOHTPaIUKIA]a.

ITo ycmoBy 3amatka je 0 < sy = 1 + 22+ -+ 2, < k 3a cBe k (u
so =0). OnmaBne cnemn 1 —k < o = s — sp—1 < k, ma je z; —z; <
i—(1—j)=1i+j—1<2n—2. Tpakenu MakCuUMyM je 3aucra 2n — 2,
jep ce moctwxke 3a uHu3 (0,0,...,0,n— 1,1 —n).

Y c0B 3amaTKa TapaHTyje mocTojame nHaekca k, { rakpux ma je sk = 0
n sy = {. 3amenom Hm3a (x;) HU30M (1 — z;) mO mOTPEbM MOKEMO 1A
cmarpamo ga je k < £. Ilocroju j < k TtakBo ma je z; < 0. C mpyre
CTpaHe, KaKO je Tp+1 + ---+x¢ = £, 3a HeKo ¢ ca k < i < { Baxkm

T = ﬁ > 4, W Taza je r; —r; = 5. Tpamenu MUHUMYM je
3amcTa 7, jep ce moctmwe 3a Hu3 (0, 5, 5, ..., ).

3a x =1 uau x = y nobujamo TpuBuUjaJHa pemema. Heka je 1 < x < y.
Jenno pememe je (z,y) = (2,3); ¢ apyre crpane, ako je x =2 u y > 4,
ouga je 2Y +vy > y? + 2, ma Tama HeMa pellemAa.

Ocraje cayuaj 3 < x < y. Tanma Bakum x¥ > y*, MiIM eKBUBAJEHTHO,
f(x) > f(y), rme je f(z) = me: 3aucra, pyurnuja f(x) je omanmajyha



3.2.

3.3.

3.4.

3a ¢ > e jep je f'(x) = 1;# < 0. Ilpema Tome, y oBOM ciaydajy je

¥ +y > y* 4+ r, na HU Taga HEMA peIlena.

[To Kommu-IIIBapIiioBoj HEje AHAKOCTU UMAMO

2
i—

3,03 . 3 2 55% Ti1
(I°4+2°+- - +(i=1)°) 27+ =+ - +

23 (i — 1)3) > (vrtaate - taio)”

Kako je 13 4+ 23 + .- 4+ (1 — 1)3 = (@)2, onaBIe Cienn @xl >
T1+x2+ -+ X1, T

T; 2 1 1
Z =21~ -~ -
T+ wiog (i —1) i—1 i

CabupameMm oBUX HejemHakocTu 3a ¢ = 2,3,...,2001 caenqu TtBpbheme
3a,1aTKa.

Bpoj nocmarpanux HnzoBa aysxuHe 2001 ca 2001 — 2n myna jemHak je
(*9°1) (2k + 1)?". Bato je

2n
1000
2001 on
Nk:§:<2n)@k+m .

n=0

Ako ozmaumio M, = Y100 (227?211)(216—#1)2”“, GunoMHA popMmyia naje

My, + Ny, = (2k +2)20Y u My, — Ny = (2k)?°°1, onmakne manasmio Ny =

(2k+2)200;—(2k)2001 — 92000((f 4 1)2001 _ 2001y " Kaxo je (k- 1)2001 — £2001
Hemapas 6poj, oarosop je 22000,

[TocTaBUMO KOOpIMHATHU CHUCTEM TAaKO N4 Cy PaBHU Tz U YZ PEIOM
paBau SAC u SBD, a xoopmunatau mouetak O = AC N BD. Tana
nmamo S(0,0,s), A(a,0,c¢), B(0,b,d), C(—a,0,—c), D(0,—b,—d), na
nrako mamasumo SA? = a® + (s — ¢)?, SB? = b? + (s — d)?, SC? =
a? + (s +¢)?, SD? = b*® + (s + d)?>. Ipumenom XepomnoBOT obGpacrma
noboujamo

P2 _a?b?+a?(s—d)?+b%(s—c)? P2 _a?b?+a?(s—d)?+b%(s+c)?
SAB — 4 } SBC — 4 )

P2 _a?b?+a?(s4+d)2+b2 (s4c)? P2 _a?b?+a?(s4+d)2+b2(s—c)?
SCD — 4 ; SDA — 4 .

Omapze je Piap + Picp = Pipc + Pipa, 1j- Pspa = /2 —y> + 22
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