
40. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Negotin, 15.04.2000.

Prvi razred

Na poqetku se u epruveti nalazi jedna ameba. Svake sekunde de-1.

xava se jedna od slede�e dve promene: ili se nekoliko ameba
dele, svaka na po sedam novih ameba, ili taqno jedna ameba umire.
Za koje najmaǌe vreme u epruveti moжe da bude taqno 2000 ameba?

Neka je2.

S = 1 +
1

1 + 1
1+2

+ · · ·+
1

1 + 1
1+2

+ · · ·+ 1
1+2+···+2000

.

Dokazati da je S > 1003.

Prave a, b, c, redom paralelne stranicama BC,CA,AB trougla3.

ABC, povuqene su kroz taqku O unutar trougla. Neka a seqe
AB,AC u C2, B1, b seqe BC,BA u A2, C1, i c seqe CA,CB u B2, A1,
redom. Dokazati da trouglovi A1B1C1 i A2B2C2 imaju jednake
povrxine.

Temena mnogougla u koordinatnoj ravni imaju celobrojne koor-4.

dinate, a duжine svih stranica su prirodni brojevi. Dokazati
da je obim mnogougla paran broj.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Drugi razred

Neka je ABCD tetivni qetvorougao. Dokazati da je1.

|AB − CD|+ |BC −DA| > 2|AC −BD|.

Za dato n ∈ N, koliko ima nizova (x1, x2, . . . , xn) cifara iz skupa2.

{0, 1, 2, 3}, takvih da za svako i = 1, 2, . . . , n−1 ure�eni par (xi, xi+1)
nije jedan od parova (1, 2), (1, 3), (3, 2), (3, 3)?

Me�u taqkama 1, 2, . . . , 2n na brojevnoj pravoj, ǌih n je obojeno3.

plavom, a preostalih n crvenom bojom. Neka su a1 < a2 < · · · < an
plave, a b1 > b2 > · · · > bn crvene taqke. Dokazati da zbir

|a1 − b1|+ |a2 − b2|+ · · ·+ |an − bn|

ne zavisi od bojeǌa i izraqunati ga.

Dokazati da se svaki pozitivan racionalan broj moжe predstaviti4.

u obliku
a3 + b3

c3 + d3
,

gde su a, b, c i d prirodni brojevi.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Tre�i i qetvrti razred

Neka su a i b mimoilazne prave odre�ene sa po dva temena kocke, i1.

neka su P ∈ a i Q ∈ b taqke takve da je PQ normalno na a i b. Ako
su M i N temena kocke na pravoj a, na�i sve mogu�e vrednosti
odnosa MP/PN .

Tablica 8×8 popuǌena je brojevima 1, 2, . . . , 64. Za svaka dva broja2.

a, b sa a > b koji se nalaze u istoj vrsti ili koloni izraqunat
je koliqnik a/b. Nazovimo karakteristikom tablice najmaǌi od
ovih razlomaka. Odrediti najve�u mogu�u vrednost karakteris-
tike.

Oznaqimo sa S skup svih prostih brojeva p takvih da u decimal-3.

nom zapisu 1/p ima osnovni period deǉiv sa 3. Za svako p ∈ S,
napiximo 1/p = 0.c1c2 . . . c3r, gde je 3r osnovni period 1/p, i defi-
niximo

f(k, p) = ck + ck+r + ck+2r

za sve k = 1, 2, . . . , r. Na�i najve�u vrednost f(k, p) po svim p ∈ S
i k.

Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi jednakost4.

n
∑

i=0

(−1)i
(

2n− i

i

)

22n−2i = 2n+ 1.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Poxto se broj ameba u svakoj sekundi smaǌuje za 1 (ako jedna1.1.

ameba umre) ili ostaje isti po modulu 6 (ako se neke amebe dele),
a 2000 ≡ 2 (mod 6), bar 5 ameba mora da umre. Daǉe, broj ameba
se svake sekunde uve�a najvixe sedam puta, a 73 < 2000, pa mora
da do�e do deobe ameba bar 4 puta. Dakle, potrebno je bar 9
sekundi.

Devet sekundi je dovoǉno, xto pokazuje primer 1 → 7 → 6 → 42 →
41 → 287 → 286 → 2002 → 2001 → 2000.

Kako je 1 + 1
1+2 + · · ·+ 1

1+2+···+n
= 2

1·2 + 2
2·3 + · · ·+ 2

n(n+1) = ( 21 − 2
2)+1.2.

( 22−
2
3 )+· · ·+( 2

n
− 2

n+1 ) =
2n
n+1 , suma iz zadatka je jednaka

∑2000
n=1

n+1
2n =

1000 + 1
2

∑2000
n=1

1
n
.

Najzad, kako je
∑2k+1

n=2k+1
1
n
>

2k

2k+1 > 1
2
za k > 1, jednostavnom in-

dukcijom dobijamo
∑2k

n=1
1
n
> k

2 + 1. Zato je
∑2000

n=1
1
n
>

∑210

n=1
1
n
> 6,

xto daje traжenu ocenu.

Neka je x = BC2

AB
= CB1

CA
, y = CA2

BC
= AC1

AB
, x = AB2

CA
= BA1

BC
i P = PABC .1.3.

Imamo

PAB1C1
= AC1

AB
· AB1

AC
P = y(1− x)P

i sliqno

PA1BC1
= z(1− y)P i

PA1B1C = x(1− z)P, pa je

A

A1 A2
B

B1

B2

C

C1

C2 O
xc xb

yaza

zbyc

PA1B1C1
= P−PAB1C1

−PA1BC1
−PA1B1C = (1−x−y−z+xy+yz+zx)P .

Na isti naqin dobijamo i PA2B2C2
= (1− x− y− z+ xy+ yz+ zx)P .

Neka su temena mnogougla Ai(xi, yi), i = 1, 2, . . . , n. Duжina strani-1.4.

ce AiAi+1 je
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 ≡
√

(xi+1 − xi + yi+1 − yi)2

= (xi+1 − xi) + (yi+1 − yi) (mod 2), pa sabiraǌem dobijamo A1A2 +
A2A3 + · · ·+ AnA1 ≡ 0 (mod 2).

Neka je d preqnik kruga, a α, β, γ periferijski uglovi nad teti-2.1.

vama AB,BC,CD, redom. Tada je

|AB − CD| = |d sinα− d sin γ| = 2d| sin α−γ
2

cos α+γ
2

|, i

|AC −BD| = |d sin(α+ β)− d sin(β + γ)| = 2d| sin α−γ
2

cos α+2β+γ
2

|.

Iz α+β+γ < π sledi α+γ
2 < α+2β+γ

2 < 180◦− α+γ
2 , pa je | cos α+γ

2 | >

| cos α+2β+γ
2 |, pa je |AC−BD| 6 |AB−CD|. Analogno je |AC−BD| 6

|BC −DA|. Sabiraǌem dobijamo жeǉenu nejednakost.



Oznaqimo sa an, bn, cn, dn brojeve posmatranih nizova duжine n2.2.

koji poqiǌu cifrom 0, 1, 2 i 3, redom. Brisaǌe prve cifre daje
bijekciju izme�u nizova duжine n koji poqiǌu jedinicom (ili
trojkom) i nizova duжine n−1 koji poqiǌu nulom ili jedinicom,
pa je bn = dn = an−1 + bn−1 za n > 1. Sliqno imamo an = cn =
an−1 + bn−1 + cn−1 + dn−1 za n > 1. Korix�eǌem jednakosti an = cn
i bn = dn dobijamo an = 2an−1 + 2bn−1 = 2bn i odatle bn = 3bn−1

za n > 2. Poqetni uslov b2 = 2 daje bn = 2 · 3n−2 i an = 4 · 3n−2 za
n > 2, a ukupan broj nizova duжine n je 2an + 2bn = 4 · 3n−1, xto
vaжi i za n = 1.

Postoji indeks k takav da je {1, 2, . . . , n} = {a1, . . . , ak, bk+1, . . . , bn}.2.3.

Tada je {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n} = {b1, . . . , bk, ak+1, . . . , an}, pa imamo

|a1 − b1|+ · · ·+ |an − bn| =
(b1 − a1) + · · ·+ (bk − ak) + (ak+1 − bk+1) + · · ·+ (an − bn) =
(b1 + · · ·+ bk + ak+1 + · · ·+ an)− (b1 + · · ·+ bk + ak+1 + · · ·+ an) =
((n+ 1) + (n+ 2) + · · ·+ 2n)− (1 + 2 + · · ·+ n) = n2.

Ako stavimo a = c = b + d, imamo a2 − ab + b2 = a2 − ad + d2, pa je2.4.

tada
a3 + b3

a3 + d3
=

(a+ b)(a2 − ab+ b2)

(a+ d)(a2 − ad+ d2)
=

2b+ d

b+ 2d
.

Svaki racionalan broj q ∈ (1, 2) se moжe predstaviti na ovaj
naqin: zaista, ako je n < m < 2n, onda je m

n
= 2b+d

b+2d za b = 2m − n
i d = 2n−m.

Za proizvoǉno q ∈ Q+, dovoǉno je odabrati brojeve x, y ∈ N tako
da je 1 < q(x

y
)3 < 2: po prethodnom, postoje a, b, d ∈ N takvi da je

a3+b3

a3+d3 = q(x
y
)3, tj. (ya)3+(yb)3

(xa)3+(xd)3
= q.

Neka su temena kocke A1(0, 0, 0), B1(1, 0, 0), C1(1, 1, 0), D1(0, 1, 0),3.1.

A2(0, 0, 1), B2(1, 0, 1), C2(1, 1, 1), D2(0, 1, 1).

Neka je M = A1 i neka su a : M+t
−−→
MN i b : R+t

−→
RS jednaqine pravih

a i b u parametarskom obliku. Kako je
−−→
PQ normalan na ~a =

−−→
MN

i ~b =
−→
RS, on je kolinearan sa ~a ×~b, pa je ravan bP ⊥ ~b × (~a×~b) i

samim tim
−→
PR ⊥ ~b× (~a×~b), tj.

−−→
MP · (~b× (~a×~b)) =

−−→
MR · (~b× (~a×~b)),

xto najzad daje MP
PN

=
−−→

MR·(~b×(~a×~b))
−−→

RN ·(~b×(~a×~b))
. Ostaje da ispitamo sluqajeve.

(1◦) N ∈ {B1, C1}, RS ∈ {A2D2, A2C2, A2D1} ⇒ P = A1,
MP
PN

= 0;

(2◦) N = B1, RS = A2C1 ⇒ b× (a× b) = (2,−1, 1), MP
PN

= 1;

(3◦) N = C1, RS ∈ (B1B2D2D1) =ravan simetrale MN ⇒ MP
PN

= 1;

(4◦) N = C1, RS = A2B1 ⇒ b× (a× b) = (1, 2, 1), MP
PN

= 1
2 ,

NP
PM

= 2;

(5◦) N = C2, RS = A2B2 ⇒ b× (a× b) = (0, 1, 1), MP
PN

= 1;



(6◦) N = C2, RS = A2B1 ⇒ b× (a× b) = (2, 2, 2), MP
PN

= 1
2
, NP

PM
= 2.

Ovim su ispitani svi suxtinski razliqiti sluqajevi. Dakle,
mogu�e vrednosti odnosa MP

PN
su 0, 12 , 1, 2,∞.

Oznaqimo sa C(A) karakteristiku tablice A. Bar dva od bro-3.2.

jeva {56, 57, . . . , 64} su u istoj vrsti i bar dva su u istoj koloni,
pa bar jedan od ta dva para nije par (56, 64). Zato je C(A) 6

max
{

63
56
, 64
57

}

= 63
56

= 9
8
.

S druge strane, ako popunimo tablicu tako da je aij ≡ i+ 8(j − i)
(mod 64), svaka dva broja u istoj vrsti ili koloni se razlikuju
za bar 7, i pritom su 57 i 64 u razliqitim vrstama i kolonama,
pa je C(A) > 63

56
= 9

8
. Prema tome, odgovor je 9

8
.

Iz p | 103r − 1 i p ∤ 10r − 1 sledi da p | N = 102r + 10r + 1. Neka je3.3.

xj =
10j−1

p
i yj = {xj} = 0.cjcj+1cj+2 . . . . Tada je cj < 10yj, pa je

f(k, p) = ck + ck+r + ck+2r < 10(yk + yk+r + yk+2r).

Primetimo da je xk + xk+r + xk+2r = 10k−1N
p

ceo broj, pa je to i
yk + yk+r + yk+2r. Odavde je yk + yk+r + yk+2r 6 2 i, prema tome,
f(k, p) < 20.

Kako je npr. f(2, 7) = 4+8+7 = 19, najve�a mogu�a vrednost f(k, p)
je 19.

Oznaqimo am =
∑[m

2
]

i=0(−1)i
(

m−i
i

)

2m−2i. Koriste�i identitet
(

m−i
i

)

=3.4.
(

m−i−1
i

)

+
(

m−i−1
i−1

)

dobijamo

am =
∑

i

(−1)i
(

m− 1− i

i

)

2m−2i +
∑

i

(−1)i
(

m− 1− i

i− 1

)

2m−2i

= 2am−1 − am−2

za svako m. S obzirom na poqetne uslove a0 = 1 i a1 = 2, jedno-
stavnom indukcijom se dobija am = m+ 1.
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