
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.03.2000.

Prvi razred – A kategorija

Neka je ABCD paralelogram u kome je ^A < 90◦. Ako je E taqka u ravni1.
takva da je EA ⊥ AB i EC ⊥ CB, dokazati da su uglovi AED i CEB
podudarni.

Dat je oxtrougli trougao ABC. Konstruisati (leǌirom i xestarom)2.
unutar ovog trougla taqku P takvu da preseci polupravih AP , BP i CP
sa opisanim krugom oko trougla ABC budu temena jednakostraniqnog
trougla.

Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi qiji je zbir 1. Ako je3.
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2 .

Na ostrvu ima 45 kameleona: 17 �utih, 15 sivih i 13 plavih. Oni lutaju4.
ostrvom susre�u�i se povremeno. Pri svakom susretu prisutna su samo
dva kameleona. Ako se sretnu dva kamepelona iste boje, ǌihova boja
ostane nepromeǌena. Ako se sretnu dva kameleona razliqite boje, oba
meǌaju boju u tre�u (npr. ako se sretnu �uti i sivi kameleon, oba me-
ǌaju boju u plavo). Mo�e li se desiti da od jednog momenta (pa nadaǉe)
svi kameleoni na ostrvu imaju istu boju?

Neka su a, b, c, d, x, y pozitivni realni brojevi za koje je5.

a+ 2ay + y = b+ 2bx+ x i x+ 2xd+ d = y + 2yc+ c.

Dokazati da va�i a+ 2ad+ d = b+ 2bc+ c.

Vreme za rad 240 minuta.
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Dat je trougao ABC. Taqka D se nalazi na polupravoj BA tako da je1.
BD = BA+AC, dok taqke K i M pripadaju stranicama BA i BC, redom,
tako da trouglovi BDM i BCK imaju jednake povrxine. Ako je ^BAC =
α, odrediti ^BKM .

Dokazati da za pozitivne realne brojeve a1, a2, a3, a4 va�i najednakost2.
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> 4

3

i da jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = a3 = a4.

Ako su a i b dati realni brojevi, na�i sve parove (x, y) realnih brojeva3.
koji zadovoǉavaju slede�i sistem jednaqina:{

x3y + xy3 = ax+ by
2x2y2 = bx+ ay.

Koliko ima permutacija f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} takvih da za svako4.
j ∈ {1, 2, . . . , n} va�i f(j) 6 j + 1?

Dat je pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena B. Trisek-5.
trise ugla (poluprave koje ga dele na tri podudarna ugla) kod temena A
dele naspramnu katetu BC na tri du�i, od kojih je najdu�a dvostruko
du�a od najkra�e. Odrediti uglove trougla ABC.

Vreme za rad 240 minuta.
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Dati su prirodni brojevi q, n i r, r 6 n. Dokazati da r! deli broj1.

(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qr−1).

Za kakve a, b ∈ R sistem jednaqina2. {
cosx+ cos y = a
sinx+ sin y = b

ima rexeǌa?

Data je kocka ABCDA1B1C1D1. Izraqunati ugao izme�u ravni AB1C1 i3.
A1B1C.

Neka je k prirodan broj ve�i od 1. Niz (xn)n∈N zadat je sa4.

x1 = 1, x2 = k, xn = kxn−1 − xn−2.

Dokazati da za svako n ∈ N postoji m > n tako da su xm−1 i xn uzajamno
prosti.

Na�i maksimalnu vrednost determinante tre�eg reda u kojoj su taqno5.
dva elementa jednaka 4, a ostali su iz skupa {1,−1}.

Vreme za rad 240 minuta.
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Dati su prirodni brojevi q, n i r, r 6 n. Dokazati da r! deli broj1.

(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qr−1).

Za kakve a, b ∈ R sistem jednaqina2. {
cosx+ cos y = a
sinx+ sin y = b

ima rexeǌa?

Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i nejednakost
{
n
√
2
}
>

1

2n
√
2
.3.

(Sa {α} je oznaqen razlomǉeni deo broja α, tj. {α} = α − [α], gde je [α]
najve�i ceo broj koji nije ve�i od α.)

Pod odstojaǌem taqke M od figure Φ podrazumeva se najmaǌe od rasto-4.
jaǌa MN , gde je N ∈ Φ. Ako je dat trougao ABC, dokazati da je skup
taqaka ravni koje su bli�e taqki A nego zatvorenoj du�i BC, u odnosu
na gore definisano odstojaǌe, konveksan.

Opisati sve neprazne konaqne podskupove S intervala [0,∞] takve da za5.
svaka dva (ne obavezno razliqita) elementa x, y ∈ S va�i x + y ∈ S ili
|x− y| ∈ S.

Vreme za rad 240 minuta.
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Odrediti sve funkcije f : N → N takve da je f(1) = 1 i f(f(n) + n) = f(n)1.
za svako n ∈ N.

Na�i sve trojke celih brojeva koje zadovoǉavaju slede�e dve jednaqine:2.

x+ y + z = 0,
x3 + y3 + z3 = −18.

Dat je qetvorougao ABCD. Sredixta stranica AD i BC oznaqena su sa3.
M i N , redom. Ako prava BD polovi du� MN , dokazati da polovi i
dijagonalu AC ovog qetvorougla.

Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine4.

x2000 + px1999 + q = 0,

gde su p i q neparni celi brojevi.

Ako se u datom trouglu saberu po dve visine, tri tako dobijena zbira5.
su u odnosu 27 : 32 : 35. Odrediti najve�i ugao ovog trougla.

Vreme za rad 240 minuta.
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Rexiti sistem jednaqina:1. 
2x4

1 = x2
2(1 + x4

1)
2x4

2 = x2
3(1 + x4

2)
...

2x4
n = x2

1(1 + x4
n)

(x1, . . . , xn su realni brojevi).

Rexiti jednaqinu2.
4x2 − 40[x] + 51 = 0,

gde je sa [x] oznaqen najve�i ceo broj koji nije ve�i od x.

Na vertikalnom torǌu visine H nalazi se antena visine h (h > H).3.
Koliko daleko od podno�ja torǌa mora da stane posmatraq da bi toraǌ
i antenu video pod jednakim uglovima?

Ako je n prirodan broj ve�i od 1 i x =
1 + n2

2n
, dokazati da je vrednost4.
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+
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)
:
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)
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Dokazati jednakost:5. (
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Vreme za rad 240 minuta.
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Da li postoje qetiri taqke A,B,C,D u prostoru tako da va�i AB =1.
CD = BD = 4, AC = 3, BC = AD = 5?

U trouglu ABC sa oxtrim uglom kod temena C, nad sredǌom linijom DE2.
paralelnom AB kao preqnikom konstruisan je krug koji seqe stranice
AC i BC, redom, u taqkama M i N . Izraziti du�inu du�i MN preko
BC = a, AC = b i AB = c.

Dokazati da rastojaǌa proizvoǉne taqke kruga opisanog oko kvadrata3.
do qetiri temena tog kvadrata ne mogu sva biti racionalni brojevi.

Ako su x, y, z pozitivni realni brojevi razliqiti od 3 i ako je4.

y = 3
1

1−log3 x i z = 3
1

1−log3 y ,

dokazati da je x = 3
1

1−log3 z .

Na�i maksimalnu vrednost determinante tre�eg reda u kojoj su taqno5.
dva elementa jednaka 4, a ostali su iz skupa {1,−1}.

Vreme za rad 240 minuta.
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Data je funkcija f koja svakoj taqki neke ravni dodeǉuje po jedan realan1.
broj. Poznato je da je zbir vrednosti ove funkcije u temenima ma kog
pravilnog mnogougla te ravni jednak nuli. Dokazati da funkcija f ima
vrednost 0 u svakoj taqki.

Na�i sve prirodne brojeve x i y za koje va�i2.

x3 − y3 = xy + 25.

Date su funkcije3.

f(x) = arctg x2 i g(x) = arctg(x
√
2− 1)− arctg(x

√
2 + 1) (x ∈ R).

Dokazati da je razlika ovih funkcija konstanta i odrediti tu konstantu.

U kvadratnoj tablici n×n upisani su brojevi 1, 2, . . . , n2, redom (u prvoj4.
vrsti, redom: 1, 2, . . . , n; u drugoj: n + 1, n + 2, . . . , 2n; . . . u posledǌoj:
n2−n+1, n2−n+2, . . . , n2). Izabrano je n od ovih brojeva tako da nikoja
dva nisu u istoj vrsti ili u istoj koloni tablice. Dokazati da suma
izabranih brojeva ne zavisi od ǌihovog izbora i odrediti tu sumu.

U ravni su date dve razliqite taqke A i B. Odrediti geometrijsko5.
mesto taqaka M u toj ravni za koje va�i:

AM ·BM · cos^AMB =
3

4
AB2.

Vreme za rad 240 minuta.


