IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Hera je ABCD napamemorpam y kome je <A < 90°. Arko je F taura y paBHU
takBa na je FA | AB u EC 1 CB, mokasatu nma cy yranosu AED u CEB
IOy JAPHUA.

Har je omrpoyrau tpoyrao ABC. Koucrpywncaru (J€HUPOM U IECTAPOM)
yHyTap OBOr TpoyrJya Tauky P takBy na mpecenu noaynpasux AP, BP u C'P
ca omucaHuM KpyroM oko Tpoyriaa ABC O6ymy TeMeHa jemHaAKOCTPAHUYHOL
TpOyTJIa.

Heka cy aq,as9,...,a, no3utuBau peasau O6pojeBu uumju je 36up 1. Ako je

a% aias a1y, ao2a1 CL% a20y,

S =—+ T i L
2a1 a1 +as ar+a, az+ar 2as as + an
Cl2
_|_..._|__”
an + a1 Qpn + a2 2ay,

anal ana2

a;a;
a; + CLj

(S je 36up cBux u3pasza 06IMKA 3a1<1i,j <n), nokasaru ga je S < 5.

Ha octpBy mMma 45 rameneona: 17 sxytux, 15 cuBux u 13 naasux. Onu nyrtajy
octpBoM cycpehyhu ce moBpemeno. IIpu cBakoM cycpeTy mIpucyTHa Cy caMO
IBa KaMejgeoHa. AKO ce CpeTHy [OBa KaMeleJioHa ucTe 00je, mUX0oBa 0o0ja
ocTaHe HeMpOMemeHa. AKO ce CpeTHy mBa KaMmeJieoHa pasiuuure 0Ooje, 0ba
Memajy 60jy y Tpehy (HOp. ako ce CpeTHY sKyTU U CUBU KaMeJleOH, 00a Me-
®majy 60jy y mnaso). Moske nu ce mecutu na on jeIHOT MOMeHTa (Ia Halalne)
CBU KaMeJIEOHU HA OCTPBY MMajy UCTY 00jy?

Hexka cy a,b, c,d, x,y mo3utuBaM peasHu OpPojeBU 3a Koje je
a+2ay+y=b+2br4+x u x+2xd+d=1y+2yc+ec.

JHoxkazatu na Baku a + 2ad +d = b+ 2bc + c.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

Ilpyru pa3pem — A Kareropwuja

Ilat je tpoyrao ABC. Taurka D ce mamasu Ha moisynpaBoj BA rtako ma je
BD = BA+ AC, nok tauke K u M npunanajy crpanunama BA u BC, pemom,
tako na tpoyriosu BDM u BCK wumajy jemuake mospmmae. Ako je <BAC =
a, onpemutun <BK M.

IlorazaTtu na 3a MO3UTUBHE peajiHe Opojese aj, as,ads, 4 BaKU HAjeTHAKOCT

ai as as as 4

+ + + =
as+as+ay agz+ag+a; ag+ai+as  ap+as+as 3

W 1a Je THAKOCT BayKMd aKO W CaMO aKO Je 4] = Qg = a3 = (4.

Ako cy a u b natu peanuu 6GpojeBu, nahiu cBe mapose (z,y) peanaux 6pojeBa
KOjU 3a00BOJbaBajy ciaemehm cucreM jemHAUMHA:

2y +xy? = ax+by
20%y?> = br+ ay.
Koauko nma nepmyranuja f: {1,2,...,n} = {1,2,...,n} rakBux ma 3a cBako

je{1,2,...,n} Baxnu f(j) <j+17

Ilar je mpasoyrau tpoyrao ABC ca npaBum yriom kon temena B. Tpucek-
Tpuce yria (mosymnpase Koje ra feje Ha TPU HOLyIapHa yria) Kox TeMeHa A
nene Hacupamuy katety BC Ha Tpu Oy:KM, OI KOjUX je Hajay:Ka DBOCTPYKO
nyska on Hajkpahe. Oaxpemutu yraose tpoyraa ABC.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

Tpehu paspen — A kareropuja

Iatu cy npupomau 6pojeBu ¢, n u r, r < n. llokazaru ma r! meau 6poj

@ =D —q) (" —¢).

3a rakBe a,b € R cucrem jennauuna

COST + COSYy = a
sinx +siny = b

nMa, penema”?

Iara je xouka ABCDA,B1C1D;. N3pauynatu yrao usmeby pasau AB1Ci n
A1 B C.

Heka je k nmpuponan 6poj sehu on 1. Hus (z,),en 3amar je ca
r1=1, we=k, x,=kxrp1—Tp 2.

Ilora3aTtu ma 3a cBako n € N moctoju m > n Tako 1a Cy T, — 1 u z, y3ajaMHO
IPOCTH.

Hahu makcumasany BpemHocT merepMuHaHTe Tpeher pema y K0joj cy TadyHO
nBa ejseMeHTa jemnHaka 4, a ocraau cy mu3 ckyma {1,—1}.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

YerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Iatu cy npupomau 6pojeBu ¢, n u r, r < n. llokazaru ma r! meau 6poj

@ =D —q) (" —¢).

3a rakBe a,b € R cucrem jennauuna

COST + COSYy = a
sinx +siny = b

nMa, penema”?

1
2n\/§ .
(Ca {a} je ozmauen pasmomibenu neo 6poja «, tj. {a} = a — |a], roe je [a]
najsehiu meo 6poj koju muje Behu ox «.)

IlokaszaTu na 3a CBaKd NPUPOJIAH OPOj N BaKU HEjeTHAKOCT {n\/i} >

ITon odcmojamem mawke M 00 ¢uzype ¢ mompaszymeBa ce HajMarme O PACTO-
jama MN, rme je N € ®. Aro je mar tpoyrao ABC, mokasatu ma je CKym
Tayaka paBHU KOje cy Osmke tauku A Hero 3arBopenoj my:xku BC, y omHOCY
Ha rope ne@UHUCAHO OJCTOjame, KOHBEKCAH.

Omnucaru cBe HenmpasHe KOHaYHE MOACKynoBe S mHTepBasa [0,00] TakBe na 3a
cBaka 1qBa (He 00aBe3HO pa3aMunTa) €JIeMeHTa T,y € S Baxku x +y € S miam
lz—ylesS.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Onpemurny ce ¢pyuruuje f: N — N rakse na je f(1) =1 u f(f(n)+n) = f(n)
3a cBako n € N.

Hahu cBe Tpojre meaux 6pojeBa Koje 3am0oBosbaBajy ciaemehe maBe jenHauuHe:

r+y+2=0,
3 +y3 4+ 23 = —18.

Ilar je werBopoyrao ABCD. Cpemumra crpanuna AD u BC o3nauena cy ca
M u N, pemom. Axo mpasa BD momoBu ny:x M N, moka3zaTu ma IOJOBU U
mujaronaay AC oBor yeTBOpoOyTrIIA.

Hahu cBa nemobpojua pemema jeaHavmHe

x2000 1999 4

+ px q=0,

rae Cy p U ¢ HemapHu Ieau OpojeBu.

Axo ce y matom Tpoyriy cabepy MO ABE BUCUHE, TPU TAKO mOOUjeHa 30upa
cy y omuocy 27 :32:35. Onpenutu mHajsehu yrao oBor tpoyria.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Pemutu cucrem jemnauuna:

(z1,...,T, cy peamau OpojeBu).

Pemurn jemnaumny
42 — 40[x] + 51 = 0,

rae je ca [x] o3nauen majsehiu nmeo 6poj koju uuje Behu ox .

Ha Bepruramsom Ttopmy BucuHe H Hamnasm ce anrtena sucuue h (h > H).
Konnko manexo onx mogHOXKja TOPEA MOpa Ja CTaHe mocMarpad na 6u Topam
U aHTEHY BUIEO IIOJ jeTHAKUM yTrJIOBUMa’

. ) 14+ n? .
Axko je n mpupoman 6poj Behu on 1 n x = 5 , MOKa3aTU na je BPEeTHOCT
n3pasa "
( 1 n 1 ) ‘ ( 1 1 )
Vr—1 Vz+1) \Ve—1 Vz+1
eo Opoj.

IlokazaTu jemHaKOCT:

(i’/g+§/§)é<1+€/§+€/§)é.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

18.03.2000.

Tpehu pazpen — B kareropuja

Ila mu mocroje werupu tauke A, B,C,D y npocropy Tako na Baxku AB =
CD=BD =4, AC=3, BC=AD =57

Y tpoyray ABC ca omrpum yriom kox temena C, HaI cpenmoM auaujom DFE
napaJsiesssoM AB Ka0o TPEeYHUKOM KOHCTPYWCAH je KPYTr KOjU Cceue CTPAHUIE
AC u BC, pemom, y taukama M u N. W3spasuru mysxuny aysxu M N mpeko
BC=a, AC=bu AB = c.

IlorazaTu na pacrojama IPOM3BOJAHE TadKe KPyra OIMKMCAHOI OKO KBaJpaTa
IO YeTHPHU TeMeHa TOT KBaJApaTa He MOI'y CBa OUTU PAIMOHAJHU OPOjeBU.

Axo cy x, Yy, z TO3UTUBHUA peEaAJHU OPOjEeBU PA3IUYUUTHU O 3 U AKO je
1 1
y:31—10g3:c u Z:31—10g3y7

1
JoKa3aTu fa je x = 31-108s 2

Hahu makcumasny BpemHOCT meTepMHUHaHTE Tpeher pema y KOjoj Cy TadHO
nBa ejeMeHTa jemHaka 4, a ocraau cy m3 ckyna {1,—1}.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IlpymrBo marematuuapa Cpouje

PEIIY BJIMYKO TAKMUWYEIHLE U3 MATEMATURE

18.03.2000.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Ilara je pyurnmja f Koja CBAKOj TAUKM HEKEe PABHU AOMEJbYje IO jeJaH peaJiaH
opoj. Ilosmaro je ma je 30up BpeAHOCTM OBe (PYHKIMje y TeMEHUMa Ma KOT
IPABUJIHOI MHOTOYIJIa Te paBHU jenHak Hyau. Jlokazatu na ¢pyermuja [ nma
Bpenuoct () y CBaKOj TaUKWU.

Hahwu cBe mpuponne OpojeBe x u y 3a KOje BaKuU

x> —y3 = xy + 25.

Ilate cy ¢yHKOMIjE
f(z) =arctgz® u g(z) = arctg(zv2 — 1) — arctg(zvV2+1) (z € R).

Ilorka3aTu na je pa3iauka OBUX (PYHKIMja KOHCTAHTA U OAPEIUTHU Ty KOHCTAHTY.

Y BazpaTHOj TabauIM n X n ymcanu cy 6pojesu 1,2,...,n%, penom (y mpBoj
BpctU, penom: 1,2,....n; y apyroj: n+ 1,n+2,...,2n; ... y IOCIenwn0j:
n?—n+1,n?-n+2,...,n?). Mzabpano je n o1 oBUX GpojeBa TaKo Ma HUKOja

Ba HUCY y KUCTOj BPCTU WM y WCTOj KoJoHU Tabiuie. [lokazatu ma cyma
n3abpaHux OpojeBa He 3aBUCU OJ HUXOBOT M300pa M OOPEAUTU TY CYyMY.

Y paBum cy mare aBe pasauuure tauke A m B. OmpemuTu reoMeTpHjCcKo
MecTo Tadyaka M y TOj paBHU 3a KOje BaKu:

AM - BM - cos<tAMB = gABQ.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



