41. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

Temnon, Jy:xua Kopeja — yropaxk, 18. jysa 2000.

Kpyrosu I'y u I'y cexy ce y taukama M m N. Hera npasa AB momupyje xpyrose I’y
u I, y Taukama A u B, pemom, Tako ma je tauka M Ouawmka mpaBoj AB mero mrTo je
tauka N. Heka mpaBa koja canp:xu Tauyky M u mapaJiejHa je mpaBoj AB npyru myT
ceue kpyr 'y y Taukm C, a kpyr I'» y tauku D. IIpaBe CA u DB cery ce y Tauku E,
npaBe AN u CD y tauku P, a npaBe BN u CD y tauku Q. [lorkazatu na je EP = EQ.

(Pycuja)

Heka cy a, b, ¢ no3utuBHu peasnu 6pojeBu TakBu na je abc=1. IlokazaTtu na je
( 1+1)(b 1+1)( 1+1)<1
a-1+—|[b-1+—]|[c—-1+—]<1.
b c a (CAU)

Heka je n =2 nmpuponan 6poj. Ha xopmsonrtasnoj mpaBoj HaJa3u ce n OyBa Koje
HUCY CB€ y WCTO] TAYKWU. 3a MO3UTUBAH Opoj A momes ce mepumuume Ha cienehwu
HaynH: OuUpajy ce aBe OyBe, KOje ce Haja3e y NPOM3BOBHUM Tauykama A u B, npu
yeMmy je Tauka A n1eBO on B; OyBa m3 Taure A ckade y taury C, KOja ce Ha OaTOj
npaBoj HaJa3u AecHo on B, tako na je BC/AB=A.

Onpemuru cBe BpemHocTu A Tako na, 3a CBaKy Tauyky M Ha OaTOj MpaBOj U MPOU3-
BOJbAH TIOYETHU pacuopen n OyBa, MOCTOjU KOHAYAH HU3 [OTE3a MOCJIe Kojux he ce
ce Oyse malin mecHo on tauke M. (benopycuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 MmuryTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



41. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

Temnon, Jysxkma Kopeja — cpema, 19. jya 2000.

Mabuonuuap nma 100 kapara mymepucanux OpojeBuma omx 1 mo 100. Omn crasma
CBe KapTe y TPU KyTHUje - UPBEHYy, OeJy W MJIaBy, TAKO & CBaKa KyTHja CamAPKA
bap jemuy kapty. ['smemanan m3 mybiuke mpBO Oupa ABe KyTUje, a 3aTUM Ompa IO
jemHy KapTy U3 CBake O HBUX U caommraBa 30up OpojeBa Ha m3abpaHuM KapTama.
3uajyhu taj 306up mabuonuuap onpebyje KyTujy mu3 Koje Huje bupana rapra.

Ha ronuko maumna mabhuoHmuap Moske ma pacrmopenm KapTe y KyTUje TaKO na OBaj
Tpuk yBek Oymne ycueman? (/IBe pacmomerne kapara cy pa3iauumTe ako Oap jemHa
KapTa HUje 00a myTa CTAaB/BEHA Y UCTY KyTH]Y.) (Mahapcrka)

Ia nmu mocToju npuponan 6poj n koju je mesmuB ca Tavyno 2000 pazamunTIX TPOCTUX
Oopojesa, TakaB ma je 6poj 2"+1 memwus ca n? (Pycuja)

Hexka cy AH;, BH,, CH3 Bucuge omTpoyrior Tpoyriaa ABC. Ynucanu Kpyr TpOyTrJa
ABC pmonupyje crpanune BC, CA, AB y taukama 17, T», T3, penom. Hera cy mpase
ly, 0y, ¢35 cumerpuune npasum HyHs, H3H;, HiH, y omHocy Ha mpaBe T»T3, T3Ty,
T\ T», penom. Ilokazatu ma mpase ¢1, ¢, 3 onpebhyjy Tpoyrao yuja TeMeHa JeKe
Ha YyIUCAHOM Kpyry Tpoyria ABC. (Pycuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



PEIITEIHA

Heka ce nmpase MN u AB ceky y taukn K. Ilo morenmmju Tauke je KA =KM-KN =
KB?, 1j. K je cpemumre nysxu AB, a ona-
Tie je mu M cpenumre ny:xu PQ.

KRako je <BAM = <ACM = <EAB u cany- M‘m

HO <{ABM = <EBA, tauke E u M cy cu- ﬂ

MeTPUYHE Y OMHOCY Ha mpaBy AB, ma je w&,\/
AN

EM 1 AB || PQ. Cnenu nma cy TpOyTJOBU

EMP u EMQ nonmynapuu, Tako na je EP = EQ. VE

[TomTo je abc=1, Baxku a= %, b= %, c=% 3a mexke x,¥,z>0. Tpaxena HejenmarocT
X—Y+2y  Y—2+X\, 2—X+Y _ _

ce cBoaM Ha ( Y J(=—7)(=) <1, mTO O3HAUYABAKEM P=Z—X+), =X—Y+z U

r=y—-z+Xx nocraje
8pgr<(p+q)(g+1)(r+p). (%)

Meby 6pojeBuma p, q,r HajBuiie jenan je HeratuBan. Ako je Hup. p <0, oHma je jeBa
cTpaHa (*) HeETaTWMBHA, a NEeCHA MO3UTUBHA, HOK y CAyYajy p,(,r =0 Heje THAKOCT (*)

cilenu MHOXkewmeM p+q=2./pq, q+r=2\/qr ur+p=2,/rp.

[Tokazahemo nma 3a A= ﬁ cBe OyBe MOTY OTMNU TPOM3BOJBLHO HAJEKO yaecHo. (O3-
HaunMo ca d u § HajBehe u HajMame pacTojame udMmehy nBe OyBe y 1aTOM MOMEHTY;
ounryienHo je d = (n—1)0. Aro kpajme jgeBa OyBa IPECKOUU KPajike JEeCHY, HajMame
pactojame usmebhy nBe OyBe ce nehe cmamutu jep je Ad =6, a IpuTOM ce mO3UIja
Kpajme mecHe OyBe momepuisia ynecHo 3a 0ap 6. Tako HM30M OBAKBUX CKOKOBa OyBe
NOCTURY IUJIbL.

Hexka je cama A< % HonenmMo cBakoj OyBM KOOPAMHATY H-€HE MO3UINje HA pe-

anmuoj mpasoj. O3HAUMMO ca Wi U S PEeOOM KOODIWHATY Kpajime necHe OyBe u
30up kKoopamHAaTA CBUX OyBa mocie k ckokoBa. Ako y (k+1)-ToMm ckory OyBa u3
TaYKe @ TPECKOYr TPEeKo OyBe y Tavyku b y Tadyky €, OHIOA je Sgi1 — Sk =C—a =
%(C—b) = %(wkﬂ —wy). Cabupamem oBux Hejemnakoctu 3a k=0,1,...,i—1 mo-
141
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oujaMo nw; = S; 230+%(wi— wo), Tj. -nw; < %wo—so, IITO TIOKa3yje ma je

HU3 W; OIPAHUYEH jep je % —n>0. Ilakne, y oBoM ciyuajy OyBe He MOry oTmhn

IOIPpOMU3BOJLHO OAJIEKO.

Heka cy a,b,c u d rapre TakBe nma cy a,b,c y pa3nmautum KyTujama u c+d = a+ b.
Tana kapte ¢ u d mopajy ma Oynoy y UCTOj KYyTHUjU: Yy CYINPOTHOM, aKO TJIEHAJIAI
caommTu 30up a+ b, mabuonuuap mehe mohu na md curypan oaroBop.

[IpernocTraBuMoO na cy 3a Heko i Kapte i,i+1,i+2 y paznmuuutum kyTtujama. [lomro
jei+([+3)=({+1)+(i+2), kapTe i 1 i+3 cy y UCTO] KyTUjU; CAUYIHO je  [—1 y MUCTO]j



KyTuju Kao i+2 (ako je i>1). JeqHoCTaBHOM MHIYKIMjOM Ce MOKA3yje Ha Cy KapTe
1,4,7,...,100 y jennoj xkyTtuju, kapte 2,5,...,98 y apyroj, u 3,6,...,99 y tpehoj. Tako
y oBOM cay4dajy mmamo 6 moryhux pacmozmeina.

[IpernocraBumo cama ma HUKOje TPU y3aCTOMHE KaPTe HUCY Y PA3JIUYATUM KyTU-
jama. Heka je kapra 1 y kyTuju A 1 HeKa cy b 1 ¢ peioM KapTe ca HajMamuM OpojeM
y kytujama B u C, rae je anp. b<c. Rapta b—1 je y kyTuju A, ma 1o npeTnocTaBIun
b+1 uuje y C; nakiue, ¢>b+1. Axo je cama ¢< 100, ouna u3 b+c = (b—1)+(c+1) caenu
na je c+1y A, anmu ouna u3 b+(c+1) = (b+1)+c caenu na je b+1 y C, KOHTpaIUKIAja.
[Ipema Tome, ¢ =100, u TO je jenuna kapta y C. Hame, 30or 99+b=100+(b—-1), kapTa
99 je y B. Cana kyTuja A He MOKe Ha CAOP:KU HUjeTHY OI Kapara k 3a 2 <k <99,
jep 6u mHaue 300r 99+ k =100+ (k—1) caenuno na je k—1 y C, mro je Hemoryhe.
Iaxne, y A je camo rapra 1, a xapre 2,3,...,99 cy y B. I y oBoMm cayuajy uma 6
Mmoryhux pacmnozena, ma je ykynaH Opoj TpasKeHUX pacmnonena 12.

Hoxrazahemo manyknujom mo k ma 3a cBako k€N mocroju ng € N Koje uma TadyHo k
Pa3JMYNTUX MPOCTUX Mejujala Takas ma Ny |2 +1 u 3| ng.

3a k=1, n; =3 3anoBossasa ycaos. [Ipernocrasumo na je k=1 u ng=3%m, roe 31 m,
ma m uMa k—1 mpoctux memmmana. Tama 6poj 3ng =3%"'m uma rauno k mpoctux
nemmnana u 237 +1 = (27 4+ 1)(22"% — 2% +1) je memuBo ca 3ng, jep 3|22 —27% 4 1.
Onabpahemo mpoct 6poj p KOju He HenU N TaKO na Oyne Nry; =3png. lloBoswHO je
y3eTu p Tako ma p |23 +1 u pf27k +1.

Ocraje ma mpuMeTuMO Oa 3a CBAKU I[e0 OPOj a>2 MOCTOju MPOCT OPOj p KOju meaun
a+1= (a+ 1)(a2—a+ 1), a mwe geau a+1. 3aucra, 300r a-a+1= (a+1)(a—-2)+3 je
u3n(a®?—a+1,a+1)|3 u 32)(a2—a+ 1, ma 3a p MOXKEMO y3eTu OMJIO KOjU IPOCT AEJTUIIAI]
6poja a?—a+1 Behu ox 3.

Hanomena. YcnoB 3| ng je cyBuman: MoOKe Ce MOKAa3aTw (HIP. MOCMATPAHEM Haj-
Mamer IIPOCTOT MeJIUOTa n) ma, ako je n>1 npuponan 6poj u n|2"+1, ouna 3| n.

Yrnose Tpoyria ABC o3nauaBamMo yoOudajeno ca a,f3,y. Heka je I menrap ynmcanor
kpyra Tpoyria ABC u Heka cy Si,S2,S3 penoMm tauke cuMmeTpudHe taukama 11, Iz, T3
y omuocy Ha npaBe AI,BI,CI. Ilokazahemo na je TpaskeHu Tpoyrao yupaso S;S5»2Ss.
Hexka npaBa Al ceue mpaBy T1T» y Ttauku P. Kako je <BIP =90°— % =BT P, uet-
Bopoyrao BIT|P je TeruBaH, Ia BaKU
<APB = <IT1B =90°. Opasne cuaemu na
cy Taure A,B,P H, KOHIUKJIWYHE, TIa je
<{APH, = <ABH; =  =2<UBT), = 2<APTy,
IITO 3Ha4UM Aa cy upase 1P nu AP cuMer-
puune y omuocy Ha upaBy T1T,. Cunenn
na tauyka Q€ 3 cumerpuyHa Tadyku Hy y
onuocy Ha 11T, nexu Ha npaBoj AP.




Cana nmamo <T1QS; =2<T1QP =2<T1H1P =2<<BAP=a=<CH1H, =<T1 H; X 3a upo-
n3BosbHY Tauky X Ha upasBo] HyH, (Hy— H)— X), omakie 3akbydyjeMo Oa je mpasa
QS; cumerpuuna npasoj HyH, y omuocy uHa T)T», Tj. S; € 3. Amasoruo je S € 3,
51,53€£2 u Sz,SgEfl.

Hanomena. Jlako ce Bumu na cy mpase ¢1,¢2,¢3 penoMm napaJsenne crpanurnama BC,
CA u AB, nta ce 1 oaBIe MOKe HACIyTUTU Ja ce paau o Tpoyriy S1S2S3.
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