
41. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Te
on, Juжna Koreja – utorak, 18. jul 2000.

Krugovi Γ1 i Γ2 seku se u taqkama M i N . Neka prava AB dodiruje krugove Γ11.

i Γ2 u taqkama A i B, redom, tako da je taqka M bliжa pravoj AB nego xto je
taqka N . Neka prava koja sadrжi taqku M i paralelna je pravoj AB drugi put
seqe krug Γ1 u taqki C , a krug Γ2 u taqki D. Prave C A i DB seku se u taqki E ,
prave AN i C D u taqki P , a prave B N i C D u taqki Q. Dokazati da je E P = EQ.

(Rusija)

Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da je2.
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Neka je n Ê 2 prirodan broj. Na horizontalnoj pravoj nalazi se n buva koje3.

nisu sve u istoj taqki. Za pozitivan broj λ potez se definixe na slede�i
naqin: biraju se dve buve, koje se nalaze u proizvoǉnim taqkama A i B, pri
qemu je taqka A levo od B; buva iz taqke A skaqe u taqku C , koja se na datoj
pravoj nalazi desno od B, tako da je BC /AB =λ.

Odrediti sve vrednosti λ tako da, za svaku taqku M na datoj pravoj i proiz-
voǉan poqetni raspored n buva, postoji konaqan niz poteza posle kojih �e se
sve buve na�i desno od taqke M. (Belorusija)
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41. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Te
on, Juжna Koreja – sreda, 19. jul 2000.

Ma�ioniqar ima 100 karata numerisanih brojevima od 1 do 100. On stavǉa4.

sve karte u tri kutije - crvenu, belu i plavu, tako da svaka kutija sadrжi
bar jednu kartu. Gledalac iz publike prvo bira dve kutije, a zatim bira po
jednu kartu iz svake od ǌih i saopxtava zbir brojeva na izabranim kartama.
Znaju�i taj zbir ma�ioniqar odre�uje kutiju iz koje nije birana karta.

Na koliko naqina ma�ioniqar moжe da rasporedi karte u kutije tako da ovaj
trik uvek bude uspexan? (Dve raspodele karata su razliqite ako bar jedna
karta nije oba puta stavǉena u istu kutiju.) (Ma�arska)

Da li postoji prirodan broj n koji je deǉiv sa taqno 2000 razliqitih prostih5.

brojeva, takav da je broj 2n +1 deǉiv sa n? (Rusija)

Neka su AH1, B H2, C H3 visine oxtrouglog trougla ABC . Upisani krug trougla6.

ABC dodiruje stranice BC , C A, AB u taqkama T1, T2, T3, redom. Neka su prave
ℓ1, ℓ2, ℓ3 simetriqne pravim H2H3, H3H1, H1H2 u odnosu na prave T2T3, T3T1,
T1T2, redom. Dokazati da prave ℓ1, ℓ2, ℓ3 odre�uju trougao qija temena leжe
na upisanom krugu trougla ABC . (Rusija)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



REXEǋA

Neka se prave M N i AB seku u taqki K . Po potenciji taqke je K A2 = K M ·K N =1.

K B2, tj. K je sredixte duжi AB, a oda-
tle je i M sredixte duжi PQ.

Kako je ∢B AM =∢AC M =∢E AB i sliq-
no ∢AB M = ∢E B A, taqke E i M su si-
metriqne u odnosu na pravu AB, pa je
E M ⊥ AB ∥ PQ. Sledi da su trouglovi A B

C D

E

K

M

N

P Q

E MP i E MQ podudarni, tako da je E P = EQ.

Poxto je abc = 1, vaжi a = x
y , b = y

z , c = z
x za neke x, y, z > 0. Traжena nejednakost2.

se svodi na (
x−y+z

y )(
y−z+x

z )(
z−x+y

x ) É 1, xto oznaqavaǌem p = z − x + y, q = x − y + z i
r = y − z +x postaje

8pqr É (p +q)(q + r )(r +p). (∗)

Me�u brojevima p, q,r najvixe jedan je negativan. Ako je npr. p < 0, onda je leva
strana (∗) negativna, a desna pozitivna, dok u sluqaju p, q,r Ê 0 nejednakost (∗)

sledi mnoжeǌem p +q Ê 2
p

pq, q + r Ê 2
p

qr i r +p Ê 2
p

r p.

Pokaza�emo da za λÊ 1
n−1

sve buve mogu oti�i proizvoǉno daleko udesno. Oz-3.

naqimo sa d i δ najve�e i najmaǌe rastojaǌe izme�u dve buve u datom momentu;
oqigledno je d Ê (n−1)δ. Ako krajǌe leva buva preskoqi krajǌe desnu, najmaǌe
rastojaǌe izme�u dve buve se ne�e smaǌiti jer je λd Ê δ, a pritom se pozicija
krajǌe desne buve pomerila udesno za bar δ. Tako nizom ovakvih skokova buve
postiжu ciǉ.

Neka je sada λ < 1
n−1

. Dodelimo svakoj buvi koordinatu ǌene pozicije na re-
alnoj pravoj. Oznaqimo sa wk i sk redom koordinatu krajǌe desne buve i
zbir koordinata svih buva posle k skokova. Ako u (k + 1)-tom skoku buva iz
taqke a preskoqi preko buve u taqki b u taqku c, onda je sk+1 − sk = c − a =
1+λ
λ (c −b) Ê 1+λ

λ (wk+1 − wk ). Sabiraǌem ovih nejednakosti za k = 0,1, . . . , i − 1 do-

bijamo nwi Ê si Ê s0 + 1+λ
λ (wi −w0), tj. ( 1+λ

λ −n)wi É 1+λ
λ w0 − s0, xto pokazuje da je

niz wi ograniqen jer je 1+λ
λ

−n > 0. Dakle, u ovom sluqaju buve ne mogu oti�i
proizvoǉno daleko.

Neka su a,b,c i d karte takve da su a,b,c u razliqitim kutijama i c +d = a+b.4.

Tada karte c i d moraju da budu u istoj kutiji: u suprotnom, ako gledalac
saopxti zbir a+b, ma�ioniqar ne�e mo�i da dâ siguran odgovor.

Pretpostavimo da su za neko i karte i , i +1, i +2 u razliqitim kutijama. Poxto
je i +(i +3) = (i +1)+(i +2), karte i i i +3 su u istoj kutiji; sliqno je i i −1 u istoj



kutiji kao i +2 (ako je i > 1). Jednostavnom indukcijom se pokazuje da su karte
1,4,7, . . . ,100 u jednoj kutiji, karte 2,5, . . . ,98 u drugoj, i 3,6, . . . ,99 u tre�oj. Tako
u ovom sluqaju imamo 6 mogu�ih raspodela.

Pretpostavimo sada da nikoje tri uzastopne karte nisu u razliqitim kuti-
jama. Neka je karta 1 u kutiji A i neka su b i c redom karte sa najmaǌim brojem
u kutijama B i C , gde je npr. b < c. Karta b−1 je u kutiji A, pa po pretpostavci
b+1 nije u C ; dakle, c > b+1. Ako je sada c < 100, onda iz b+c = (b−1)+(c+1) sledi
da je c+1 u A, ali onda iz b+(c+1)= (b+1)+c sledi da je b+1 u C , kontradikcija.
Prema tome, c = 100, i to je jedina karta u C . Daǉe, zbog 99+b = 100+(b−1), karta
99 je u B. Sada kutija A ne moжe da sadrжi nijednu od karata k za 2 É k É 99,
jer bi inaqe zbog 99+k = 100+ (k −1) sledilo da je k −1 u C , xto je nemogu�e.
Dakle, u A je samo karta 1, a karte 2,3, . . . ,99 su u B. I u ovom sluqaju ima 6
mogu�ih raspodela, pa je ukupan broj traжenih raspodela 12.

Dokaza�emo indukcijom po k da za svako k ∈N postoji nk ∈N koje ima taqno k5.

razliqitih prostih delilaca takav da nk | 2nk +1 i 3 |nk .

Za k = 1, n1 = 3 zadovoǉava uslov. Pretpostavimo da je k Ê 1 i nk = 3αm, gde 3 ∤m,
pa m ima k −1 prostih delilaca. Tada broj 3nk = 3α+1m ima taqno k prostih
delilaca i 23nk + 1 = (2nk + 1)(22nk − 2nk + 1) je deǉivo sa 3nk, jer 3 | 22nk − 2nk + 1.
Odabra�emo prost broj p koji ne deli nk tako da bude nk+1 = 3pnk. Dovoǉno je
uzeti p tako da p | 23nk +1 i p ∤ 2nk +1.

Ostaje da primetimo da za svaki ceo broj a > 2 postoji prost broj p koji deli
a3 +1 = (a +1)(a2 −a +1), a ne deli a +1. Zaista, zbog a2 −a +1 = (a +1)(a −2)+3 je
nzd(a2−a+1, a+1) | 3 i 32 ∤ a2−a+1, pa za p moжemo uzeti bilo koji prost delilac
broja a2 −a+1 ve�i od 3.

Napomena. Uslov 3 | nk je suvixan: moжe se dokazati (npr. posmatraǌem naj-
maǌeg prostog delioca n) da, ako je n > 1 prirodan broj i n | 2n +1, onda 3 |n.

Uglove trougla ABC oznaqavamo uobiqajeno sa α,β,γ. Neka je I centar upisanog6.

kruga trougla ABC i neka su S1,S2,S3 redom taqke simetriqne taqkama T1,T2,T3

u odnosu na prave AI ,B I ,C I . Dokaza�emo da je traжeni trougao upravo S1S2S3.

Neka prava AI seqe pravu T1T2 u taqki P . Kako je ∢B I P = 90◦− γ
2
=∢BT1P , qet-

vorougao B I T1P je tetivan, pa vaжi
∢APB = ∢I T1B = 90◦. Odavde sledi da
su taqke A,B ,P, H1 koncikliqne, pa je
∢APH1 = ∢AB H1 = β = 2∢I BT1 = 2∢APT1,
xto znaqi da su prave H1P i AP simet-
riqne u odnosu na pravu T1T2. Sledi
da taqka Q ∈ ℓ3 simetriqna taqki H1 u
odnosu na T1T2 leжi na pravoj AP . A B
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Sada imamo ∢T1QS1 = 2∢T1QP = 2∢T1H1P = 2∢B AP =α=∢C H1H2 =∢T1H1 X za pro-
izvoǉnu taqku X na pravoj H1H2 (H2 −H1 − X ), odakle zakǉuqujemo da je prava
QS1 simetriqna pravoj H1H2 u odnosu na T1T2, tj. S1 ∈ ℓ3. Analogno je S2 ∈ ℓ3,
S1,S3 ∈ ℓ2 i S2,S3 ∈ ℓ1.

Napomena. Lako se vidi da su prave ℓ1,ℓ2,ℓ3 redom paralelne stranicama BC ,
C A i AB, pa se i odavde moжe naslutiti da se radi o trouglu S1S2S3.
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