IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

IlaT je komBekcan mectoyrao ABCDEF. Csaka onm mujaronana AD u BE
[eJiU MIeCTOYTrao Ha ABa mena jenHakux noBpmwuHa. JlorazaTtu ma je uetBopo-
yrao BDFEA Tpames.

Har je ckyn A C {1,2,...,100} xoju canpxu 10 exemenara. Jlorazaru na
OCTOje OBa MWCjYHKTHA W Hempa3Ha moackyna S u T ckyma A TakBa ma je
30up eneMeHaTa ckyma S jeqHak 30upy ejaemenarta ckyna 1.

Heka je m matu neo 6poj. Ilokaszaru ma mocrtoju 6ap jeman map (r,y) Heanx
OpojeBa TakaB Ooa BasKWU:

222 4+ 11ay + 12y% + 42 + 5y + 6 = 2m.

Y paBuu cy mate kpykuume ki, ks,...,k1999. Kpyskuune ki u ko ce cmosma
nomupyjy y tauku Ap, kpyskuHune ko u ks y taukm Ag, urna, kiggo u ki y
tauku A1g999. Hera je My € k1 mpousBo/bHA Tauka, My IpecevHa Tauvka IMIpaBe
A1 M, n kpysxuune ko, M3 npeceuna tauka npase AsMs u kg, utm, u Moggg
npeceuna Tauka npase AigooMigge 1 k1. Ilorkazatu ma cy Tauke M; u Maggo
AUjaMeTPaJHO CyNpPOTHE Ha Kj.

IIpuponan Opoj n > 2 meau ce penoM CBUM IIPUPOIHUM OPOjeBUMA KOjU Cy O
Imera MamU U 3aIUCy]y ce cBu mobujenu ocraru. Hahu cBe n 3a koje je 306up
CBUX PAa3JIMYUTUX OCTATAKA jeTHAK M.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

Ilpyru pa3pem — A Kareropwuja

Axo cy AA;, BBy u C(C4 Bucuue omrpoyraor tpoyriaa ABC, a As, By, Co
pemoM tauke y Kojuma npase AAy, BBy, CCy ceky Kpyr onmcaH OKO TpOyTJa

ABC, nmokasatu na je
AAs BBy, CCy 4

A4, BB, T cCCy

Hexka cy a > b > ¢ > 0 peannu 6pojesu Taksu 1a je v/3a(b — c¢)—+/c(a — b) = 0.
Axo cy z,y,z,p peannu Gpojesu, onpemutu koM on ckymnosa N, Z\ N, Q\ Z,
R\ Q mau C\ R npunana Bpeanoct u3pasa

flz,y,z,p) = (1—1) (?p—i\/g (—g—\/?gz—iy>—l—

+<%—%)(2+ip) ?y—zz)—i—?(%—m)]

Ha Tabnu je mamucan uspas f(z) = 22 + ax?® + bx + c. IlBa ydeHuka urpajy
caenehy urpy: npBum u3bpuilne Mpon3BOJBAH O TapaMeTapa a, b U ¢ u 3aMeHUn
ra HEKUM peajlHuM OpojeM. 3aTuM APYrW TO UCTO YPadU Ca HEKUM O IIpe-
octayiux mapamMerapa. Ha kpajy npBu 3aMeHU MOCTEIHU TapaMeTap peaiHuM
6pojem. Ako moOUjeHM MOJUHOM HEMa MO3UTUBHUX KOpPEHa, OHIa je mobenmo
VUEHUK KOjU MPBU Urpa. ¥ CYIPOTHOM Urpy mobuja Apyru ydeHuk. Koju om
YUEeHUKa MOKe na mobenu u Kako Tpeba ma urpa’?

Heka cy f u ¢ paznuuuTty KBaApATHU TPUHOMU Ca HAjCTAPUjUM KOe(UIN]jeH-
Tom 1. Axo je f(20)+ f(3)+ f(1999) = ¢(20) + g(3) + g(1999), nahu cee z € R

3a koje je f(x) = g(x).

MaremaTuyap ce n3rydbmo y mryMu KOjy IMOKpuBa 00JacT oOJmKa OecKOHauHe
tpake mupurae 1km. /lokazatu na maremMaTuvyap Moyke n3abpaTy TakaB HAUUH
KpeTama Koju e ra m3BecTu w3 myMe mocie Hajsume 2v/2km npebenor myra.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

Tpehu paspen — A kareropuja

Y rerpaenpy ABCD, uuna AC je nopmanua ua BC, a AD wa BD. Ilorazatu

CD
na je kocunyc yrua udmeby npasux AC u BD mamu on 1B

Heka cy 21,29 KOMIUIEKCHM OpOjeBU KOJU 3aI0BOJLABAjY YCIOBE |21 — 29| =
2 u 2120 = 1. Ilokasatu nma je yerBopoyrao ABCD uuja temena mmajy
KOMILJIEKCHE KoopauHaTte —1, 21,1, 20 jeqHAKOKpakm Tpares.

KRoauko ce majBuIe jemHakOKpaKWX KpCTUNa MOBPIIWHE 5 MOsKE M3Pe3aTu U3
tabie 6 X 67

Y paBHU je 3a1aTO N BEPTUKAJIHUX U 1 XOPU3OHTAJIHUX MPABUX KOje& CE CEKY
y n? Tauaka. IIpaBe cy obojeHe mIaBoM, IPBEHOM WM 3ejeHOM 6ojoM. Heka
je mpecek nBe miaBe MpaBe IJaBa TAaUKa, OBE IIPBEHE IpaBe IPBEHA TAUKA,
ZIBe 3eJIeHe IMpaBe 3eJIeHa TavKa, IPECEK IJaBe U I[PBEeHe IIpaBe 3eJIeHa TadKa,
PBEHE U 3eJieHe IIpaBe IJlaBa TayKa, a 3eJIeHe U IJIaBe IIPaBe IPBEHA TauKa.
Ha raj mauwms je nobujeno n? obojeHnX Tavaka. KOIUKO pasIuyuuTux 6ojema

n? Tavaka KOOWjaMO Pas3NIMUNTHM M360pOM Gojema IMpaBux?

Ompemutu cBe BpeaHocTu nmapamMerpa a € R 3a koje cy jennauune
a(2a —1)sin® z + 3cos® x — 2a* sinz = 0

log1(3tgx — 1) —logy(3tgx +1) — log%(5 —tgz) =1
2

CKBUBAJICHTHE.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

YerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Hera je ABC Tpoyrao ca oarosapajyhum my:kmnama crpasHuna a,b,c. loka-
3aTU Oa y IPOCTOpY mocTtoju tauka D taksBa ma je DA = bc, DB = \/ca n

DC = Vab.

Heka S(n) o3mauaBa 30Up CBUX NPUPOTHUX AEJUJIANA IPUPOAHOT Opoja n
(yrpyuyjyhu 1 u n). Hera je ni,ng,ns3,... crporo pacryhu GeckoHauan HU3
npupoaaux 6GpojeBa takas ga je S(n;) —mn; = m 3a csako ¢ € N. Ogpenuru m.

IlaT je HW3 KOMIIJIEKCHUX OpojeBa ai,as,...,03x KOJU Cy CBU pelIema jen-
maunue x> = 1. On maTor HM3a ce y CBaKOM KOpaky (GOpPMUPa HOBU HU3
aias,asas,...,asxa;. Jlokazarm ma ce mocjae HEKOJIMKO KOPaKa OBUM IOCTYII-

KOM no0uja MoJa3Hu HUS3.

Y paBHU je 3a1aTO N BEPTUKAJIHUX U 1 XOPU3OHTAJHUX IPABUX KOj€ Ce CeKy
y n? Tauaka. IIlpaBe cy obojeHe mIaBOM, IPBEHOM WM 3ejeHOM 6ojoM. Heka
je mpecek mBe IJaBe MpaBe IJlaBa Tadka, OB [IPBEHE MpaBe IPBEHA TAYKa,
BE 3eJieHe MpaBe 3eJieHA TayKa, IPEeCEK IJaBe U IPBEHE IpaBe 3eJeHa TadKa,
I[PBEHE U 3eJIeHe IIpaBe IJIaBa TauKa, a 3€JIeHe U IIJaBe IpaBe I[PBEHA TauKa.
Ha raj Hauus je nobujeno n? obojeHnx Tauvaka. KOIUKO pasnumyuuTux 6ojema

n? Tayaka HOOUjaMO pa3IUUUTUM U300POM GOjerma IMpaBuX?

KRoauko ce majBuIe jemHakOKpaKWX KpCTUNa MOBPIIUHE 5 MOKE M3Pe3aTu U3
Tadie 6 X 67

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

IlaT je komBekcan mectoyrao ABCDEF. Csaka onm mujaronana AD u BE
[eJiU MIeCTOYTrao Ha ABa mena jenHakux noBpmwuHa. JlorazaTtu ma je uetBopo-
yrao BDFEA Tpames.

JokazaTy na #He mocroju moavHoM P(r) ca mesobpojHuUM Koe(pUIUjeHTIMa 38
koju je P(a) = b, P(b) = ¢ u P(c) = a, rme cy a,b,c Tpu pasznum4umra meia
opoja.

Axo cy a,b, ¢ myskuHe cTpaHHIla TPOyTJa, DOKA3aTH Aa je U3pa3
(b + * —a®)? — 4b*c?

HeraTmBaH.

Ia mu mocroje mpupomEM G6pOjeBM m M n TakBU Oa cy u m? +n u n? +m
kBaaparu neaux opojesa? (Omrosop obpasmosxkuru!)

Axo je ad — bc = 1, noxazatu na je a®? +b>+c?+d> +ab+cd # 1.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Axo cy AA;, BBy u C(C4 Bucuue omrpoyraor tpoyriaa ABC, a As, By, Co
pemoM tauke y Kojuma npase AAy, BBy, CCy ceky Kpyr onmcaH OKO TpOyTJa
ABC, nmokasatu na je

AAy BB, CCy
_ 4
A4, BB, T CCy

Hexka cy a > b > ¢ > 0 peannu 6pojesu Taksu 1a je v/3a(b — c)—+/c(a — b) = 0.
Axo cy z,y,z,p peannu Gpojesu, onpemutu koM on ckymnosa N, Z\ N, Q\ Z,
R\ Q mau C\ R npunana BpegHoct uspasa

fx,y,2,p) = (1—1) (ﬁp—i\/g (—z—\/—gz—iy>+

a C

Pemutu nejennauuny

2-125% —3-50" —9-20" +10-8* < 0.

Ila au je 6poj

VE+V3+1
VIO = V5+V6—V3+Vv2-1

panuonasas nian npammonangan? (OOpasnoxuTy oarosop!)

Hahu cBa pemema jennauune

2t — 23— 1022 + 22+ 4 =0.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

Tpehu pazpen — B kareropuja

OnmpemuTu cTpaHUlle HEIPABOYIJIOT TPOYTJa dHhja je MOBPIIMHA Ie0 Opoj, a
Iy:KUHE HerOBUX CTPAHUIA CYy TPU y3aCTOIHA HajMama Moryha mapua O6poja.

IlaTa je mpaBa kyma moJsiynpednuka ocHoBe R u Bucubme H = 2R. Onpenutu
MOJIyIPEYHUK OCHOBE W BUCUHY MPABOr BaJbKa YIMUCAHOT y Ty KYIy KOjU UMa
HajBehy moBpImmHYy oMoTaua.

Hahu reoMeTpujcko MeCTO Tadyaka CUMETPUYHHUX KIEM mapaborie y? = pr y
OMHOCY HA CBe TaHreHTe mapaboie.

Ilokazatu nma mpuponan 6poj uuju je 30up mudapa jeqHark 5 He MOKe OUTH
IIOTIIYH KBaIpar.

Onpemutu cBe BpemnocTtu napamMerpa a € R 3a Koje cy jemHavmne
a(2a — 1) sin® 2 + 3cos® x — 2a*sinz = 0

log1 (3tgx — 1) —log,(3tgx + 1) —1og%(5—tgm) =1

CKBIBAJICHTHE.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

Yauak, 20.03.1999.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Hahwu cBe monumome P TakBe ma 3a CBaku peaJiaH OpOj T BasKu

P*+1)=Px)*+1 u P(0)=0.

x> 2d

IHorazatu na 3a r > 0 Basku: arctgr < x — 3 + 5

IlaT je HM3 KOMIIJIEKCHUX OpojeBa ai,ds,...,03x KOJU Cy CBU peNIema jen-

maunae 2> = 1. On maTor HmM3a ce y CBaKOM KOpakKy (OpPMUpa HOBM HU3

aias,asas, . ..,asxa;. Jlokazaru ma ce mociae HEKOJIMKO KOPaKa OBUM IMOCTYII-
KOM no0uja MmoJas3Hu HU3.

Kousuko pemema y narepBaty [0, 1] nma jennaguna

82(22% — 1)(8z* — 822 +1) =17

Onpenuru cBe BpenHocTu napaMerpa a € R 3a koje cy jenHaunse
a(2a — 1) sin® z + 3 cos® v — 2a? sinz = 0

logi1(3tgz — 1) — logy(3tgx + 1) —log%(5—tgx) =1
2 2

CKBUBAJICHTHE.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



