
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Prvi razred – A kategorija

Dat je konveksan xestougao ABCDEF . Svaka od dijagonala AD i BE1.
deli xestougao na dva dela jednakih povrxina. Dokazati da je qetvoro-
ugao BDEA trapez.

Dat je skup A ⊂ {1, 2, . . . , 100} koji sadr�i 10 elemenata. Dokazati da2.
postoje dva disjunktna i neprazna podskupa S i T skupa A takva da je
zbir elemenata skupa S jednak zbiru elemenata skupa T .

Neka je m dati ceo broj. Dokazati da postoji bar jedan par (x, y) celih3.
brojeva takav da va�i:

2x2 + 11xy + 12y2 + 4x+ 5y + 6 = 2m.

U ravni su date kru�nice k1, k2, . . . , k1999. Kru�nice k1 i k2 se spoǉa4.
dodiruju u taqki A1, kru�nice k2 i k3 u taqki A2, itd, k1999 i k1 u
taqki A1999. Neka je M1 ∈ k1 proizvoǉna taqka, M2 preseqna taqka prave
A1M1 i kru�nice k2, M3 preseqna taqka prave A2M2 i k3, itd, i M2000

preseqna taqka prave A1999M1999 i k1. Dokazati da su taqke M1 i M2000

dijametralno suprotne na k1.

Prirodan broj n > 2 deli se redom svim prirodnim brojevima koji su od5.
ǌega maǌi i zapisuju se svi dobijeni ostaci. Na�i sve n za koje je zbir
svih razliqitih ostataka jednak n.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Drugi razred – A kategorija

Ako su AA1, BB1 i CC1 visine oxtrouglog trougla ABC, a A2, B2, C21.
redom taqke u kojima prave AA1, BB1, CC1 seku krug opisan oko trougla
ABC, dokazati da je

AA2
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+

BB2
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CC2
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= 4.

Neka su a > b > c > 0 realni brojevi takvi da je
√
3a(b− c)−

√
c(a− b) = 0.2.

Ako su x, y, z, p realni brojevi, odrediti kom od skupova N, Z \ N, Q \ Z,
R \Q ili C \ R pripada vrednost izraza
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Na tabli je napisan izraz f(x) = x3 + ax2 + bx + c. Dva uqenika igraju3.
slede�u igru: prvi izbrixe proizvoǉan od parametara a, b i c i zameni
ga nekim realnim brojem. Zatim drugi to isto uradi sa nekim od pre-
ostalih parametara. Na kraju prvi zameni posledǌi parametar realnim
brojem. Ako dobijeni polinom nema pozitivnih korena, onda je pobedio
uqenik koji prvi igra. U suprotnom igru dobija drugi uqenik. Koji od
uqenika mo�e da pobedi i kako treba da igra?

Neka su f i g razliqiti kvadratni trinomi sa najstarijim koeficijen-4.
tom 1. Ako je f(20) + f(3) + f(1999) = g(20) + g(3) + g(1999), na�i sve x ∈ R
za koje je f(x) = g(x).

Matematiqar se izgubio u xumi koju pokriva oblast oblika beskonaqne5.
trake xirine 1km. Dokazati da matematiqar mo�e izabrati takav naqin
kretaǌa koji �e ga izvesti iz xume posle najvixe 2

√
2km pre�enog puta.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Tre�i razred – A kategorija

U tetraedru ABCD, ivica AC je normalna na BC, a AD na BD. Dokazati1.

da je kosinus ugla izme�u pravih AC i BD maǌi od
CD

AB
.

Neka su z1, z2 kompleksni brojevi koji zadovoǉavaju uslove |z1 − z2| =2.
2 i z1 · z2 = 1. Dokazati da je qetvorougao ABCD qija temena imaju
kompleksne koordinate −1, z1, 1, z2 jednakokraki trapez.

Koliko se najvixe jednakokrakih krsti�a povrxine 5 mo�e izrezati iz3.
table 6× 6?

U ravni je zadato n vertikalnih i n horizontalnih pravih koje se seku4.
u n2 taqaka. Prave su obojene plavom, crvenom ili zelenom bojom. Neka
je presek dve plave prave plava taqka, dve crvene prave crvena taqka,
dve zelene prave zelena taqka, presek plave i crvene prave zelena taqka,
crvene i zelene prave plava taqka, a zelene i plave prave crvena taqka.
Na taj naqin je dobijeno n2 obojenih taqaka. Koliko razliqitih bojeǌa
n2 taqaka dobijamo razliqitim izborom bojeǌa pravih?

Odrediti sve vrednosti parametra a ∈ R za koje su jednaqine5.

a(2a− 1) sin3 x+ 3 cos3 x− 2a2 sinx = 0

i
log 1

2
(3 tg x− 1)− log2(3 tg x+ 1)− log 1√

2
(5− tg x) = 1

ekvivalentne.

Vreme za rad 240 minuta.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je ABC trougao sa odgovaraju�im du�inama stranica a, b, c. Doka-1.
zati da u prostoru postoji taqka D takva da je DA =

√
bc, DB =

√
ca i

DC =
√
ab.

Neka S(n) oznaqava zbir svih prirodnih delilaca prirodnog broja n2.
(ukǉuquju�i 1 i n). Neka je n1, n2, n3, . . . strogo rastu�i beskonaqan niz
prirodnih brojeva takav da je S(ni)−ni = m za svako i ∈ N. Odrediti m.

Dat je niz kompleksnih brojeva a1, a2, . . . , a3k koji su svi rexeǌa jed-3.
naqine x3 = 1. Od datog niza se u svakom koraku formira novi niz
a1a2, a2a3, . . . , a3ka1. Dokazati da se posle nekoliko koraka ovim postup-
kom dobija polazni niz.

U ravni je zadato n vertikalnih i n horizontalnih pravih koje se seku4.
u n2 taqaka. Prave su obojene plavom, crvenom ili zelenom bojom. Neka
je presek dve plave prave plava taqka, dve crvene prave crvena taqka,
dve zelene prave zelena taqka, presek plave i crvene prave zelena taqka,
crvene i zelene prave plava taqka, a zelene i plave prave crvena taqka.
Na taj naqin je dobijeno n2 obojenih taqaka. Koliko razliqitih bojeǌa
n2 taqaka dobijamo razliqitim izborom bojeǌa pravih?

Koliko se najvixe jednakokrakih krsti�a povrxine 5 mo�e izrezati iz5.
table 6× 6?

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Prvi razred – B kategorija

Dat je konveksan xestougao ABCDEF . Svaka od dijagonala AD i BE1.
deli xestougao na dva dela jednakih povrxina. Dokazati da je qetvoro-
ugao BDEA trapez.

Dokazati da ne postoji polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima za2.
koji je P (a) = b, P (b) = c i P (c) = a, gde su a, b, c tri razliqita cela
broja.

Ako su a, b, c du�ine stranica trougla, dokazati da je izraz3.

(b2 + c2 − a2)2 − 4b2c2

negativan.

Da li postoje prirodni brojevi m i n takvi da su i m2 + n i n2 + m4.
kvadrati celih brojeva? (Odgovor obrazlo�iti!)

Ako je ad− bc = 1, dokazati da je a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ cd ̸= 1.5.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Drugi razred – B kategorija

Ako su AA1, BB1 i CC1 visine oxtrouglog trougla ABC, a A2, B2, C21.
redom taqke u kojima prave AA1, BB1, CC1 seku krug opisan oko trougla
ABC, dokazati da je

AA2

AA1
+

BB2

BB1
+

CC2

CC1
= 4.

Neka su a > b > c > 0 realni brojevi takvi da je
√
3a(b− c)−

√
c(a− b) = 0.2.

Ako su x, y, z, p realni brojevi, odrediti kom od skupova N, Z \ N, Q \ Z,
R \Q ili C \ R pripada vrednost izraza

f(x, y, z, p) =
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Rexiti nejednaqinu3.

2 · 125x − 3 · 50x − 9 · 20x + 10 · 8x 6 0.

Da li je broj4. √
5 +

√
3 + 1√

10−
√
5 +

√
6−

√
3 +

√
2− 1

racionalan ili iracionalan? (Obrazlo�iti odgovor!)

Na�i sva rexeǌa jednaqine5.

x4 − x3 − 10x2 + 2x+ 4 = 0.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Tre�i razred – B kategorija

Odrediti stranice nepravouglog trougla qija je povrxina ceo broj, a1.
du�ine ǌegovih stranica su tri uzastopna najmaǌa mogu�a parna broja.

Data je prava kupa polupreqnika osnove R i visine H = 2R. Odrediti2.
polupreqnik osnove i visinu pravog vaǉka upisanog u tu kupu koji ima
najve�u povrxinu omotaqa.

Na�i geometrijsko mesto taqaka simetriqnih �i�i parabole y2 = px u3.
odnosu na sve tangente parabole.

Dokazati da prirodan broj qiji je zbir cifara jednak 5 ne mo�e biti4.
potpun kvadrat.

Odrediti sve vrednosti parametra a ∈ R za koje su jednaqine5.

a(2a− 1) sin3 x+ 3 cos3 x− 2a2 sinx = 0

i
log 1

2
(3 tg x− 1)− log2(3 tg x+ 1)− log 1√

2
(5− tg x) = 1

ekvivalentne.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Qaqak, 20.03.1999.

Qetvrti razred – B kategorija

Na�i sve polinome P takve da za svaki realan broj x va�i1.

P (x2 + 1) = P (x)2 + 1 i P (0) = 0.

Dokazati da za x > 0 va�i: arctg x < x− x3

3
+

x5

5
.2.

Dat je niz kompleksnih brojeva a1, a2, . . . , a3k koji su svi rexeǌa jed-3.
naqine x3 = 1. Od datog niza se u svakom koraku formira novi niz
a1a2, a2a3, . . . , a3ka1. Dokazati da se posle nekoliko koraka ovim postup-
kom dobija polazni niz.

Koliko rexeǌa u intervalu [0, 1] ima jednaqina4.

8x(2x2 − 1)(8x4 − 8x2 + 1) = 1?

Odrediti sve vrednosti parametra a ∈ R za koje su jednaqine5.

a(2a− 1) sin3 x+ 3 cos3 x− 2a2 sinx = 0

i
log 1

2
(3 tg x− 1)− log2(3 tg x+ 1)− log 1√

2
(5− tg x) = 1

ekvivalentne.

Vreme za rad 240 minuta.


