
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

06.02.1999.

Prvi razred – A kategorija

Koliko ima relacija ekvivalencije na skupu od xest elemenata takvih1.
da svakoj klasi ekvivalencije pripadaju bar dva elementa?

Neka su x i y celi brojevi. Ako je 6x+ 11y deǉivo sa 31, dokazati da je2.
i x+ 7y tako�e deǉivo sa 31.

Prirodan broj oblika 4n + 1 mo�e se predstaviti u obliku zbira dva3.
kvadrata ako i samo ako se broj 8n+2 mo�e predstaviti u obliku zbira
dva kvadrata. Dokazati.

U kutiju je stavǉeno k maǌih kutija. Zatim se u neke od maǌih kutija4.
stavǉa po k jox maǌih kutija i ovaj proces se ponovi nekoliko puta. Ako
je na kraju me�u svim tim kutijama m napuǌenih, koliko ima praznih?
(Kutija je napuǌena ako u ǌoj ima neka maǌa.)

Na�i sve vrednosti a ∈ R za koje jednaqina |x − a| + |a − 1| = 1 ima dva5.
rexeǌa. Odrediti ta rexeǌa.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Drugi razred – A kategorija

Mo�e li se krug prekriti sa dva maǌa kruga?1.

Neka su a, b, c ∈ N takvi da je
ab

a− b
= c, (a, b, c) = 1. Dokazati da je a − b2.

potpun kvadrat.

Na�i realna rexeǌa jednaqine3.

(16x200 + 1)(y200 + 1) = 16(xy)100.

Neka su a, b, c, d qetiri razliqita kompleksna broja. Ako je broj
a− b

c− b
·4.

c− d

a− d
realan, dokazati da je i broj

a− b

d− b
· d− c

a− c
realan.

Dokazati da u proizvoǉnom trouglu ABC va�i OH < 3r, gde je H orto-5.
centar, O centar opisane kru�nice i r polupreqnik opisane kru�nice
tog trougla.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

06.02.1999.

Tre�i razred – A kategorija

Rexiti jednaqinu1.

log27(2 sinx cosx− 1

3
cosx) =

1

3
+ log3(− cosx).

Xta je ve�e: tg
3

π
ili ctg

π

3
?2.

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je N = 28+211+2n kvadrat prirodnog3.
broja.

Izraqunati povrxinu paralelograma qije su dijagonale p i q (p > q) i4.
qiji je oxtar ugao α.

U ravni je zadat konveksan mnogougao A1A2A3 . . . An (n > 3) qija stranica5.
AkAk+1 ima du�inu ak (An+1 = A1). Ako projekcija tog mnogougla na
pravu koja sadr�i stranicu AkAk+1 ima du�inu dk, dokazati da va�i

a1
d1

+
a2
d2

+ · · ·+ an
dn

> 2.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Qetvrti razred – A kategorija

Da li se krug polupreqnika 5cm mo�e prekriti sa tri kruga polupreq-1.
nika 2cm, 3cm i 4cm?

Ako log2(3
x − 1), log4(9 + 9x − 7 · 3x) i log2(3 − 3x) qine uzastopne qlanove2.

aritmetiqke progresije, na�i x.

Dokazati jednakost:3.

1 + 3 + 6 + · · ·+ n(n+ 1)

2
=

{
22 + 42 + · · ·+ (2 · n

2 )
2 za n parno;

12 + 32 + · · ·+ (2 · n+1
2 − 1)2 za n neparno.

Dokazati da proizvod xest uzastopnih prirodnih brojeva nije peti ste-4.
pen prirodnog broja.

U ravni je zadat konveksan mnogougao A1A2A3 . . . An (n > 3) qija stranica5.
AkAk+1 ima du�inu ak (An+1 = A1). Ako projekcija tog mnogougla na
pravu koja sadr�i stranicu AkAk+1 ima du�inu dk, dokazati da va�i

a1
d1

+
a2
d2

+ · · ·+ an
dn

> 2.

Vreme za rad 180 minuta.
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Prvi razred – B kategorija

Odrediti funkciju f : R → R ako za sve x ∈ R va�i1.

2f(x) + f(−x) = 2x− 3.

Da li postoje prirodni brojevi n i m (m > 1) takvi da va�i2.

nm = 50000000000500000000005

(tri petice i izme�u ǌih po 10 nula)?

Koliko ima petocifrenih brojeva formiranih od cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5 tako3.
da se nula ne nalazi ni na prvom ni na posledǌem mestu i da se nijedna
cifra ne ponavǉa?

Koliko celih brojeva x zadovoǉava nejednaqinu ||x| − 1| 6 1999?4.

Ispitati da li je broj5.

190000982 + 190000982 · 190000992 + 190000992

potpun kvadrat nekog prirodnog broja.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Drugi razred – B kategorija

Data je jednaqina x2 +(3a− 1)x+ a, a ∈ R. Na�i interval u kome se mora1.
nalaziti jedan od korena da bi drugi bio pozitivan.

Neka su z i u kompleksni brojevi, z ̸= i, u ̸= i. Dokazati da je2.

uzi+ u+ z ̸= i.

Neka su E i F podno�ja normala iz taqaka B i C na simetralu AD ugla3.
CAB trougla ABC (D pripada BC). Dokazati da je tada

AE ·DF = AF ·DE.

Neka je n ∈ N i4.

m =

(
1√

5− 2
√
6
− 1√

5 + 2
√
6

)n

.

Odrediti sve n tako da broj m bude racionalan.

Neka su x i y realni brojevi ve�i od 1. Dokazati da va�i5.

x+ y

1 + xy
<

x

1 + x
+

y

1 + y
.

Vreme za rad 180 minuta.
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Tre�i razred – B kategorija

U trougao sa stranicama a = 20, b = 13, c = 11 upisan je polukrug qiji1.
je centar na najdu�oj stranici i koji dodiruje preostale dve stranice.
Izraqunati du�inu polupreqnika tog polukruga.

Osnova piramide je paralelogram qije su stranice du�ina 10 i 18, a2.
povrxina 90. Visina piramide je 6, a ǌeno podno�je je presek dijagonala
osnove. Izraqunati povrxinu omotaqa piramide.

Na�i sva realna rexeǌa nejednaqine3. √
π2 − x2 · (logtg x sinx+ logtg x cosx+ 2 logtg x 2) > logsin x tg x+ logsin x ctg x.

U zarubǉenu kupu upisana je sfera polupreqnika r. Izvodnica kupe nag-4.
nuta je prema ravni osnove pod uglom α. Izraqunati povrxinu omotaqa
zarubǉene kupe.

Xta je ve�e: cos(−2204◦) ili sin 2656◦?5.

Vreme za rad 180 minuta.
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Qetvrti razred – B kategorija

Odrediti realni parametar a tako da polinom x3 + ax + 1 ima jednu1.
dvostruku i jednu jednostruku nulu.

U jednakostraniqni trougao stranice a upisan je krug. U taj krug upisan2.
je novi jednakostraniqni trougao. U taj trougao ponovo je upisan krug
itd. Odrediti zbir povrxina svih tih krugova.

Odrediti oblast vrednosti funkcije3.

f(x) =
x2 − 5x+ 7

x2 − 4x+ 3
, x ∈ R, x ̸= 1, x ̸= 3.

Odrediti modul i argument kompleksnog broja4.

z = 1− cos
10π

9
− i sin

10π

9
.

Niz funkcija fn(x), n ∈ N definisan je na slede�i naqin:5.

f1(x) =
x

x− 1
, f2(x) =

1

1− x
, fn+2(x) = fn+1(fn(x)), n ∈ N.

Na�i f2000(x).

Vreme za rad 180 minuta.


