
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Prvi razred – A kategorija

Dat je konveksan petougao A1A2A3A4A5. Neka su B1, B2, B3, B4 sredixta1.
stranica A1A2, A2A3, A3A4, A4A5, redom. Oznaqimo sa M i N sredixta
du�i B2B4 i B1B3. Odrediti odnos du�ina du�i MN i A1A5.

Dat je polinom2.

P (x) = x2000 − 2000x1999 + 2000x1998 − · · ·+ 2000x2 − 2000x+ 2000.

Izraqunati P (1999).

Koliko ima parova (x, y) racionalnih brojeva takvih da je 2x2 +5y2 = 1?3.

Dat je skup A. Me�u ǌegovim podskupovima definixemo relaciju ∼:4.

X,Y ⊂ A, X ∼ Y ⇔ X ∩ Y = ∅.

Ispitati da li je relacija ∼ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna
ili tranzitivna.

Neka je M unutraxǌa taqka paralelograma ABCD. Dokazati da je MA+5.
MB +MC +MD maǌe od obima paralelograma.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Drugi razred – A kategorija

Rexiti jednaqinu:1.

8
√

12 + 16x− 16x2 + 4x− 4x2 = 33.

Neka su a, b, c ∈ R brojevi za koje va�i
a

3
+
b

2
+c = 0. Dokazati da jednaqina2.

ax2 + bx+ c = 0 ima bar jedno rexeǌe u intervalu (0, 1).

Neka je ABCD pravougaonik povrxine S i M taqka unutar ǌega. Doka-3.
zati da je S 6 AM · CM +BM ·DM .

Da li postoje x, y, z, t ∈ Q takvi da va�i4.

(x+ y
√
2)2 + (z + t

√
2)2 = 5 + 4

√
2 ?

Na takmiqeǌu se srelo 7 uqenika. Svaki od ǌih govori najvixe dva5.
jezika. Dokazati da me�u ǌima postoje tri tako da sva trojica govore
istim jezikom ili da nikoja dva od ǌih ne govore zajedniqkim jezikom.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Tre�i razred – A kategorija

Neka su Ox,Oy,Oz tri poluprave u prostoru sa zajedniqkom poqetnom1.
taqkom O. Ako za bilo koji izbor taqaka A,B,C razliqitih od O, redom
sa polupravih Ox,Oy,Oz, va�i da je trougao ABC oxtrougli, dokazati
da su poluprave me�usobno normalne.

Rexiti nejednaqinu:2.

1 6 | cosx|
√
2x−3·log| cos x|

(
1+2

√
3| sin x|

8(1−2 cos2 x)

)
.

Neka je P polinom qetvrtog stepena takav da je P (1) = P (−1) i P (2) =3.
P (−2). Dokazati da je tada P : R → R parna funkcija, tj. da va�i
P (x) = P (−x) za svako x ∈ R.

Dati su pozitivni brojevi x1, . . . , xn koji qine aritmetiqku progresiju4.
sa razlikom d. Dokazati da je

S =
1

x1
+ · · ·+ 1

xn
+

d

x1x2
+

d

x1x3
+ · · ·+ d

xn−1xn
+

+
d2

x1x2x3
+ · · ·+ d2

xn−2xn−1xn
+ · · ·+ dn−1

x1x2 · · ·xn
=

n

x1
,

gde su uzeti svi mogu�i proizvodi elemenata x1, . . . , xn.

Dat je trougao ABC sa stranicama a > b > c i proizvoǉna taqka O5.
u unutraxǌosti tog trougla. Neka prave AO, BO, CO seku stranice
trougla ABC u taqkama P , Q i R. Dokazati da je OP +OQ+OR < a.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Qetvrti razred – A kategorija

Rexiti nejednaqinu:1.

1 6 | cosx|
√
2x−3·log| cos x|

(
1+2

√
3| sin x|

8(1−2 cos2 x)

)
.

Realni polinom P qetvrtog stepena ima dvostruku nulu x = 1, a polinom2.
Q(x) = P (x) + 1 ima dvostruku nulu x = −1. Odrediti polinom P ako je
Q(0) = −2.

Za svaki prirodan broj k postoji prirodan broj n takav da je n · 2k + 173.
potpun kvadrat. Dokazati.

Na pravoj je izabrano 1001 razliqitih taqaka A1, A2, . . . , A1001. Neka je4.
M skup sredixta svih du�i AiAj, 1 6 i < j 6 1001. Koliko najmaǌe
taqaka mo�e da bude u skupu M?

Dat je trougao ABC sa stranicama a > b > c i proizvoǉna taqka O5.
u unutraxǌosti tog trougla. Neka prave AO, BO, CO seku stranice
trougla ABC u taqkama P , Q i R. Dokazati da je OP +OQ+OR < a.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Prvi razred – B kategorija

Ako je n prirodan broj ve�i od 2, dokazati da je broj1.

n12 − 128n6 + 4096

(n3 − 4n2 + 8n− 8)2

potpun kvadrat prirodnog broja.

Dat je polinom2.

P (x) = x2000 − 2000x1999 + 2000x1998 − · · ·+ 2000x2 − 2000x+ 2000.

Izraqunati P (1999).

Neka su taqke K i L redom sredixta stranica CD i AD kvadrata ABCD,3.
a S preseqna taqka du�i BK i CL.

(a) Dokazati da je qetvorougao ABSL tetivan.
(b) Dokaati da je trougao ASB jednakokrak.

Dat je skup A. Me�u ǌegovim podskupovima definixemo relaciju ∼:4.

X,Y ⊂ A, X ∼ Y ⇔ X ∩ Y = ∅.

Ispitati da li je relacija ∼ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna
ili tranzitivna.

Na�i sve proste brojeve p takve da su i brojevi 4p2 + 1 i 6p2 + 1 prosti.5.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Drugi razred – B kategorija

Da li jednaqina m3 − n3 = 1999 ima rexeǌa u skupu celih brojeva?1.

Na�i minimum i maksimum funkcije2.

y = −x2 + 3|x− 1|+ 2

na intervalu [−2, 2].

Za koje vrednosti realnog parametra p sistem nejednaqina3.

−9 <
3x2 + px− 6

x2 − x+ 1
< 6

va�i za sve realne vrednosti x?

Rexiti jednaqinu:
x2 + 1

2
√
x

=
√
x2 − 1.4.

Neka je AA1 te�ixna du� trougla ABC. Ako je X taqka du�i BA1 i t5.
prava koja sadr�i X i paralelna je sa AA1, oznaqimo sa Y i Z taqke
preseka prave t sa pravim AB i AC redom. Dokazati da zbir du�ina
du�i ZX i Y X ne zavisi od izbora taqke X.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Tre�i razred – B kategorija

Rexiti nejednaqinu:1.

1 6 | cosx|
√
2x−3·log| cos x|

(
1+2

√
3| sin x|

8(1−2 cos2 x)

)
.

U pravu kupu visine h i izvodnice s upisan je prav vaǉak tako da je povr-2.
xina omotaqa vaǉka jednaka povrxini omotaqa dela kupe iznad vaǉka.
Odrediti visinu vaǉka.

Neka su u⃗ = ax⃗ + by⃗ i v⃗ = cx⃗ + dy⃗ kolinearni vektori i ad − bc ̸= 03.
(a, b, c, d ∈ R). Dokazati da su vektori x⃗ i y⃗ tako�e kolinearni.

Ako je sinα + sinβ = a i cosα + cosβ = b, izraziti tg
α

2
+ tg

β

2
pomo�u a i4.

b.

U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti sistem:5.

x+ ay + z = 3
x+ 2ay + z = 4
bx+ y + z = 4.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

20.02.1999.

Qetvrti razred – B kategorija

Rexiti nejednaqinu:1.

1 6 | cosx|
√
2x−3·log| cos x|

(
1+2

√
3| sin x|

8(1−2 cos2 x)

)
.

Neka je k > 1 i n paran prirodan broj. Rexiti nejednaqinu po x:2.

log3 x− 2k log32 x+3k2 log33 x− · · ·+ n(−k)n−1 log3n x >
1− (−k)n

1 + k
log3(x

2 − 2).

Neka je P polinom qetvrtog stepena takav da je P (1) = P (−1) i P (2) =3.
P (−2). Dokazati da je tada P : R → R parna funkcija, tj. da va�i
P (x) = P (−x) za svako x ∈ R.

Na�i sve aritmetiqke progresije sa razlikom d = 2 kod kojih odnosi4.
S5n : Sn zbira prvih 5n i prvih n sabiraka ne zavise od n.

U sferu polupreqnika 3cm upisana je kupa maksimalne zapremine. Na�i5.
visinu i polupreqnik osnove kupe.

Vreme za rad 180 minuta.


