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Neka je n prirodan broj i P (x) polinom stepena 2n takav da je1.

P (0) = 1 i P (k) = 2k−1 za k = 1, 2, . . . , 2n.

Dokazati da je 2P (2n+ 1)− P (2n+ 2) = 1.

Dat je trougao ABC sa ∢A = 90◦ i ∢B < ∢C. Tangenta na opi-2.

sani krug k trougla ABC u taqki A seqe pravu BC u D. Neka je
taqka E simetriqna taqki A u odnosu na BC, X podnoжje nor-
male iz A na BE, i Y sredixte duжi AX. Prava BY ponovo seqe
k u Z. Dokazati da prava BD dodiruje opisani krug trougla
ADZ.

Posmatrajmo skup An = {x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn} od 2n pro-3.

menǉivih. Koliko ima permutacija skupa An za koje se svakoj
od 2n promenǉivih moжe dodeliti neka vrednost iz intervala
(0, 1) tako da vaжi:

(i) xi + yi = 1 za sve i;

(ii) x1 < x2 < · · · < xn;

(iii) 2n qlanova permutacije qine strogo rastu�i niz?

Za svaki prirodan broj d, oznaqimo sa Md skup svih prirodnih4.

brojeva koji se ne mogu predstaviti u obliku zbira nekoliko
(bar dva) uzastopnih qlanova aritmetiqke progresije sa raz-
likom d qiji su qlanovi prirodni brojevi. Dokazati da svako
c ∈ M3 moжe da se napixe kao c = ab, gde a ∈ M1 i b ∈ M2 \ {2}.

Vreme za rad: 4 sata.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Dokaza�emo indukcijom po n da je P (2n+ 1) = 22n i P (2n+ 2) =1.

22n+1 − 1.

Tvr�eǌe je trivijalno za n 6 1. Neka je n > 2. Polinom Q(x) =
P (x + 1) − P (x) (prva konaqna razlika polinoma P ) ima stepen
2n − 1 i zadovoǉava Q(0) = 0 i Q(k) = 2k−1 za k = 1, . . . , 2n − 1.
Daǉe, polinom R(x) = Q(x+1)−Q(x), stepena 2n−2, zadovoǉava
R(0) = 1 i R(k) = 2k−1 za k = 1, . . . , 2n − 2, pa na ǌega moжemo
primeniti induktivnu pretpostavku: na osnovu ǌe je R(2n−1) =
22n−2 i R(2n) = 22n−1 − 1.

Sada, kako je Q(x + 1) = Q(x) + R(x) i P (x + 1) = P (x) + Q(x),
lako raqunamo Q(2n) = 22n−1, Q(2n+ 1) = 22n − 1, P (2n+ 1) = 22n

i P (2n+ 2) = 22n+1 − 1, i induktivni korak je zavrxen.

Drugo rexeǌe. Polinomi P (x) i Q(x) =
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= x(x−1)···(x−k+1)
k! ) poklapaju se u 2n+ 1 taqaka

0, 1, . . . , 2n, a oba su stepena 2n, pa sledi da je P (x) = Q(x) za sve
x. Sada lako nalazimo P (2n+ 1) = 22n i P (2n+ 2) = 22n+1 − 1.

Neka je M taqka preseka pravih AE i BC, a N taqka dijame-2.

tralno suprotna taqki A na krugu ω.

Zbog ∢B < ∢C, taqke N i B su
sa iste strane prave AE. Da-
ǉe, kako je ∢NAE = ∢BAX =
90◦ −∢ABE, trouglovi NAE i
BAX su sliqni. Poxto je M

sredixte duжi AE, sledi da
su i trouglovi NAM i BAY
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sliqni, pa je ∢ANZ = ∢ABZ = ∢ABY = ∢ANM , tj. taqke N ,
M i Z su kolinearne. Sada je ∢ZMD = 90◦ −∢ZMA = ∢EAZ =
∢ZED, xto znaqi da je qetvorougao ZMED tetivan. Sada je
∢ZDM = ∢ZEA = ∢ZAD, dakle, prava MD dodiruje krug AZD.

Napomena. Tvr�eǌe je taqno i ako je ∢B > ∢C.

Neka je z1 < z2 < · · · < z2n permutacija promenǉivih x1, . . . , xn,3.

y1, . . . , yn. Primetimo da qlanovi z1, z2, . . . , zn jednoznaqno odre-
�uju permutaciju: ako je zi = xk za neko k, onda je z2n+1−i = yk.
S druge strane, takva permutacija zadovoǉava uslove: za i =
1, . . . , n, dovoǉno je staviti (xk, yk) = ( i

2n+1
, 2n+1−i

2n+1
) ako je zi = xk

za neko k, i (xk, yk) = ( 2n+1−i
2n+1

, i
2n+1

) ako je zi = yk.

Poqev od z1, svaki od qlanova z1, z2, . . . , zn se moжe izabrati na
dva naqina: kao xi sa najmaǌim neiskorix�enim i, ili kao yj



sa najve�im neiskorix�enim j. Prema tome, mogu�ih nizova
(z1, . . . , zn), a samim tim i traжenih permutacija, ima 2n.

Prirodan broj n nije u Md ako i samo ako je n = a+(a+d)+(a+4.

2d)+· · ·+(a+(k−1)d) = 1
2
k(2a+d(k−1)) za neke a, k ∈ N (k > 1), tj.

ako i samo ako je, za bar jedno 1 < k | 2n, broj 2a = 2n
k

− d(k − 1)
pozitivan i paran.

Pretpostavimo da je n ∈ Md. Neka je 2n = 2ℓm, gde je m neparno.

(1◦) Neka je d = 1. Razlika f(k) = 2n
k
− (k− 1) je parna za k = 2ℓ

i k = m. Ako je m > 1, onda je f(2ℓ) = m − 2ℓ + 1 6 0 i
f(m) = 2ℓ −m+ 1 6 0, xto je nemogu�e. Sledi da je m = 1.
Dakle, M1 = {2t | t ∈ N0}.

(2◦) Neka je d = 2. Razlika f(k) = 2n
k
−2(k−1) je parna ako k | n,

pa za takve k > 1 vaжi f(k) 6 0, tj. n 6 k(k − 1) < k2, dakle
svi delioci broja n ve�i od 1 su ve�i od

√
n. Sledi da je

M2 = {n | n je prost ili n = 1}.
(3◦) Neka je d = 3. Pretpostavimo da je m sloжen broj i p ǌegov

najmaǌi prost delilac: tada je p2 6 m. Razlika f(k) =
2n
k
−3(k−1) je parna za k = 2ℓ i k = p. Iz f(p) = 2ℓm

p
−3(p−

1) < 0 sledi 2ℓm < 3p(p− 1) < 3p2 6 3m, tj. 2ℓ = 2, ali onda
je f(2ℓ) = m − 3(2ℓ − 1) = m − 3 < 0, kontradikcija. Dakle,
m nije sloжen, pa je M3 ⊂ {n = 2tq | q je prost ili q = 1}.

Tvr�eǌe zadatka odmah sledi iz opisa skupova M1, M2 i M3.
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