39. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE

Beuej, 11.04.1998.

IIpBu pa3pen

IlokazaTu ma je \/§(€/§+ 2) + V9 >4+ /299

Onpenutu Mmehycobuo paznuuure nudpe a, b, c,d Tako na Baku

abceba = %2.

Cumerpasnia yraa A omrpoyriaor tpoyriaa ABC ceue crpaununy BC'y
taukn D. Axo je AD = AB u AD 1 OH, rnme je O ueHrap OmuCaHor
kpyra u H oprouenrap tpoyria, uahu yriaose rpoyriaa ABC.

Heka je S ={1,2,3,4,5,6}. Konuko nma OGUjeKTUBHUX IPECINKABAMA
f:S — S rakBux ma je f(f(x)) —x memmso ca 3 3a cBako x € S7

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenou 25 mMOeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



39. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE

Beuej, 11.04.1998.
Jlpyru paspen

ITorka3zatu na He TOCTOju IPpUPOAAH Opoj n 3a koju je 8"+2"+1 nornyn
KBaOpaT.

Kpyr k momupyje crpanume A;As, AsAs, ..., A, A; KOHBEKCHOT 7n-
toyryna Ai1As ... A, y taukama By, Bo, ..., B,, penom. Heka je M mpo-
n3BOJbHA Tauka Ha Kpyry k. Jlokazatu ma je mpom3BOI pacTojama Ol
M no mpasux AiAs, AsAs, ..., A, Al jemHak mpou3BOLy pacTojama O
M no npasux B1Bs, BoBs, ..., B, B;.

Heka je n > 1 npuponaun 6poj u Heka je

Sy = [\/ﬁ}+[\/ﬁ]+[\/3_n}+---+[ (n—l)n} u

= 2]+ [2] # [2] 4o [l2220

Ilokazatu ma je S;+ S > (n—1)%, kao u ga jeaHAKOCT BasKU aKo U
caMoO ako Opoj n HUje me/bUB KBaApPATOM HUjeTHOT MPUPOITHOT Opoja
Beher on 1.

Har je mm3 tauara A;(z;,y;) ca z,y; € (0,1) 3a i = 1,2,...,n2

IokasaTtu na moctoju mepmyTtamdja (i1,ds,...,i,2) 6pojesa 1,2,...,n?
TakBa Oa MOY:KUHA W3JOMJbEHE JIMHU]je Ai1Ai2"'Ain2 nuje Beha on
2n + 1.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenau 25 MoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



39. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE

Beuej, 11.04.1998.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

Heka je n > 1 nmpuponan 6poj u aj,aso,...,ay,b1,02,...,b, TIO3UTUBHYU
peannu 6pojeBu. [lokazaTtu na je
2

Zaibj 2 Zaiaj Zblbj

i#] i#] i#]

OnpennTtu HajMamu TpupomsaH Opoj n ca ciemehuM CBOjCTBOM: IOC-
Toju mepmyTamuja ckyna {0,1,2,...,9} Taksa ma 30up Ma Koja Tpu
y3aCTOIHA YjlaHA y TOj mepMmyTanuju Huje Behm on n.

Bume on monoBmHE cTpaHa KOHBEKCHOT IOJMEApa MOTy ma ce oboje
TAKO Ma HUKOje IBe o0OjeHe cTpaHe HeMajy 3ajenHnuky usuiy. Jlo-
Ka3aTHU Ja ce y OBaj Iojuenap HE MO:Ke yIucaTHu chepa.

Heka je n mpuponan 6poj Behu on 4. IlokazaTtu na cy caemeha nsa
yCJIOBa €KBUBAJIEHTHA:

(i) nmn+1 cy craoxkenu 6pojesu;

(n—1)!
n2+n

rae je k € 7Z, najonwxu meo 6poj je

(ii) meo Opoj HajbIMEM GOy

1
29

je mapaH.

(3a peasan 6poj obnuka k +
no nepuuunmju k + 1.)

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amarak Bpenau 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.
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PEIITEIHA

OsnauaBameM ¢ = V2 u b= /3 maTy HejeIHAKOCT MOXKEMO 3aIMCATH
kao a(b+a?)+b2 > 2a% +ab?, Tj. b2 +ab—2a% > ab? —a3. Ilememenm ca
b—a > 0 ocraje Hejeauakoct b+2a > ab+a? = ab+2, Tj. 2a—2 > ab—b,
KOja ce omeT mebemeM ca a — 1 > 0 cBoau Ha oumriaenny 2 > b.

Bpoj abecba = (10° + 1)a + (10° + 1)b + 11¢ je memus ca 11, ma je To u
r = cda. Hame, w3 22 = x = a (mod 10) caemu ma je a € {1,5,6}.

e Axo je a = 1, onma je 105 < 22 < 2-10°, ma je ¢ € {3,4}, a u3

11 | * onma mobuwjamo = = 341 m 22 = 116281, wma x = 451 n

x? = 203401.
e Ako je a = 5, mopa 6utu ¢ = 7, na u3 11 | z caenu = = 715 n
r? = 511225.

e Axo je a =6, mmamo c € {7,8} u ogatie x = 726 u % = 527076,
mwin x = 836 u x° = 698896.

Jemuno x = 836 3amoBosmasa ycuose, na cy (a,b,c,d) = (6,9,8,3).

[Toncerumo ce ma Baku AH = 20A;, rue je A1 CpeauInTe CTpaHUIe
BC. Rako je <DAH = <DAO =
|627|, taurke H n O cy cumerpuu-
He y omHOocy Ha mpaBy AD, ma je
CO = AO = AH = 20A,, onarie
nobujamo a = <A;10C = 60° n
<BAD = 30°. Canma us AD = AB
cinemu [ = <ADB = 75° u omarie v = 45°.

U3 ycnosa 3amarka caenu na je f(f(f(f(x)))) =x 3a cBe x € S, na ce
nepmyTanuja f Ha S pacmanga ma opbure myskube 1, 2 uau 4. Moryhu
cy crenehm cirydajeBu:

(1°) Opbure (a,b,c,d), (e, f): rako je |a —c| = |b — d| = 3, napose
{a,c} u {b,d} moxkemo omabparu Ha 3 HaAUMHA U PACIOPEIUTH
ux y opbuTy Ha 2 HAUMHA, Ta UMaMO yKymHO 6 moryhnocTu;
(2°) Opbure (a,b,c,d),(e),(f): canuno xao y (1°), 6 moryhuocTu;
(3°) Opbure (a,b), (c,d), (e, f): 15 moryhroctu;

(4°) Opbure (a,b), (¢, d), (e), (f): 45 moryhuocru;

(5°) Opbwure (a,b), (c), (d),

( (

6°) Opbure (a), (b), (c),
[Ipema Tome, omrosop je 6 +6 4+ 15+ 45+ 15+ 1 = 88.

(e), (f): 15 moryhnocTu;
), (e), (f): 1 moryhuocr.

Ako je n memapuo, onma je N = 8" +2"+ 1 = 2 (mod 3), na N ne
Moke Outum mornyu kBanpar. C apyre crpane, ako je n = 2k mapsHoO,
ouma je (8%)2 < N < (8% +1)2, na oner N Huje MOTHyH KBaapaT

Herka cy My u Ny pemom momHoOja HOpMmaJsa u3 tavke M Ha mpase



2.3.

2.4.

AkAk+1 u BkBk+1 (I/IH,IIGKCI/I cy
no Moxyiy n). 360r TeTUBHOCTU
yeTrBopoyriaoBa MMpBpNy u
MNpBiyi Mgy, Basku <M M Ny
= <M ByBit1 = <M Bpy1 M1 =
XM N My y1. Cauuno Baxku u
<IMNkMk = <IMMk+1Nk. ,Z[aKJIe,
tpoyrioBu M MN, u M NiMjq1 cy counuan, na je MMy - MMy, =
MNZ. Muosemem oBux penamuja 3a k=1,2,...,n nobujamo TBphe-
e 3a0aTKa.

3a 1 < k < n, [Vkn] upencrasma 6poj rtauaka (k,y) ca y € N koje
nexe ucnon napabose ['(y? = nz) unu #a ®moj. Ilpema ToMe, yKymad
6poj Tauaka (x,y) ca meaobpojuum koopanHatama 0 < z,y < n UCHOLX

unau Ha napabosau I' jenuaxr je Si. .
Cnuyno, [%] je 6poj Tauara (z,{) )

ca r € N jmeBo on napaboJie I’ unu
Ha B0j, ma je S jeIHaKo YKYIHOM
6pojy Tauvaka (x,y) ca meaobpoj-

=N Wk Tto N

0 1234567
HuM koopauHatama 0 < x,y < n aeBo/u3Han wiau Ha napabosan I.

Cnemu na je S1+S2 = (n—1)2+g, rue je g 6poj Tauaka (z,y) va I ca
neno6pojauM koopauaaTama 0 < x,y < n, Tj. TaKBUX ma je y° = nz.
JacHo je ma je g > 0, mpu uemy je g > 0 ako 1 caMO ako je n AeJbUBO
kBaapaToMm Behum on 1, unme je 3amaTak peIIeH.

Taurke MOKEMO O3HAUNUTHU TAKO 1A je

2 n—1
ngl,---yxi1<5<$i1+17---,$i2<_ e K

N

" ylg"'gy’in y’i1+1>"'>yi27 yi2+1<”'<y’i37 UTH.

Ilokazahemo na tana manommena auuuja AjAs...A,2 mvma ny:Runy

Mawmy on 2n + 1.
Younmo Taure By(0,0), Bl(%, 1), Bg(%, 0),...,Bn(1, %) U IIOCMa-
tpajmo m3nomibere auauje Ci(Br_1A;, _,+1... A4 Br) 3a k= 1,2,...,
Bi Bs

|

|

|

n, apu yemy je ig = 0. Ily:kuna »
IpOjeKIuje n3IoMbeHe aunuje (i :
Ha y-ocy je 1, a my:KuHa TPOjeK- |
nurje CBaKe OJX HEeHUX ip — 1p—1 +

. . 1
1 my:xm Ha z-OCy je HajBume -

Cnemu na je mysxkuHa {} Mama of
1+ tp—tg—111

n
Cnajamewm 1, 0o, ..., , 1 yRIama- Bo

I I
I I
| |
| |
| |
| |
| |
1 1

By
meM Tadaka B mobujamMo na wm3igomibena JauHuja Ai1As...A,2 uma

OyRUHY Mamy ox » ., (1+ W) =2n+ 1, mwTo cMO U Keyesn.

g ]



3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Osmaummo Ay = Y, a;, By = > by, Ao =Y a7, Bo = > ,0? u C =

> ;a;b;. IlaTa HejeqHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca
(A1B1 = C)? > (A} — A2) (B} — Ba).

Kako je mo Komu-IlIBapnosoj nejemunaxkoctu C < /Ay By < A1 By, no-
BOJLHO je mokazatu HejemnarocT (A By—v/A2Ba)? > (A3—A3)(B?—Bs).
Ona makon cpebuBama nocraje A2Bs + B2Ay > 2A1B1vV/ A3 By, mto je
tauno mo A-I" HejemHAKOCTH.

Heka je ag,ai,...,a9 nepmyranuja o6pojeBa 1,2,...,9 u Hera je Oe3
CMalmEema ONMTOCTHA a9 < 9. O3HAUMMO S = ap + ax4+1 + apr2. Kako je
S0+ 83+ s¢ = 45 —ag > 37, 6ap jeman on 30uUpoBa Sq, S3, S¢ HUAjE MAmHU
on 13, makie n > 13.

3a n = 13 nmepmyramuja 9,4,0,7,5,1,6, 3, 2,8 3amoBomaBa ycaoBe.

[IpernocraBumo na je y nmartu noawenap ynucaHa cgepa. Heka cy
a m b penom OpojeBu obojenux m HeobojeHux crpana. [locmarpajmo
ce yrioBe <ATB, rne je T momupHa Tavka chepe ca HEKOM CTpa-
HOM moauenpa u AB jemna uBuna Te crpane. Heku omx oBux yriosa
cy obojeHUM, a HEKM HUCY, IPU dyeMy je 30up oDojeHux jemHax 2ar,
a 36up meobojenux 2bm. C nmpyre crpane, cBakoj mBunu AB oxaro-
Bapajy IOBa MOLyJapHa OBakBa yria (Ha obe cTpaHe), Ol KOJUX je
bap jemam meobojen. Craemu na 30up obOojeHUX yriaoBa HUje Behu on
36upa HEeoOOjenux, Tj. 2am < 20w, onakise je a < b.

(a) Heka cy n mu n+ 1 cinosxkenu Gpojesu. Jacuo je ma je n > 8. Ilo-

BOJLHO je mokazaTw ma je Taza (n — 1)! memmso ca 2(n? +n).

Jlema. Axko je n > 4 cunosxken 6poj, onga 2n | (n — 2).

Zoxas. TBphemwe Basku 3an =6. Heka je8<n=ab, 1 <a<b<n—2.
Arojea=0b,ommaje2<a<2a<n—2,ma2n|2-a-2a|(n—-2).
Axro je a < b, ouma Gap jeman om O6pojeBa 2,4,6 HUje y CKyILy
{a,b}, pemumo ma je to 2k, na omma 2n |2k-a-b|(n—2)l. O

Ha ocuosy neme, (n—1)! je nemuso u ca 2n u ca 2(n+1), na je nemus

Y BUXOBUM HAjMAaKBUM 3ajeIHUYKUAM canpskaoneMm 2n(n + 1).

(6) Hera je n mpoct 6poj. Kako je n+1 caowxken, o nemu je A = (7;;11)!
napas 6poj. Ilo Busnconosoj teopemu je A = (n—1)! = —1 (mod n), na
. . . . (n—l)! . é . ﬁ .

je neo 6poj Haj6mEn 6pojy ri- = 4 jeAHaK <.—, a OH je HelapaH.
Cuauuno, ako je n+ 1 nmpoct 6poj, mo nemu je A = @ napaH Opoj,
a mo BuiconoBoj teopemu je A= —(n—1)! = —%! =—1 (mod n+1),
u 11eo 6poj HajOMmEN OPOjy (:2_4_17); = nﬁl je ﬁill, a OH je HemapaH.
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