
39. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Beqej, 11.04.1998.

Prvi razred

Dokazati da je
√
2( 3
√
3 + 2) + 3

√
9 > 4 +

√
2 3
√
91.

Odrediti me�usobno razliqite cifre a, b, c, d tako da vaжi2.

abccba = cda
2
.

Simetrala ugla A oxtrouglog trougla ABC seqe stranicu BC u3.

taqki D. Ako je AD = AB i AD ⊥ OH, gde je O centar opisanog
kruga i H ortocentar trougla, na�i uglove trougla ABC.

Neka je S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Koliko ima bijektivnih preslikavaǌa4.

f : S → S takvih da je f(f(x))− x deǉivo sa 3 za svako x ∈ S?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



39. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Beqej, 11.04.1998.

Drugi razred

Dokazati da ne postoji prirodan broj n za koji je 8n+2n+1 potpun1.

kvadrat.

Krug k dodiruje stranice A1A2, A2A3, . . . , AnA1 konveksnog n-2.

tougla A1A2 . . . An u taqkama B1, B2, . . . , Bn, redom. Neka je M pro-
izvoǉna taqka na krugu k. Dokazati da je proizvod rastojaǌa od
M do pravih A1A2, A2A3, . . . , AnA1 jednak proizvodu rastojaǌa od
M do pravih B1B2, B2B3, . . . , BnB1.

Neka je n > 1 prirodan broj i neka je3.
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Dokazati da je S1 + S2 > (n − 1)2, kao i da jednakost vaжi ako i
samo ako broj n nije deǉiv kvadratom nijednog prirodnog broja
ve�eg od 1.

Dat je niz taqaka Ai(xi, yi) sa xi, yi ∈ (0, 1) za i = 1, 2, . . . , n2.4.

Dokazati da postoji permutacija (i1, i2, . . . , in2) brojeva 1, 2, . . . , n2

takva da duжina izlomǉene linije Ai1Ai2 . . . Ai
n2

nije ve�a od
2n+ 1.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



39. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Beqej, 11.04.1998.

Tre�i i qetvrti razred

Neka je n > 1 prirodan broj i a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn pozitivni1.

realni brojevi. Dokazati da je
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Odrediti najmaǌi prirodan broj n sa slede�im svojstvom: pos-2.

toji permutacija skupa {0, 1, 2, . . . , 9} takva da zbir ma koja tri
uzastopna qlana u toj permutaciji nije ve�i od n.

Vixe od polovine strana konveksnog poliedra mogu da se oboje3.

tako da nikoje dve obojene strane nemaju zajedniqku ivicu. Do-
kazati da se u ovaj poliedar ne moжe upisati sfera.

Neka je n prirodan broj ve�i od 4. Dokazati da su slede�a dva4.

uslova ekvivalentna:

(i) n i n+ 1 su sloжeni brojevi;

(ii) ceo broj najbliжi broju (n−1)!
n2+n

je paran.

(Za realan broj oblika k + 1
2 , gde je k ∈ Z, najbliжi ceo broj je

po definiciji k + 1.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Oznaqavaǌem a =
√
2 i b = 3

√
3 datu nejednakost moжemo zapisati1.1.

kao a(b+a2)+ b2 > 2a2+ab2, tj. b2+ab−2a2 > ab2−a3. Deǉeǌem sa
b−a > 0 ostaje nejednakost b+2a > ab+a2 = ab+2, tj. 2a−2 > ab−b,
koja se opet deǉeǌem sa a− 1 > 0 svodi na oqiglednu 2 > b.

Broj abccba = (105 + 1)a+ (103 + 1)b+ 11c je deǉiv sa 11, pa je to i1.2.

x = cda. Daǉe, iz x2 ≡ x ≡ a (mod 10) sledi da je a ∈ {1, 5, 6}.
• Ako je a = 1, onda je 105 < x2 < 2 · 105, pa je c ∈ {3, 4}, a iz

11 | x onda dobijamo x = 341 i x2 = 116281, ili x = 451 i
x2 = 203401.

• Ako je a = 5, mora biti c = 7, pa iz 11 | x sledi x = 715 i
x2 = 511225.

• Ako je a = 6, imamo c ∈ {7, 8} i odatle x = 726 i x2 = 527076,
ili x = 836 i x2 = 698896.

Jedino x = 836 zadovoǉava uslove, pa su (a, b, c, d) = (6, 9, 8, 3).

Podsetimo se da vaжi AH = 2OA1, gde je A1 sredixte stranice1.3.

BC. Kako je ∢DAH = ∢DAO =
|β−γ|

2 , taqke H i O su simetriq-
ne u odnosu na pravu AD, pa je
CO = AO = AH = 2OA1, odakle
dobijamo α = ∢A1OC = 60◦ i
∢BAD = 30◦. Sada iz AD = AB

A

A1B CD

H
O

sledi β = ∢ADB = 75◦ i odatle γ = 45◦.

Iz uslova zadatka sledi da je f(f(f(f(x)))) = x za sve x ∈ S, pa se1.4.

permutacija f na S raspada na orbite duжine 1, 2 ili 4. Mogu�i
su slede�i sluqajevi:

(1◦) Orbite (a, b, c, d), (e, f): kako je |a − c| = |b − d| = 3, parove
{a, c} i {b, d} moжemo odabrati na 3 naqina i rasporediti
ih u orbitu na 2 naqina, pa imamo ukupno 6 mogu�nosti;

(2◦) Orbite (a, b, c, d), (e), (f): sliqno kao u (1◦), 6 mogu�nosti;

(3◦) Orbite (a, b), (c, d), (e, f): 15 mogu�nosti;

(4◦) Orbite (a, b), (c, d), (e), (f): 45 mogu�nosti;

(5◦) Orbite (a, b), (c), (d), (e), (f): 15 mogu�nosti;

(6◦) Orbite (a), (b), (c), (f), (e), (f): 1 mogu�nost.

Prema tome, odgovor je 6 + 6 + 15 + 45 + 15 + 1 = 88.

Ako je n neparno, onda je N = 8n + 2n + 1 ≡ 2 (mod 3), pa N ne2.1.

moжe biti potpun kvadrat. S druge strane, ako je n = 2k parno,
onda je (8k)2 < N < (8k + 1)2, pa opet N nije potpun kvadrat

Neka su Mk i Nk redom podnoжja normala iz taqke M na prave2.2.



AkAk+1 i BkBk+1 (indeksi su
po modulu n). Zbog tetivnosti
qetvorouglova MMkBkNk i
MNkBk+1Mk+1 vaжi ∢MMkNk

= ∢MBkBk+1 = ∢MBk+1Mk+1 =
∢MNkMk+1. Sliqno vaжi i
∢MNkMk = ∢MMk+1Nk. Dakle,

M

Ak−1

Ak
Bk Ak+1

Bk+1

Ak+2

Mk

Nk

Mk+1

trouglovi MMkNk i MNkMk+1 su sliqni, pa je MMk ·MMk+1 =
MN2

k . Mnoжeǌem ovih relacija za k = 1, 2, . . . , n dobijamo tvr�e-
ǌe zadatka.

Za 1 6 k < n, [
√
kn] predstavǉa broj taqaka (k, y) sa y ∈ N koje2.3.

leжe ispod parabole Γ(y2 = nx) ili na ǌoj. Prema tome, ukupan
broj taqaka (x, y) sa celobrojnim koordinatama 0 < x, y < n ispod

ili na paraboli Γ jednak je S1.

Sliqno, [ ℓ
2

n
] je broj taqaka (x, ℓ)

sa x ∈ N levo od parabole Γ ili
na ǌoj, pa je S2 jednako ukupnom
broju taqaka (x, y) sa celobroj-
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nim koordinatama 0 < x, y < n levo/iznad ili na paraboli Γ.

Sledi da je S1+S2 = (n−1)2+g, gde je g broj taqaka (x, y) na Γ sa
celobrojnim koordinatama 0 < x, y < n, tj. takvih da je y2 = nx.
Jasno je da je g > 0, pri qemu je g > 0 ako i samo ako je n deǉivo
kvadratom ve�im od 1, qime je zadatak rexen.

Taqke moжemo oznaqiti tako da je2.4.

0 6 x1, . . . , xi1 <
1

n
6 xi1+1, . . . , xi2 <

2

n
6 · · · < n− 1

n
6 xin−1+1, . . . , xn2

i y1 6 · · · 6 yi1 , yi1+1 > · · · > yi2 , yi2+1 6 · · · 6 yi3 , itd.

Dokaza�emo da tada izlomǉena linija A1A2 . . . An2 ima duжinu
maǌu od 2n+ 1.

Uoqimo taqke B0(0, 0), B1(
1
n
, 1), B2(

2
n
, 0), . . . , Bn(1,

1−(−1)n

2 ) i posma-
trajmo izlomǉene linije ℓk(Bk−1Aik−1+1 . . . AikBk) za k = 1, 2, . . . ,

n, pri qemu je i0 = 0. Duжina
projekcije izlomǉene linije ℓk
na y-osu je 1, a duжina projek-
cije svake od ǌenih ik − ik−1 +
1 duжi na x-osu je najvixe 1

n
.

Sledi da je duжina ℓk maǌa od
1 + ik−ik−1+1

n
.

Spajaǌem ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn i uklaǌa- B0

B1

B2

B3

B4

•

•

•

•

•

ǌem taqaka Bk dobijamo da izlomǉena linija A1A2 . . . An2 ima
duжinu maǌu od

∑

k(1 +
ik+1−ik+1

n
) = 2n+ 1, xto smo i жeleli.



Oznaqimo A1 =
∑

i ai, B1 =
∑

i bi, A2 =
∑

i a
2
i , B2 =

∑

i b
2
i i C =3.1.

∑

i aibi. Data nejednakost je ekvivalentna sa

(A1B1 − C)2 > (A2
1 −A2)(B

2
1 −B2).

Kako je po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti C 6
√
A2B2 < A1B1, do-

voǉno je dokazati nejednakost (A1B1−
√
A2B2)

2 > (A2
1−A2)(B

2
1−B2).

Ona nakon sre�ivaǌa postaje A2
1B2 +B2

1A2 > 2A1B1

√
A2B2, xto je

taqno po A-G nejednakosti.

Neka je a0, a1, . . . , a9 permutacija brojeva 1, 2, . . . , 9 i neka je bez3.2.

smaǌeǌa opxtosti a9 < 9. Oznaqimo sk = ak+ak+1+ak+2. Kako je
s0 + s3 + s6 = 45− a9 > 37, bar jedan od zbirova s0, s3, s6 nije maǌi
od 13, dakle n > 13.

Za n = 13 permutacija 9, 4, 0, 7, 5, 1, 6, 3, 2, 8 zadovoǉava uslove.

Pretpostavimo da je u dati poliedar upisana sfera. Neka su3.3.

a i b redom brojevi obojenih i neobojenih strana. Posmatrajmo
sve uglove ∢ATB, gde je T dodirna taqka sfere sa nekom stra-
nom poliedra i AB jedna ivica te strane. Neki od ovih uglova
su obojeni, a neki nisu, pri qemu je zbir obojenih jednak 2aπ,
a zbir neobojenih 2bπ. S druge strane, svakoj ivici AB odgo-
varaju dva podudarna ovakva ugla (na obe strane), od kojih je
bar jedan neobojen. Sledi da zbir obojenih uglova nije ve�i od
zbira neobojenih, tj. 2aπ 6 2bπ, odakle je a 6 b.

(a) Neka su n i n + 1 sloжeni brojevi. Jasno je da je n > 8. Do-3.4.

voǉno je dokazati da je tada (n− 1)! deǉivo sa 2(n2 + n).

Lema. Ako je n > 4 sloжen broj, onda 2n | (n− 2)!.

Dokaz. Tvr�eǌe vaжi za n = 6. Neka je 8 6 n = ab, 1 < a 6 b < n−2.
Ako je a = b, onda je 2 < a < 2a 6 n−2, pa 2n | 2 ·a ·2a | (n−2)!.
Ako je a < b, onda bar jedan od brojeva 2, 4, 6 nije u skupu
{a, b}, recimo da je to 2k, pa onda 2n | 2k · a · b | (n− 2)!. 2

Na osnovu leme, (n−1)! je deǉivo i sa 2n i sa 2(n+1), pa je deǉiv
i ǌihovim najmaǌim zajedniqkim sadrжaocem 2n(n+ 1).

(b) Neka je n prost broj. Kako je n+1 sloжen, po lemi je A = (n−1)!
n+1

paran broj. Po Vilsonovoj teoremi je A ≡ (n−1)! ≡ −1 (mod n), pa

je ceo broj najbliжi broju (n−1)!
n2+n

= A
n

jednak A+1
n

, a on je neparan.

Sliqno, ako je n+ 1 prost broj, po lemi je A = (n−1)!
n

paran broj,

a po Vilsonovoj teoremi je A ≡ −(n − 1)! = −n!
n

≡ −1 (mod n + 1),

i ceo broj najbliжi broju (n−1)!
n2+n

= A
n+1 je A+1

n+1 , a on je neparan.
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