
39. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Tajpej, Tajvan – sreda, 15. jul 1998.

U konveksnom qetvorouglu ABC D, dijagonale AC i BD su me�usobno normalne, a1.

naspramne stranice AB i DC nisu paralelne. Neka se taqka P , u kojoj se seku
simetrale stranica AB i DC , nalazi unutar qetvorougla ABC D. Dokazati
da je ABC D tetivan qetvorougao ako i samo ako trouglovi ABP i C DP imaju
jednake povrxine. (Luksemburg)

Na takmiqeǌu uqestvuje a takmiqara i b sudija, pri qemu je b Ê 3 neparan2.

prirodan broj. Svaki sudija oceǌuje svakog takmiqara ili sa ,,proxao“ ili
sa ,,pao“. Neka je k broj takav da se za svaku dvojicu sudija ǌihove ocene
poklapaju kod najvixe k takmiqara. Dokazati da je

k

a
Ê

b −1

2b
.

(Indija)

Za svaki prirodan broj n, oznaqimo sa d(n) broj pozitivnih delilaca broja3.

n (ukǉuquju�i 1 i sam broj n). Odrediti sve prirodne brojeve k takve da za
neko n vaжi

d(n2)

d(n)
= k. (Belorusija)
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39. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Tajpej, Tajvan – qetvrtak, 16. jul 1998.

Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva takve da je broj a2b+a+b deǉiv4.

sa ab2 +b +7. (Velika Britanija)

Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC . Neka upisani krug dodiruje5.

stranice BC , C A i AB u taqkama K , L i M, redom. Prava koja sadrжi taqku B

i paralelna je sa MK seqe prave LM i LK redom u taqkama R i S. Dokazati da
je ugao R I S oxtar. (Ukrajina)

Razmatraju se sve funkcije f : N→N takve da vaжi6.

f (t 2 f (s)) = s · ( f (t ))
2

za sve s i t iz N. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost broja f (1998). (Bugarska)
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REXEǋA

Oznaqimo sa E presek dijagonala AC i BD. Neka su M i N redom podnoжja1.

normala iz taqke P na prave AC i BD. Pretpostavi�emo da M leжi na duжi AE ,
a N na duжi BE (ostali sluqajevi su sliqni). Imamo S ABP = S ABE −S AEP −SBEP =
1
2

(AE ·BE−AE ·E N−BE ·E M)= 1
2

(AM ·B N−E M ·E N ) i sliqno SC DP =
1
2

(C M ·DN−E M ·E N ),
tako da je

S ABP = SC DP ⇐⇒ AM ·B N =C M ·DN . (1)

Ako je qetvorougao ABC D tetivan, P je ǌegov centar opisanog kruga i AM =C M

i B N = DN , pa iz (1) sledi S ABP = SC DP .

Ako ABC D nije tetivan, neka je bez
smaǌeǌa opxtosti PA = PB > PC = PD.
Tada je AM > C M i B N > DN , pa vaжi
S ABP > SC DP , xto dokazuje drugi smer.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sredixta
stranica AB i C D sa F i G, redom. A B

C

D

E

F

G

M N

P

Pretpostavimo da je P sa iste strane prave PQ sa koje je teme B. Poxto je
PF ⊥ AB, PG ⊥ C D, ∢F E B = ∢ABE i ∢GEC = ∢DC E , raqun uglova daje ∢F PG =

∢F EG = 90◦+∢ABE +∢DC E .

Daǉe imamo S ABP =
1
2

AB ·F P = F E ·F P i sliqno SC DP = GE ·GP , pa je S ABP = SC DP

ekvivalentno sa F E /EG = GP/PF , xto vaжi ako i samo ako je △E FG ∼ △PGF ,
tj. ako i samo ako je E F PG paralelogram. Ovo se svodi na ∢E F P =∢EGP , tj.
2∢ABE = 2∢DC E , xto je upravo uslov tetivnosti qetvorougla ABC D.

Neka je b = 2r + 1. Poxto se svaki od
(b

2

)

parova sudija slaжe kod najvixe k2.

takmiqara, ukupan broj poklapaǌa nije ve�i od k
(b

2

)

.
S druge strane, ako za i-tog takmiqara xi sudija glasa za prolaz, a b − xi za
pad, broj poklapaǌa na ovom takmiqaru iznosi

(

xi

2

)

+

(

n −xi

2

)

=
x2

i
+ (b −xi )2 −b

2
Ê

r 2 + (b − r )2 −n

2
=

(b −1)2

4
.

Prema tome, ukupno ima bar a(b−1)2

4
poklapaǌa, odakle sledi k

(b
2

)

Ê
a(b−1)2

4
, xto

se svodi na k
a Ê

b−1
2b .

Odgovor su svi neparni prirodni brojevi.3.

Ako je n = p
s1

1
p

s2

2
· · ·p

sr
r kanonska faktorizacija broja n i ai = si + 1 za 1 É i É r ,

imamo d(n) = a1a2 · · ·ar i d(n2) = (2a1 − 1)(2a2 − 1) · · ·(2ar − 1). Zadatak se svodi na
odre�ivaǌe svih prirodnih brojeva m predstavǉivih u obliku

m =
2a1 −1

a1

·
2a2 −1

a2

· · · · ·
2ar −1

ar
, gde su a1, a2, . . . , ar ∈N\ {1}. (1)



Jasno je da k mora biti neparno jer je takvo i d(n2). Pokaza�emo indukcijom
da svaki neparan broj k ∈N moжe da se predstavi u obliku (1).

Baza k = 1 je trivijalna. Daǉe, sluqaj k = 2m−1 za neparno m sledi po induk-
tivnoj pretpostavci jer je k =

2m−1
m

·m. Za parno m ovo predstavǉaǌe ne radi.

Ipak, za k = 4m − 1 sa neparnim m nalazimo predstavǉaǌe k =
12m−3
6m−1

·
6m−1

3m
·m.

Nastavi�emo ovu ideju. Neka je k = 2t m −1, gde je m neparno. Oznaqavaju�i
ℓ= (2t −1)m imamo

k =
2tℓ−2t +1

2t−1ℓ−2t−1 +1
· · · · ·

4ℓ−3

2ℓ−1
·

2ℓ−1

ℓ
·m .

Ovim je indukcija zavrxena.

Primetimo da je broj b(a2b +a +b)−a(ab2 +b +7) = b2 −7a deǉiv sa ab2 +b +7, i4.

pritom je b2−7a < ab2+b+7. Dakle, ako je b2−7a Ê 0, mora biti b2−7a = 0. Tada
je (a,b) = (7t 2,7t ) za neko t ∈N, i lako se proverava da ovo jesu rexeǌa.

Ostaje sluqaj 7a−b2 > 0. Tada imamo ab2 +b +7É 7a−b2 < 7a, odakle je b É 2. Za
b = 1 dobijamo a +8 | 7a −1 i odatle a +8 | 7(a +8)− (7a −1) = 57, tako da su jedi-
ne mogu�nosti a = 11 i a = 49; parovi (11,1), (49,1) su zaista rexeǌa. Za b = 2

dobijamo 4a+9 | 7a−4 xto je nemogu�e jer je 0< 7a−4 < 2(4a+9) i 7a−4 6= 4a+9.

Prema tome, jedina rexeǌa (a,b) su parovi (11,1), (49,1) i (7t 2,7t ) za t ∈N.

Treba dokazati da je taqka I van kruga na preqnikom RS, a poxto je B I ⊥ RS,5.

to je ekvivalentno sa B I 2 > BR ·BS. Trouglovi BK S i BRM su sliqni jer je

∢K BS =∢RB M = 90◦−
β
2
i ∢BK S =∢C K L =

∢K ML =∢BRM = 90◦−
γ
2
. Odavde imamo

BS
BK =

B M
BR =

BK
BR , tj. BR ·BS = BK 2 < B I 2.

Drugo rexeǌe. Neka su D i F redom
sredixta duжi LM i LK . Iz tetivnih
qetvorouglova RB I D i SB I F dobijamo A

B

C

D FI

K

L

M

R
S

∢R I S =∢RLS +∢I RL+∢I SL = 90◦−
β
2
+∢I BD +∢I BF = 90◦−

β
2
+∢DBF .

Kako su BD i BF teжixne duжi u trouglovima BLM i BLK sa BL > B M i BL >

BK , vaжi ∢LBD <
1
2
∢LB M i ∢LBF <

1
2
∢LBK . Sabiraǌe ovih nejednakosti daje

∢DBF <
1
2
β i odatle ∢R I S < 90◦.

Oznaqimo f (1) = a. Zamene t = 1 i s = 1 daju f ( f (z)) = a2z i f (az2) = f (z)2 za sve6.

z ∈N. Ove jednaqine zajedno s polaznom daju

f (x)
2 f (y)

2
= f (x)

2 f (ay2
) = f (x2 f ( f (ay2

))) = f (x2a3 y2
) = f (a(ax y)

2
) = f (ax y)

2
,



odakle je f (ax y) = f (x) f (y) za sve x, y ∈N. Odavde je tako�e f (ax y) = f (x y) f (1), pa
dobijamo

a f (x y) = f (x) f (y) za sve x, y ∈N. (1)

Primetimo da iz (1) indukcijom sledi f (x)n = an−1 f (xn) za sve n ∈ N, pa an−1 |

f (x)n . Dakle, ako su pα i pβ redom taqni stepeni nekog prostog broja p koji
dele a i f (x), onda je αÉ

n
n−1

β za sve n, pa mora biti αÉ β. To vaжi za svako
p; prema tome, a | f (x).

Nadaǉe posmatramo funkciju g (x) = f (x)/a na skupu N. Po prethodnom vaжi

g (1)= 1, g (x y) = g (x)g (y), g (g (x)) = x za sve x, y ∈N. (2)

Jasno je da je g bijektivna funkcija i da je g (x) prost broj kad god je x prost:
zaista, ako je g (p) = uv i u, v > 1, onda je g (u)g (v) = g (uv) = p, xto je nemogu�e
jer su g (u), g (v) > 1 zbog bijektivnosti. Sada je f (1998) Ê g (1998) = g (2 ·33 ·37) =

g (2) · g (3)3 · g (37), pri qemu su g (2), g (3) i g (37) razliqiti prosti brojevi, pa je
g (1998)Ê 23 ·3 ·5 = 120.

Vrednost f (1998)= 120 se dostiжe za proizvoǉnu funkciju f ≡ g koja zadovoǉava
(2) i g (2)= 3, g (3)= 2, g (5) = 37, g (37)= 5. Prema tome, odgovor je 120.
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