
MALA OLIMPIJADA

Beqej, 12.04.1998.

Iz xpila karata za igru, qetiri trojke, qetiri qetvorke i1.

qetiri petice su izdvojene i pore�ane na sto sa licem na gore.
Igraqi A i B redom uzimaju karte jednu po jednu i stavǉaju ih
na gomilu. Poqiǌe igraq A. Igraq posle qijeg poteza je zbir
vrednosti karata na gomili

(a) ve�i od 34;

(b) ve�i od 37

gubi. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

U konveksnom qetvorouglu ABCD, dijagonala AC seqe dijago-2.

nalu BD u ǌenom sredixtu S. Polupreqnici upisanih krugova
trouglova ABS, BCS,CDS,DAS su r1, r2, r3, r4, redom. Dokazati
nejednakost

|r1 − r2 + r3 − r4| 6
1

8
|AB −BC + CD −DA| .

Dokazati da ne postoje prirodni brojevi n i k 6 n takvi da3.
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tim redom qine aritmetiqku progresiju.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

(a) Prvi igraq. On u prvom potezu odabere peticu, a u naredna1.

tri poteza, ako drugi igraq odabere kartu x, on bira kartu
8− x (to oqigledno moжe izvesti). Nakon qetvrtog poteza dru-
gog igraqa zbir brojeva karata na gomili je 32, 33 ili 34. U
slede�em potezu prvi igraq pobe�uje.

(b) Drugi igraq. Kad god prvi igraq odabere kartu x, drugi
uzima kartu 8−x. Pre petog poteza drugog igraqa zbir brojeva
karata nije ve�i od 37, a on svojim potezom dostiжe zbir 40 i
pobe�uje.

Neka je ∢ASB > 90◦. Tada je AB > AD i CD > CB. Povrxine2.

trouglova ASB i ASD su jednake; oznaqimo ih sa P . Imamo

r4 − r1 =
2P

AS + SD + AD
− 2P

AS + SB + AB

=
2P · (AB − AD)

(AS + SD +AD)(AS + SB +AB)
.

Znamo (npr. na osnovu A-G nejednakosti) da je 12
√
3 · P 6 (AS +

SD+AD)2 6 (AS + SD+AD)(AS + SB +AB), pa sledi da je 0 6

r4−r1 6
1

6
√
3
(AB−AD). Analogno je 0 6 r2−r3 6

1

6
√
3
(CB−CD), pa

sabiraǌem dobijamo nejednakost jaqu od traжene, sa konstantom
1

8
zameǌenom sa 1

6
√
3
.
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qine aritmetiqku progresiju ako i samo ako vaжi x+1

n−x
+

n−x−1

x+2
= 2, xto je nakon sre�ivaǌa ekvivalentno sa

(2x− n+ 2)2 = n+ 2. (∗)

Po uslovu zadatka, x = k i x = k + 1 su rexeǌa ove jednaqine,
tj. |2k−n+2| = |2(k+1)−n+2|, pa mora biti 2k−n+2 = 1, ali
onda (∗) daje n = −1, kontradikcija.
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