
15. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Nikozija, Kipar – 5. maj 1998.

Posmatrajmo qlanove konaqnog niza1.

[

k2

1998

]

, k = 1,2, . . . ,1997.

gde [x] oznaqava ceo deo od x. Koliko ima razliqitih qlanova u ovom nizu?
(Grqka)

Neka je n ceo broj, n Ê 2, i neka su 0 < a1 < a2 < . . . < a2n+1 realni brojevi. Doka-2.

zati slede�u nejednakost:

npa1 − npa2 + . . .− npa2n + npa2n+1 < npa1 −a2 + . . .−a2n +a2n+1 .

(Rumunija)

Oznaqimo sa S skup svih taqaka trougla ABC bez jedne unutraxǌe taqke3.

(trougao sadrжi svoju ivicu). Pokazati da S moжe da se predstavi kao unija
disjunktnih duжi (duж sadrжi svoje krajǌe taqke). (Jugoslavija)

Dokazati da jednaqina y2 = x5 −4 nema celobrojnih rexeǌa. (Bugarska)4.

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Susedni qlanovi niza 12

1998
, 22

1998
, . . . , 9992

1998
se razlikuju za maǌe od 1, tako da se me�u1.

ǌihovim celim delovima pojavǉuju svi celi brojevi od
[

12

2014

]

= 0 do
[

9992

1998

]

= 499.

S druge strane, me�u 999 brojeva 9992

1998
, 10002

1998
, . . . , 19972

1998
svaka dva se razlikuju za

vixe od 1, pa su ǌihovi celi delovi razliqiti. Tako u datom nizu imamo
ukupno 500+999−1= 1498 razliqitih qlanova.

Smenom ai = xn
i
traжena nejednakost se svodi na xn

1
−xn

2
+xn

3
−·· ·+xn

2n+1
> (x1 −x2 +2.

x3 −·· ·+x2n+1)n. Dokaza�emo indukcijom po k Ê 1 da vaжi

xn
1 −xn

2 +xn
3 −·· ·+xn

2k+1
> (x1 −x2 +x3 −·· ·+x2k+1)

n ako je 0 < x1 < ·· · < x2n+1. (∗)

Za k = 1, (∗) je ekvivalentno sa xn
2
−xn

1
< xn

3
−xn, gde je x = x1−x2+x3. Deǉeǌem sa

x2 − x1 > 0 ova nejednakost postaje xn−1
2

+ xn−2
2

x1 +·· ·+ xn−1
1

< xn−1
3

+ xn−2
3

x +·· ·+ xn−1,
a to je oqigledno taqno jer je x2 < x3 i x1 < x.

Neka je k > 1. Na osnovu induktivne pretpostavke i sluqaja k = 1 je xn
1
−xn

2
+xn

3
−

·· ·+xn
2k+1

> xn
1
−xn

2
+(x3−·· ·+x2k+1)n > (x1−x2+x3−·· ·+x2k+1)n jer je x1 < x2 < x3−·· ·+x2k+1,

i ovim je indukcija zavrxena.

Drugo rexeǌe. Kako je xn
i
zapremina hiperkocke Ci = [0, xi ]n, leva strana (∗) je

jednaka zapremini skupa A =C1∪(C3 \C2)∪·· ·∪(C2k+1 \C2k), a to je skup svih taqaka
(x1, x2, . . . , xn) ∈R

n u kojima je maxi xi ∈ I , gde je I = [0, x1]∪ [x2, x3]∪·· ·∪ [x2k , x2k+1].

S druge strane, desna strana (∗) je jednaka zapremini skupa B svih taqaka
(x1, x2, . . . , xn) ∈R

n sa x1, x2, . . . , xn ∈ I . Jasno je da je B ⊂ A, pa (∗) odmah sledi.

Neka je P unutraxǌa taqka trougla ABC , D taqka na stranici AB takva da je3.

PD ∥ BC , i E i F taqke na AC takve da
je PE ∥ BC i PF ∥ AB. Trapez BC E D bez
duжi DE se moжe pokriti duжima par-
alelnim stranici BC ; trapez ADPF

bez duжi PF se moжe pokriti duжima
paralelnim stranici AD; i najzad,

A

B C

PD E

F

trougao PE F bez taqke P se moжe pokriti duжima paralelnim stranici E F .

Jednaqina nema rexeǌa po modulu 11. Zaista, mogu�i ostaci y2 pri deǉeǌu4.

sa 11 su 0,1,3,4,5,9, dok x5 −4 daje samo ostatke 6,7,8.

Napomena. Ovo lako rexeǌe je promaklo жiriju. Dajemo i rexeǌe predlagaqa:

Zapiximo jednaqinu kao y2 +62 = x5 +25. Ako je x parno, onda je y2 = x5 −4 ≡ 28

(mod 32), pa je (
y

2
)2 ≡ 7 (mod 8), a to je nemogu�e.

Ostaje sluqaj 2 ∤ x. Tada je 0 < A = x4−2x3+4x2−8x+16≡ 3 (mod 4), ali A | x5+25 =
y2 +62, xto je nemogu�e ako je (A,6) = 1. Dakle, 3 | A | x5 +32 ≡ x +2 (mod 3), pa je
x ≡ 1 (mod 3), ali tada je A ≡ 2 (mod 3), kontradikcija.
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