38. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Hum, 12.04.1997.

IIpBu pa3pen

[Temakr ce kpehe mo Taukama ca HeJUM KOOpAWHATAMA Y PABHU IO
cienehuM mpaBuanMa:

(i) Hemak ce y mouerky HajJa3uW y TAukU (Mm,n).

(ii) Ako ce memak y HEKOM TPEHYTKY HAJIA3U y TAUKU (T,Yy), OHIA U3
me mpenasn y tauky (z+1,y), (z,y+1), (z—1,y) nmm (z,y — 1)
pemoM, y 3aBUCHOCTU OJf TOT& [a JIU jé OCTATAK NPU AEJLEeHY
x4y ca 4 jemnak 0,1,2 nan 3.

Ako ce nmemak nmocie npebennx 1997 kopaka namao y tauku (0,1997),
oxpenntu cBe moryhe tauke (m,n).

Hexka je O yayrpamma tauka tpoyraa ABC. Ilpase OA, OB, OC ceky
HacmpaMHe cTpaHune pemoMm y tavkama P,Q, R. Hahu murnmamny

BPEIHOCT IIPOU3BOIA
AO BO CO

OP 0Q OR

u onpenutu Tadky (O 3a KOjy Ce Ta BPETHOCT TOCTILKE.

Y tpoyrany ABC, CD je Bucuna, E cpemumre crpanune AB, a P u
@ momHOkja HOpMaJsa m3 Tavyaka A u B Ha cumerpaay yraa ACB.
Iorazaru ma tauke D, E, P, () nexe Ha UCTOM KPYTY.

Iorazaru ma mehy OpojeBuma oGIMKA

[2’”%] , rmne je k mpuponan 6poj,

nMa GECKOHAYHO MHOTO MAPHUX.
([z] je majsehu neo 6poj e sehu on x.)

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amarak Bpeau 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



38. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Hum, 12.04.1997.

Ipyru paspen

Y paBHu cy mate npaBa s u Tauke A u B ca ucre crpane npase s. Heka
je M mpomenssuBa Tauka mpaBe s, a Ay u By HOpMaJHe mpojekunuje
rauaka A u B wa mpase M B u M A, penqom. Onpenutu mosoxkaj Tauke
M rtako ma my:xuHa AiBj Oyme MUHUMAJHA.

CBaka MBUIIA KOHBEKCHOT TOJIMENpPA je O3HAUeHA 3HAKOM -+ WUId —.
Iorazatu na mocToju TeMe nojuenpa Mehy dmjuM UBUYHUM yTJIOBUMA
nMa Mame OJl YeTUPU YUY CY Kpalld Pa3JIUYUTO O3HAYEHU.

Oszuaunmo ca S(n) 30up uudapa npupoasor 6poja n. Ila au mocroju
n Tako ma Bawke jemHaxoctu S(n) = 1997 u S(n?) = 199727

Y cBako] on Tpu mKOJe mMa 1mo n yuyeHmka. CBakyd yUEHUK MO3HAje
6ap n + 1 yuyenmka m3 ocrajie nBe mkoJie. JlokazaTu ma mocToje Tpu
YUYEHUKA, [0 jelaH U3 CBake mKoJje, Koju ce Mehycobno nosuajy. (Ilos-
HAHCTBO je CUMeTpPUYHA peJaluja. )

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amartak Bpenau 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



38. CABE3HO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Hum, 12.04.1997.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

[Tocroju nu npuponan 6poj n 3a koju ce cryun {n,n+1,...,n+ 1997}
MOKe MPENCTABUTH y OONuKy yHUje MehyCOOHO AMCjyHKTHUX CKyIOBa
A1, A, ..., A (k > 2) Tako ma cy mpousBoau 6pojeBa y CBUM CKYIIO-
Buma Aq,..., A, ucrtu?

Ilat je mosmHOM
P(x) =25 — 205 + 2* — 223 + 2% — 22 + 1.

JlokazaTu ma TAYHO YeTHUPU KOpeHa mnoamHoMa P(z) mMmajy Mmomyie
jennake 1.

Iar je terpaemap ABCD 3anpemune V. Ha uBunama AD,BD,CD
mare cy pemom tauke Ai, By, Ttako ma pasam AiB;C; canp:ku Te-
skumnre Terpaenpa. Osmaummo ca Vi, Ve, V3 3anpemune terpaenapa
AA1B1Cy, BA1B:Cy u CA1B:C4, penmom. Hahu majmamy moryhy
Bpeanoct 30upa Vi + Vo + Vs,

[Ter hynoBa o3nauenu cy Opojesuma 0,1,2,3,4. iyn o3nauen 6pojem
0 je mpazaH, a y CBakKOM OJ MPEOCTAJUX HAJA3U CE€ U3BECTAH OPOj
3nmaTHUKA. Y hymy o3naueHoMm OpojeM ¢ HaJla3m ce r; 3jdaTHUKa. /[Ba
urpaya, A u B, HAU3MEHUYHO IPEMEINTa]y 3JIaTHUKE. JeTHUM MTOTEe30M
“rpad MOKe MPEeMEeCTUTU MPOU3BOJbaH Opoj 3imaTHuka (Oap jeman) u3
ouno kor hyma y hyn ca pemaum 6pojem mamum 3a 1. [IpBu urpa A.
WNrpau nmocae uujer ce moresa cBu 3natHui Hahy y hymy o3HadyeHOM
ca 0 mobuja cBe 3maTHuke. Koju urpay mma moOUTHY cTpaTerujy?

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
CBaku 3amartak Bpenu 25 mMoeHa.
Pemema meramuo 00pasmoKuTH.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

PEIIIEIHA

Kopak koju memaxr npebe u3 tauke (x,y) 3sahemo “rkoparom i’ (i =
0,1,2,3) ako je x +y =i (mod 4).

Kako y cBakom kopaky 30up x + y MeHma MapHOCT, Y MOJA3HO] TAYKU
Mopa 6utu 2 | m + n, ma je memakoB npsu kopak 0 wmim 2. Haxkon
MIPBOT KOpaka cjene penoM koparmm 1,2,1,2,..., ma Tako mocJiie 1997
KOpaka Iemak 3aBpmasa y tadku (m — 997, n+ 998) ako je m+n =0
(mod 4), oxrocuo y Tauku (m—999,n+998) ako je m+n =2 (mod 4).
Cnemu na cy jemmne moryhe momasue tauke (997,999) u (999,999), u
OHE 3aKCTa 330BOJHABAjY HPETIOCTABKE.

O3HaqHMox:%:§jgg,y:g—g:% z:%zgﬁ—gg. Tana
je AP=21.0P=A0=(1-1)0P=12.0P,naje 5% =12 = 12
jep je x +y+ 2z =1. Canuno je %: Z;:““’ u % ““’”Ly Cana je
AO BO CO (y+z2)(z+z)(r+y) L 2VYz-2Vzw - 2,/Ty g
OP 0OQ OR xYz - TYZz N

mo A-T' mHejemHakocTU, IpU YeMy jeTHAKOCT BasKM aKO WM CaMO aKO je
r=y=2z= %, Tj. kaga je tauka O Tesxumre Tpoyraa ABC.

Axo je AC = BC, cBe uwetupu taure D, E, P, () ce noknamajy. Heka
je AC' < BC. Jlako ce Bumu na ce nysx«u DE u PQ CEKy, Te je J4eTBO-
poyrao DPE() kouBekcan. Tauka
A’ cumerpuuna Tauku A y ogHOCY
Ha cumerpaay yraa ACB sexun
Ha mpasoj C' B, npu uemy je Tadka
P cpemumre mysxu AA’.

Kako je PE cpemma nuuuja y tpoyriay AA'B, saxu PE | BC. Cana
u3 TeTuBHOCTU dYerTBOpoyria BCDQ nobujamo <QQDE = <QCB =
<QPFE, mto 3uauu na je yerBopoyrao DPFE() TeruBawn.

IIpeTnocTaBuMO fa HOCTOju N Takso na je [2F2] = [28y/2] menapmo 3a
cee k > n. Heka je K = [2”\/5] + 1 1 m npupoman 6poj Takas ma je
<2"/2 < K — 54 Muowemenm ca 2™ mobujamo

IMK — 2L 2MTM2 < 2K — 1,

na je [2"T™\/2] = 2" K — 2 mapHo, KOHTDA,IMKIH]a.

N3 comunsoctu AMA{By ~ AMAB cnenn AlBl = ]‘]\%‘41 = cos<<AMB.



2.2,

2.3.

2.4.

Iakise, Tpeba mahu taury M 3a
KOjy ce MuHUMU3yje cos <AM B.

Axo kpyr w Hanm npeuynukoM AB
cedye mpaBy s, ysumajyhu 3a M
Ipecevny Tauky § () w mobujamo e
|A131‘ =0. Mo

Axko w He ceue s, 3amaTak ce cBoau Ha onpebuBame Taure M 3a KOjy
je <AM B wmakcumanan. Tana ymyrtap kpyra k xpo3 tauke A, M, B
HEMa Tadaka mpaBe §, IMTO 3HAYM Oa KPYr k HOAUpYyje mpaBy s.

(i) Ako je AB | s, M je upecek cumerpaie nysxku AB u npase s.
(ii) Axo je ABNs = {P}, ouna je PM? = PA- PB. Iloctoje mse
takBe Tauke M: o3HaumMmo ux ca My u My, npu uemy je 6e3 cma-

wema onmroctu {M;PA < 90°. Ha ocHoBY cunycHe Teopeme je

sin<<{AMB __ AM> . sin<<PBM; __ AM, . BMs
simn<AM,B ~ AM, sin<PBM, _ AM, BM, > 1, nakne <AMB >
<AM>B, na je M = M.

Heka momwenap uma V' temena, FE uBuna u ' = F3+ Fy+ --- cTpana,
rae je Fj 6poj k-toyraomux crpana. Cpaka k-Toyraona cTpaHa UMa
k wmBuIta, a cBaka WMBUIA Ce padyyHa ABamyT, ma je 2K = Z,@S kFp n
omatie no Ojneposoj Teopemu 2V = 2(E—F+2) =3, 3(k—2)F; +4.

Ha k-Toyraonoj crpanu mMa HajBUIIe 2[%] yIUVIOBA Ca Pa3JIMYUTO O3-
HaUeHUM KpanmMma. Y KymaH OpOj TaKBUX yTJIOBA je OHIA

k
N<2) M Fr<2) (k—2)F, =4V -8,
k>3 k>3
na o lupuxieoBOM IPUHINUIY IOCTOJU TeMeE Ca Mame O 4 pa3yIimdaruTo
O3Ha4YeHa KpaKa.

I[TocToju. Ilokaxkmmo nma Opoj

1997 1997

n=3 10%, sawojuje n?=3 10°" +2.3 102+,
k=1 k=1 1<k<0<1997

3a10BOJbaBa yCJOBe 3amaTka. JacHo je ma je S(n) = 1997. Takobe,
kako cy cBu excrmorentu 281 u 2F 4 2! v zamucy n? meBHycobro pas-
muantu, 6poj n? y memuMaTHOM 3amucy mMma 1997 jemuHuna, (19297)
NBOJKU 1 HeKM Opoj Hyna, ma je S(n?) tauno jemmaxo 19972

Hexka je a yuenuk mkose S; Koju mo3Haje k yueHUKA IMKOJE Sy, TAKAB
a HUjeJaH YUYEeHWK U3 Ma KOje IMKOJe HeMa BUIlle OX Kk TMO3HAHUKA
HU Yy jenHOj Apyroj mkKoau. Y JyeHUK a uMa 0ap n + 1 — k mosnanumka
y tpehoj mronaun S;. Herka je ¢ € S3 jemanm on tux nmo3nanuka. OH
mo3Haje HajBuile k yuyenuka y Sp, u npema tome 6ap n+1—k yuenura



3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

y Sy. Ilo lupuxieoBoM NPUHNOUILY, MOCTOjU YUYE€HUK b mkrojae So KOju
[IO3Haje U a ¥ c. Y 4eHUIu a, b, c ce nosnajy mebhycoOHo.

Bpojesu 1997 u 1999 cy npoctu. Cryn A = {n,n+1,...,n + 1997}
canp:ku O6ap jeman O0poj memuB ca 1997, ma je mpouws3BOI Y CBAKOM O[T
ckynmoBa A; memuB ca 1997. Anwm kako cy HajBumie nBa Opoja y CKymy
A nemusa ca 1997, mopa 6utu k < 2, nakie k = 2.

Hame, ckyn A He Moxke ma canp:ku Opoj memus ca 1999, jep Ou y
CYNIIPOTHOM TAYHO jenaH on ckynoBa Aj, As mMao mpousBo eeMeHaTa
nmesmus ca 1999. Cuemn na je n =1 (mod 1999), na je no Bunconosoj
TeopeMu Mpom3Boa eseMenaTta y A Kourpyenras ca 1-2-----1998 = —1
(mod 1999). Mebyrum, ako je  npousBon exemenaTta y A, 0OBO 3HAUM
na je 2 = —1 (mod 1999), a oBa KOHTpyeHIMja HeMa pemIema jep je

1999 = 3 (mod 4).

CraBumo y =z + 2~ 1. Tana je

P(x)

3

=Qy)=y®>—2y°> -2y +2.

[Ipumerumo na je x momyna 1 ako m caMo ako je x = cost + isint
3a HeKo t, a Tanma je y = 2cost; obpatHo, u3 y = 2cost ciuenu xr =
cost +isint. IIpyrum peumma, || = 1 ako 1 caMo ako je y pPeasHo u
—2 < y < 2, Ipu ¥yeMy CBAaKOM TAaKBOM Y OAroBapajy HABE€ BPETHOCTU
x ako je y # £2. Ilpema Tome, ocraje camo ma mokaxkemo ma Q(y)
“Ma TaJvHO [OBe peaJiHe HyJie y uHTepBany (—2,2). 3a TO je HOBOJHHO
npuMeruty ga je Q(—2) = —10, Q(0) = 2, Q(2) = —2, na @ uma 1o
jemny mysy y cBakoMm on uHTepBaaa (—2,0), (0,2) u (2,00).

O3HaQHMOl)—A1)=6, DBlng DC, =c¢. Hercajelﬁzxc?,ﬁ:yg
u DC = z¢, roe cy x,y,z > 1.
Bamﬂﬁ:i(DA—f-ﬁ—}-D ) =
A1 BC; ako u camo ako je £ 4 4 4

T resxumre Terpaeapa ABCD,
+4b+ 2¢. Taura T je y paBuu
=1

AA

: —1
Hame je V=«ryz-VAlBlch u V1 = DA, 'VA1B1C1D =z

TYz

-V, n ana-

-1 —
gorao Vo = L2 .V u V3 = 221 . V. TIpema Towme,
TYZ TYZ

3
-3 1 3
Va4 vy o TRy tesd L (_) v
TYZz TYZ 4
jep je mo A-T' mejemnaroctu zyz < (THE2)3 = (3)3.

Ilakne, oaroeop je %V U JOCTWKE Ce Kala je £ =y = 2 = %, Tj. Kaua
je paBau A;B;C; napainemnna pasau ABC.

JacHo je ma ce mrpa Mopa 3aBPIIUTU: CBaKU 3JATHUK CE€ U3 CBAKOT
hyna moske y3eTm HajBUINE jeTHOM.



AKo je y mOUeTHOj MO3UNUJU 7' # T3, IPBU UCPAd MOKE 18 UrpPa TaKO
[a TOCJe CBAKOT HEeroBOT more3a y hymoBuMma 1 m 3 uma uctu O6poOj
3JIATHUKA, NOK APYTY UI'Pad CBOjUM IOTe30M 0DaBE3HO HapymIaBa OBO
cBojcTBO. Ha oBaj mauwmn npBu urpau mobebhyje.

Axo je ry = rz, mocJje mpBOr MOTe3a MPBOT UTrpada OPOjeBU 3JIATHUKA
y hynosuma 1 u 3 cy paznuuutu, na apyru urpad nobebhyje ciaenehn
rope ONMCaHYy CTPATETrHjy.

Tywarn Byxuh ANAAAAAAAAAAAAANANANN srb.imomath.com



