
38. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Nix, 12.04.1997.

Prvi razred

Pexak se kre�e po taqkama sa celim koordinatama u ravni po1.

slede�im pravilima:

(i) Pexak se u poqetku nalazi u taqki (m,n).

(ii) Ako se pexak u nekom trenutku nalazi u taqki (x, y), onda iz
ǌe prelazi u taqku (x+1, y), (x, y+1), (x− 1, y) ili (x, y− 1)
redom, u zavisnosti od toga da li je ostatak pri deǉeǌu
x+ y sa 4 jednak 0, 1, 2 ili 3.

Ako se pexak posle pre�enih 1997 koraka naxao u taqki (0, 1997),
odrediti sve mogu�e taqke (m,n).

Neka je O unutraxǌa taqka trougla ABC. Prave OA,OB,OC seku2.

naspramne stranice redom u taqkama P,Q,R. Na�i minimalnu
vrednost proizvoda

AO

OP
· BO

OQ
· CO

OR

i odrediti taqku O za koju se ta vrednost dostiжe.

U trouglu ABC, CD je visina, E sredixte stranice AB, a P i3.

Q podnoжja normala iz taqaka A i B na simetralu ugla ACB.
Dokazati da taqke D,E, P,Q leжe na istom krugu.

Dokazati da me�u brojevima oblika4.

[

2k+
1
2

]

, gde je k prirodan broj,

ima beskonaqno mnogo parnih.
([x] je najve�i ceo broj ne ve�i od x.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



38. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Nix, 12.04.1997.

Drugi razred

U ravni su date prava s i taqke A i B sa iste strane prave s. Neka1.

je M promenǉiva taqka prave s, a A1 i B1 normalne projekcije
taqaka A i B na prave MB i MA, redom. Odrediti poloжaj taqke
M tako da duжina A1B1 bude minimalna.

Svaka ivica konveksnog poliedra je oznaqena znakom + ili −.2.

Dokazati da postoji teme poliedra me�u qijim iviqnim uglovima
ima maǌe od qetiri qiji su kraci razliqito oznaqeni.

Oznaqimo sa S(n) zbir cifara prirodnog broja n. Da li postoji3.

n tako da vaжe jednakosti S(n) = 1997 i S(n2) = 19972?

U svakoj od tri xkole ima po n uqenika. Svaki uqenik poznaje4.

bar n + 1 uqenika iz ostale dve xkole. Dokazati da postoje tri
uqenika, po jedan iz svake xkole, koji se me�usobno poznaju. (Poz-
nanstvo je simetriqna relacija.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



38. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Nix, 12.04.1997.

Tre�i i qetvrti razred

Postoji li prirodan broj n za koji se skup {n, n+ 1, . . . , n+ 1997}1.

moжe predstaviti u obliku unije me�usobno disjunktnih skupova
A1, A2, . . . , Ak (k > 2) tako da su proizvodi brojeva u svim skupo-
vima A1, . . . , An isti?

Dat je polinom2.

P (x) = x6 − 2x5 + x4 − 2x3 + x2 − 2x+ 1.

Dokazati da taqno qetiri korena polinoma P (x) imaju module
jednake 1.

Dat je tetraedar ABCD zapremine V . Na ivicama AD,BD,CD3.

date su redom taqke A1, B1, C1 tako da ravan A1B1C1 sadrжi te-
жixte tetraedra. Oznaqimo sa V1, V2, V3 zapremine tetraedara
AA1B1C1, BA1B1C1 i CA1B1C1, redom. Na�i najmaǌu mogu�u
vrednost zbira V1 + V2 + V3.

Pet �upova oznaqeni su brojevima 0, 1, 2, 3, 4. �up oznaqen brojem4.

0 je prazan, a u svakom od preostalih nalazi se izvestan broj
zlatnika. U �upu oznaqenom brojem i nalazi se ri zlatnika. Dva
igraqa, A i B, naizmeniqno premextaju zlatnike. Jednim potezom
igraq moжe premestiti proizvoǉan broj zlatnika (bar jedan) iz
bilo kog �upa u �up sa rednim brojem maǌim za 1. Prvi igra A.
Igraq posle qijeg se poteza svi zlatnici na�u u �upu oznaqenom
sa 0 dobija sve zlatnike. Koji igraq ima dobitnu strategiju?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Korak koji pexak pre�e iz taqke (x, y) zva�emo “korakom i” (i =1.1.

0, 1, 2, 3) ako je x+ y ≡ i (mod 4).

Kako u svakom koraku zbir x+ y meǌa parnost, u polaznoj taqki
mora biti 2 | m + n, pa je pexakov prvi korak 0 ili 2. Nakon
prvog koraka slede redom koraci 1, 2, 1, 2, . . . , pa tako posle 1997
koraka pexak zavrxava u taqki (m− 997, n+ 998) ako je m+ n ≡ 0
(mod 4), odnosno u taqki (m−999, n+998) ako je m+n ≡ 2 (mod 4).
Sledi da su jedine mogu�e polazne taqke (997, 999) i (999, 999), i
one zaista zadovoǉavaju pretpostavke.

Oznaqimo x = OP
AP

= POBC

PABC
, y = OQ

BQ
= PAOC

PABC
i z = OR

CR
= PABO

PABC
. Tada1.2.

je AP = 1

x
·OP ⇒ AO = ( 1

x
− 1)OP = 1−x

x
·OP , pa je AO

OP
= 1−x

x
= y+z

x

jer je x+ y + z = 1. Sliqno je BO
OQ

= z+x
y

i CO
OR

= x+y
z

. Sada je

AO

OP
· BO

OQ
· CO

OR
=

(y + z)(z + x)(x+ y)

xyz
>

2
√
yz · 2√zx · 2√xy

xyz
= 8

po A-G nejednakosti, pri qemu jednakost vaжi ako i samo ako je
x = y = z = 1

3
, tj. kada je taqka O teжixte trougla ABC.

Ako je AC = BC, sve qetiri taqke D,E, P,Q se poklapaju. Neka1.3.

je AC < BC. Lako se vidi da se duжi DE i PQ seku, te je qetvo-

rougao DPEQ konveksan. Taqka
A′ simetriqna taqki A u odnosu
na simetralu ugla ACB leжi
na pravoj CB, pri qemu je taqka
P sredixte duжi AA′.

A

A′

B

C

D

E
P

Q

Kako je PE sredǌa linija u trouglu AA′B, vaжi PE ‖ BC. Sada
iz tetivnosti qetvorougla BCDQ dobijamo ∢QDE = ∢QCB =
∢QPE, xto znaqi da je qetvorougao DPEQ tetivan.

Pretpostavimo da postoji n takvo da je [2k+
1
2 ] = [2k

√
2] neparno za1.4.

sve k > n. Neka je K = [2n
√
2] + 1 i m prirodan broj takav da je

K − 1

2m−1 6 2n
√
2 < K − 1

2m . Mnoжeǌem sa 2m dobijamo

2mK − 2 6 2n+m
√
2 < 2mK − 1,

pa je [2n+m
√
2] = 2mK − 2 parno, kontradikcija.

Iz sliqnosti △MA1B1 ∼ △MAB sledi A1B1

AB
= MA1

MA
= cos∢AMB.2.1.



Dakle, treba na�i taqku M za
koju se minimizuje cos∢AMB.

Ako krug ω nad preqnikom AB

seqe pravu s, uzimaju�i za M

preseqnu taqku s ∩ ω dobijamo
|A1B1| = 0.

A

B

M1M2

A1
B1

P
s

Ako ω ne seqe s, zadatak se svodi na odre�ivaǌe taqke M za koju
je ∢AMB maksimalan. Tada unutar kruga k kroz taqke A,M,B

nema taqaka prave s, xto znaqi da krug k dodiruje pravu s.

(i) Ako je AB ‖ s, M je presek simetrale duжi AB i prave s.

(ii) Ako je AB ∩ s = {P}, onda je PM2 = PA · PB. Postoje dve
takve taqke M : oznaqimo ih sa M1 i M2, pri qemu je bez sma-
ǌeǌa opxtosti ∢M1PA 6 90◦. Na osnovu sinusne teoreme je
sin∢AM1B
sin∢AM2B

= AM2

AM1
· sin∢PBM1

sin∢PBM2
= AM2

AM1
· BM2

BM1
> 1, dakle ∢AM1B >

∢AM2B, pa je M ≡ M1.

Neka poliedar ima V temena, E ivica i F = F3 + F4 + · · · strana,2.2.

gde je Fk broj k-tougaonih strana. Svaka k-tougaona strana ima
k ivica, a svaka ivica se raquna dvaput, pa je 2E =

∑

k>3
kFk i

odatle po Ojlerovoj teoremi 2V = 2(E−F +2) =
∑

k>3
(k−2)Fk+4.

Na k-tougaonoj strani ima najvixe 2[k
2
] uglova sa razliqito oz-

naqenim kracima. Ukupan broj takvih uglova je onda

N 6 2
∑

k>3

[

k

2

]

Fk 6 2
∑

k>3

(k − 2)Fk = 4V − 8,

pa po Dirihleovom principu postoji teme sa maǌe od 4 razliqito
oznaqena kraka.

Postoji. Dokaжimo da broj2.3.

n =
1997
∑

k=1

102
k

, za koji je n2 =
1997
∑

k=1

102
k+1

+ 2 ·
∑

16k<ℓ61997

102
k
+2

ℓ

,

zadovoǉava uslove zadatka. Jasno je da je S(n) = 1997. Tako�e,
kako su svi eksponenti 2k+1 i 2k + 2l u zapisu n2 me�usobno raz-
liqiti, broj n2 u decimalnom zapisu ima 1997 jedinica,

(

1997

2

)

dvojki i neki broj nula, pa je S(n2) taqno jednako 19972.

Neka je a uqenik xkole S1 koji poznaje k uqenika xkole S2, takav2.4.

da nijedan uqenik iz ma koje xkole nema vixe od k poznanika
ni u jednoj drugoj xkoli. Uqenik a ima bar n + 1 − k poznanika
u tre�oj xkoli S3. Neka je c ∈ S3 jedan od tih poznanika. On
poznaje najvixe k uqenika u S1, i prema tome bar n+1−k uqenika



u S2. Po Dirihleovom principu, postoji uqenik b xkole S2 koji
poznaje i a i c. Uqenici a, b, c se poznaju me�usobno.

Brojevi 1997 i 1999 su prosti. Skup A = {n, n + 1, . . . , n + 1997}3.1.

sadrжi bar jedan broj deǉiv sa 1997, pa je proizvod u svakom od
skupova Ai deǉiv sa 1997. Ali kako su najvixe dva broja u skupu
A deǉiva sa 1997, mora biti k 6 2, dakle k = 2.

Daǉe, skup A ne moжe da sadrжi broj deǉiv sa 1999, jer bi u
suprotnom taqno jedan od skupova A1, A2 imao proizvod elemenata
deǉiv sa 1999. Sledi da je n ≡ 1 (mod 1999), pa je po Vilsonovoj
teoremi proizvod elemenata u A kongruentan sa 1 ·2 · · · · ·1998 ≡ −1
(mod 1999). Me�utim, ako je x proizvod elemenata u A1, ovo znaqi
da je x2 ≡ −1 (mod 1999), a ova kongruencija nema rexeǌa jer je
1999 ≡ 3 (mod 4).

Stavimo y = x+ x−1. Tada je3.2.

P (x)

x3
= Q(y) = y3 − 2y2 − 2y + 2.

Primetimo da je x modula 1 ako i samo ako je x = cos t + i sin t
za neko t, a tada je y = 2 cos t; obratno, iz y = 2 cos t sledi x =
cos t± i sin t. Drugim reqima, |x| = 1 ako i samo ako je y realno i
−2 6 y 6 2, pri qemu svakom takvom y odgovaraju dve vrednosti
x ako je y 6= ±2. Prema tome, ostaje samo da pokaжemo da Q(y)
ima taqno dve realne nule u intervalu (−2, 2). Za to je dovoǉno
primetiti da je Q(−2) = −10, Q(0) = 2, Q(2) = −2, pa Q ima po
jednu nulu u svakom od intervala (−2, 0), (0, 2) i (2,∞).

Oznaqimo
−−→
DA1 = ~a,

−−→
DB1 = ~b i

−−→
DC1 = ~c. Neka je

−−→
DA = x~a,

−−→
DB = y~b3.3.

i
−−→
DC = z~c, gde su x, y, z > 1. Ako je T teжixte tetraedra ABCD,

vaжi
−−→
DT = 1

4
(
−−→
DA+

−−→
DB +

−−→
DC) = x

4
~a + y

4
~b + z

4
~c. Taqka T je u ravni

A1B1C1 ako i samo ako je x
4
+ y

4
+ z

4
= 1, tj. x+ y + z = 4.

Daǉe je V = xyz · VA1B1C1D i V1 = AA1

DA1
· VA1B1C1D = x−1

xyz
· V , i ana-

logno V2 = y−1

xyz
· V i V3 = z−1

xyz
· V . Prema tome,

V1 + V2 + V3 =
x+ y + z − 3

xyz
· V =

1

xyz
· V >

(

3

4

)3

V

jer je po A-G nejednakosti xyz 6 (x+y+z
3

)3 = ( 4
3
)3.

Dakle, odgovor je 27

64
V i dostiжe se kada je x = y = z = 4

3
, tj. kada

je ravan A1B1C1 paralelna ravni ABC.

Jasno je da se igra mora zavrxiti: svaki zlatnik se iz svakog3.4.

�upa moжe uzeti najvixe jednom.



Ako je u poqetnoj poziciji r1 6= r3, prvi igraq moжe da igra tako
da posle svakog ǌegovog poteza u �upovima 1 i 3 ima isti broj
zlatnika, dok drugi igraq svojim potezom obavezno naruxava ovo
svojstvo. Na ovaj naqin prvi igraq pobe�uje.

Ako je r1 = r3, posle prvog poteza prvog igraqa brojevi zlatnika
u �upovima 1 i 3 su razliqiti, pa drugi igraq pobe�uje slede�i
gore opisanu strategiju.
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