
MALA OLIMPIJADA

Nix, 13.04.1997.

Dat je pravilan n-ugao A1A2 . . . An povrxine S. U taqkama A1,1.

A2, . . . , An konstruisane su normale l1, l2, . . . , ln na ravan n-ugla
i na ǌima su izabrane taqke B1, B2, . . . , Bn redom tako da vaжi:

(i) taqke B1, B2, . . . , Bn su sa iste strane ravni n-ugla;

(ii) taqke B1, B2, . . . , Bn pripadaju jednoj ravni;

(iii) A1B1 = h1, A2B2 = h2, . . . , AnBn = hn.

Izraziti zapreminu poliedra A1A2 . . . AnB1B2 . . .Bn u funkciji
S, h1, h2, . . . , hn.

Dat je prirodan broj k. Odrediti najmaǌi prirodan broj C2.

takav da je
C

n+ k + 1

(

2n

n+ k

)

ceo broj za svaki prirodan broj n > k.

Brojevi 1, 2, . . . , 19972 su zapisani u poǉima tablice 1997×1997.3.

Dozvoǉeno je vrxiti slede�e transformacije tablice: za-
meniti mesta bilo kojim dvema vrstama ili dvema kolonama,
ili obrnuti bilo koju vrstu ili kolonu. (Pri obrtaǌu vrste
ili kolone meǌaju mesta prvi i posledǌi broj, drugi i pret-
posledǌi, itd.) Da li se primenom ovih transformacija mogu
zameniti mesta proizvoǉna dva broja u ovoj tablici, a da svi
ostali brojevi ostanu na svojim mestima?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Traжena zapremina V je zbir zapremina Vi trostranih pi-1.

ramida AiAi+1AnBn i zapremina Wi qetvorostranih piramida
AiAi+1Bi+1BiBn, 1 6 i 6 n− 2.

Oznaqimo sa Si i vi redom povrxinu trougla AnAiAi+1 i ǌegovu
visinu iz An. Kako je

Vi =
1

3
Si · hn i

Wi =
1

3
PAiAi+1Bi+1Bi

· vi =
1

3
AiAi+1 ·

hi+hi+1

2
· vi =

1

3
Si(hi + hi+1),

nalazimo da je V =
∑n−2

i=1
Vi =

∑n−2

i=1
1

3
Si(hi + hi+1 + hn).

Analogno je V =
∑n−2

i=1
1

3
Si(hk+i + hk+i+1 + hk). Sabiraǌem po

svim k = 1, . . . , n dobijamo nV =
∑n−2

i=1
Si(h1 +h2 + · · ·+hn), dakle

V = S ·
h1 + h2 + · · ·+ hn

n
.

Zamenom n = k dobija se da 2k+1 | C. S druge strane, C = 2k+12.

zadovoǉava uslove jer je 2k+1
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(

2n

n+k

)

= 2
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)

−
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)

ceo broj.

Odgovor je da. Dokaz se sastoji iz nekoliko delova.3.

(1◦) Posmatrajmo proizvoǉnu vrstu/kolonu. Nizom operacija

a b c · · · m n p
z1z2z3 · · · z4z5z6

→ c b a · · · m n p
z3z2z1 · · · z4z5z6

→ p n m · · · a b c
z3z2z1 · · · z4z5z6

→

p m n · · · a b c
z3z1z2 · · · z4z5z6

→ c b a · · · n m p
z3z1z2 · · · z4z5z6

→ b c a · · · n m p
z1z3z2 · · · z4z5z6

→

p m n · · · a c b
z1z3z2 · · · z4z5z6

→ p n m · · · a c b
z1z2z3 · · · z4z5z6

→ b c a · · · m n p
z1z2z3 · · · z4z5z6

moжemo cikliqno permutovati brojeve u prva tri poǉa te vrste
(kolone), ne meǌaju�i ostatak tablice. Zamenom kolona (vrsta)
po potrebi moжemo isto uraditi sa bilo koja tri broja a, b, c

iz iste vrste (kolone). Ovaj niz operacija zovemo Ka,b,c.

(2◦) Neka su brojevi a, b, d u istoj vrsti (ili koloni), a a, c, e u
istoj koloni (vrsti). Koriste�i (1◦) moжemo da primenimo re-
dom operacije Ka,b,d, Kb,c,e, Ka,d,c, Ka,b,e. Na ovaj naqin cikliqno
smo permutovali brojeve a, b, c, ne meǌaju�i ostatak tablice. I
ovaj niz operacija zovemo Ka,b,c.

(3◦) Neka su (a, b) i (c, d) redom parovi i-tog i j-tog broja u dve
razliqite vrste ili kolone. Koriste�i (2◦), primenom Ka,b,c i
Kb,c,d moжemo da zamenimo mesta parovima (a, b) i (c, d).



(4◦) Neka su a1, a2, . . . , a1997 i b1, b2, . . . , b1997 redom brojevi u prvoj
i drugoj vrsti. Zamenimo mesta ovim dvema vrstama. Potom,
koriste�i (3◦), zameǌujemo mesta parovima (a2, a3) i (b2, b3), pa
(a4, a5) i (b4, b5), itd, do (a1996, a1997) i (b1996, b1997), qime pos-
tiжemo da su samo a1 i b1 zamenili mesta. Ako jox cikliqno
ispermutujemo a1, b1, b2, postiжemo da su a1 i b2 zamenili mesta.
Na isti naqin bilo koja dva broja mogu da zamene mesta.
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