
37. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Bar, 13.04.1996.

Prvi razred

U gradu kvadratnog oblika ima 22 ulice. Uveden je koordinatni1.

sistem, pri qemu su ulice na pravim x = n i y = k (n, k ∈ {0, 1,
. . . , 10}). Pet biznismena imaju kancelarije u taqkama A(0, 435 ),
B( 17

5
, 2), C( 16

5
, 9), D( 17

2
, 0), E( 46

5
, 8). Oni treba da se na�u na nekoj

raskrsnici. Odrediti raskrsnicu tako da zbir pre�enih puteva
biznismena do te raskrsnice bude minimalan. (Biznismeni pu-
tuju samo ulicama.)

Na stranicama BC i CD kvadrata ABCD uzete su redom taqke P2.

i Q tako da je prava PQ tangenta kruga sa centrom A i polupreq-
nikom AB. Duжi AP i AQ seku dijagonalu BD u taqkama R i S.
Dokazati da taqke C, P,Q,R, S pripadaju jednom krugu.

Figuru sa slike podeliti na dve podudarne figure linijom koja3.

sa granicom figure ima taqno dve zajedniqke taqke.

A

B C

D E

(ABCD je kvadrat, trougao CDE je jednakokrako-pravougli, a
luk AE pripada kruжnici sa centrom C.)

Na�i 7 razliqitih prostih brojeva p1, p2, . . . , p7 koji su maǌi od4.

1000 i za koje vaжi

p2 − p1 = p3 − p2 = p4 − p3 = p5 − p4 = p6 − p5 = p7 − p6.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



37. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Bar, 13.04.1996.

Drugi razred

Pokazati da se u ravni moжe nacrtati 1996 kruжnica tako da1.

svake dve imaju najvixe jednu zajedniqku taqku i da svaka od
ǌih dodiruje taqno pet drugih.

Odrediti geometrijsko mesto teжixta svih jednakostraniqnih2.

trouglova qija temena pripadaju stranicama datog kvadrata.

Rexiti jednaqinu
√
x +

√
y +

√
z =

√
1996 u skupu nenegativnih3.

celih brojeva.

Na�i maksimalnu vrednost realnog broja a za koju nejednakost4.

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 > a(x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5)

vaжi za svakih pet realnih brojeva x1, x2, x3, x4, x5.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



37. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Bar, 13.04.1996.

Tre�i i qetvrti razred

Neka su a, b, c nenegativni celi brojevi. Dokazati da ne postoji1.

funkcija f : N → N takva da je

f(x+ y) + f(x) + f(y) = xy + ax+ by + c za sve x, y ∈ N.

Dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD seku se u taqku O. Oz-2.

naqimo sa P i Q redom centre opisanih krugova trouglova ABO

i CDO. Dokazati da je

AB + CD 6 4PQ.

Dat je prirodan broj n. Na�i maksimalan prirodan broj k za koji3.

skup Sn = {1, 3, . . . , 2n − 1} sadrжi k-elementni podskup u kome ne
postoje dva razliqita broja takva da je jedan deǉiv drugim.

Me�u 1996 naizgled jednakih kuglica nalaze se dve neispravne4.

koje se po teжini razlikuju od ispravnih. Sve ispravne kuglice
su iste teжine. Dve neispravne kuglice su tako�e iste teжine,
ali ne znamo da li su one lakxe ili teжe od ispravnih. Dokazati
da se pomo�u tri mereǌa na terazijama bez tegova moжe utvrditi
da li su neispravne kuglice lakxe ili teжe od ispravnih.
(Ne zahteva se da neispravne kuglice budu identifikovane.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Put koji biznismen pre�e od taqke (a, b) do taqke (x, y) je |x− a|+1.1.

|y − b|. Zato je zbir pre�enih puteva jednak X + Y , gde je

X = |x|+ |x− 17
5 |+ |x− 16

5 |+ |x− 17
2 |+ |x− 46

5 | i

Y = |y − 43
5 |+ |y − 2|+ |y − 9|+ |y|+ |y − 8|.

Direktnom proverom po x, y ∈ {0, 1, . . . , 10} nalazimo da je X naj-
maǌe za x = 4, a Y je najmaǌe za y = 8. Prema tome, oni treba da
se na�u na raskrsnici (4, 8).

Neka je M dodirna taqka prave PQ i kruga k(A,AB). Trouglovi1.2.

ADQ i AMQ su podudarni, pa
je ∢MAQ = ∢DAQ; sliqno vaжi
∢MAP = ∢BAP , pa sabiraǌem
dobijamo ∢PAQ = 1

2∢BAD =
45◦ = ∢PBS. Sledi da su taqke
A,B, P i S na krugu. Odatle je A B

CD

M

P

Q

R

S

∢QSP = ∢ABP = 90◦ = ∢QCP , xto znaqi da taqka S leжi na
krugu nad preqnikom PQ. Analogno i taqka R leжi na tom krugu.

Ako je F taqka na dijagonali AC takva da je CF = BC, a G sre-1.3.

dixte luka AE, onda izlom-
ǉena linija CFG deli figuru
na dva podudarna dela, od ko-
jih je jedan slika drugog pri
rotaciji oko C za 45◦.

A

B C

D E

F

G

Oznaqimo d = p2 − p1. Ako d nije deǉivo sa 2, 3 ili 5, onda je1.4.

bar jedan od brojeva p2, . . . , p7 deǉiv sa 2, 3 ili 5 i samim tim
sloжen; dakle, 30 | d. Me�utim, iz 6d < p7 < 1000 sledi d 6 166, pa
d ne moжe da bude deǉivo sa 7. Zato je jedan od brojeva pi deǉiv
sa 7, i on mora biti jednak 7: dakle, p1 = 7. Proverom vrednosti
d = 30, 60, 90, 120, 150 dobijamo jedino rexeǌe za d = 150. Dakle,
traжeni brojevi su 7, 157, 307, 457, 607, 757, 907.

Nije texko konstruisati primer 12 krugova, od kojih svaki dodi-2.1.

ruje taqno pet drugih: postavimo pet jednakih krugova b1, b2, b3, b4,
b5 u pozitivnom smeru tako da bi dodiruje a, bi−1 i bi+1 za 1 6 i 6 5
(indeksi su po modulu 5), zatim pet jednakih krugova c1, c2, c3, c4, c5
tako da ci dodiruje ci−1, ci+1, bi i bi+1, i najzad krug d koji spoǉa
dodiruje krugove c1, . . . , c5.



Primenimo sada direktnu ho-
motetiju koja slika krug d u
krug a i zarotirajmo je oko cen-
tra za ugao od 36◦ u negativnom
smeru. Neka ova homotetija
slika x u x′. Svaki od krugova
c′i dodiruje krug bi. Tako kru-
govi a′, b′i, c

′
i, bi, ci, d (1 6 i 6 5)

qine primer 22 kruga, od kojih
svaki dodiruje po pet drugih.

a

b1
b2

b3 b4

b5

c1

c2

c3

c4

c5
d

Najzad, kako je 1996 = 159 · 12 + 4 · 22, primer sa 1996 krugova
moжemo da dobijemo postaǉaǌem 159 kopija prvog primera i 4
kopije drugog primera.

Neka su bez smaǌeǌa opxtosti temena trougla P,Q i R na strani-2.2.

cama BC, CD i DA, redom.

Posmatrajmo sredixte M duжi PR. Qetvorougao CPMQ je teti-
van jer je ∢QMP = ∢QCP = 90◦, pa sad imamo ∢DCM = ∢QPM =

60◦. Analogno je ∢CDM = 60◦,
pa je △CDM jednakostraniqan,
tj. taqka M je fiksna.

Taqka Q na duжi CD zadovoǉa-
va ∢MQC = ∢MRD > ∢MAD =
75◦ i, sliqno, ∢MQC 6 105◦.
Sledi da je geometrijsko mesto
taqke Q duж Q1Q2, gde su Q1

A B

CD

M

P

Q

R

S

i Q2 taqke na duжi CD takve da je ∢MQ1C = 75◦ i ∢MQ2C =

105◦. Za centar S trougla PQR vaжi
−−→
MS = 1

3

−−→
MQ, dakle, ǌeno

geometrijsko mesto je duж S1S2, gde je
−−→
MSi = 1

3

−−−→
MQi, i ∈ {1, 2}.

Lako se raquna da su S1 i S2 taqke takve da je
−−→
OS1 = 2−

√
3√

3

−→
OA i

−−→
OS2 = 2−

√
3√

3

−−→
OB, gde je O centar kvadrata ABCD.

Prema tome, geometrijsko mesto taqke S su stranice kvadrata
homotetiqnog kvadratu ABCD, sa centrom homotetije u O i ko-

eficijentom 2−
√
3√

3
.

Kvadriraǌem jednakosti
√
x+

√
y =

√
1996−√

z dobijamo 2
√
xy =2.3.

z + 1996− x− y − 2
√
1996z, a ponovnim kvadriraǌem

4(z + 1996− x− y)
√
1996z = (z + 1996− x− y)2 + 4 · 1996z − 4xy.

Kako je x+ y < 1996, odavde sledi da je
√
1996z racionalno, pa je

1996z potpun kvadrat. Poxto je 1996 = 22 · 499 i 499 je prost broj,
z je oblika 499w2. Analogno je x = 499u2 i y = 499v2, pa polazna
jednaqina postaje u + v + w = 2 (u, v, w ∈ N0). Zakǉuqujemo da su
jedina rexeǌa (x, y, z) = (499, 499, 0) sa permutacijama.



Slede�e nejednakosti vaжe po nejednakosti izme�u sredina:2.4.

x2
1 +

1
3x

2
2 >

2√
3
x1x2,

2
3x

2
2 +

1
2x

2
3 >

2√
3
x2x3,

1
2x

2
3 +

2
3x

2
4 >

2√
3
x3x4,

1
3x

2
4 + x2

5 >
2√
3
x4x5.

(∗)

Sabiraǌem dobijamo traжenu nejednakost za a = 2√
3
.

S druge strane, za x1 : x2 : x3 : x4 : x5 = 1 :
√
3 : 2 :

√
3 : 1 sve qetiri

nejednakosti u (∗) postaju jednakosti. Dakle, najve�a vrednost
parametra a je 2√

3
.

Napomena. Moжe da se postavi i opxtije pitaǌe: za koju najve�u

konstantu nejednakost x2
1+x2

2+· · ·+x2
n > a(x1x2+x2x3+· · ·+xn−1xn)

vaжi za sve realne xi, gde je n ∈ N dato. U ovom sluqaju odgovor
je amax = sec π

n+1 , a nejednakost se dobija sabiraǌem nejednakosti

sin (k+1)π
n+1

sin kπ
n+1

x2
k +

sin kπ
n+1

sin (k+1)π
n+1

x2
k+1 > 2xkxk+1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Zamenom x = t i y = 1 dobijamo3.1.

f(t) < f(t+ 1) + f(t) + f(1) = (a+ 1)t+ (b+ c).

Odavde je f(x+ y) + f(x) + f(y) < 2(a+ 1)(x+ y) + 3(b+ c), tj.

xy + ax+ by + c < 2(a+ 1)(x+ y) + 3(b+ c),

xto ne vaжi za dovoǉno velike x i y.

Napomena. Zadatak moжe da se uradi i grubom silom, zapisiva-
ǌem jednaqina za x+ y 6 6 i rexavaǌem dobijenog sistema.

Oznaqimo sa K,L,M,N redom sredixta duжi OA, OB, OC, OD.3.2.

Projekcija duжi PQ na pravu
AC je duж KM , pa je PQ >

KM = 1
2AC. Analogno je PQ >

1
2BD, pa sabiraǌem dobijamo
4PQ > AC +BD > AB + CD.

A

B C

D
K

L M

N
O

P
Q

Napomena. Konstanta 4 se ne moжe poboǉxati. Na primer, ako je
ABCD jednakokraki trapez sa AD ‖ BC, ∢AOB = x i BC = k ·AD,
onda AB+CD

PQ
→ 4 kada x, k → 0.

Neka skup S = {x1, . . . , xk} ima traжeno svojstvo. Napiximo svako3.3.

xi ∈ S u obliku xi = 3ribi, gde su ri > 0 i 3 ∤ bi. Jasno je da svih k

brojeva bi moraju biti razliqiti. Kako neparnih brojeva maǌih
od 2n koji nisu deǉivi sa 3 ima [ 2n+1

3 ], sledi da je k 6 [ 2n+1
3 ].



S druge strane, skup neparnih brojeva u intervalu [ 2n
3
, 2n] ima

taqno [ 2n+1
3 ] elemenata, i nijedan od ǌih nije deǉiv drugim.

Podelimo kuglice u dva podskupa A i B sa po 500 kuglica i3.4.

podskup C sa 996 kuglica. Za poqetak �emo uporediti A i B.

Sluqaj (1◦) A i B su jednake teжine. Onda je po jedna laжna kug-
lica u A i u B, ili su obe u C. Podelimo A na podskupove A1 i
A2 sa po 250 kuglice i uporedimo ih.

(1◦1) A1 i A2 su jednake teжine. Tada sve kuglice u A (i u B)
moraju biti ispravne, a obe laжne su u C. Upore�ivaǌem
skupa C sa 996 kuglica iz A ∪ B sazna�emo da li su laжne
lakxe ili teжe.

(1◦2) Npr. A1 je teжe od A2. Tada A i B sadrжe po jednu laжnu
kuglicu. Upore�ivaǌem skupa A sa 500 (ispravnih) kuglica
iz C dobi�emo жeǉenu informaciju.

Sluqaj (2◦) Npr. A je teжe od B. Onda u taqno jednom od skupova
A i B ima laжnih kuglica. Podelimo C na podskupove C1 i C2

sa po 498 kuglica i uporedimo ih.

(2◦1) C1 i C2 su jednake teжine. Tada su u C sve kuglice ispravne.
Uporedimo A sa 500 kuglica iz C: ako su iste teжine, onda
su obe laжne kuglice u B (i lakxe su), u suprotnom su obe
u A (i teжe su).

(2◦2) C1 i C2 nisu iste teжine. Onda je taqno jedna laжna kuglica
u A∪B. Podelimo A na podskupove A1 i A2 sa po 250 kuglica
i uporedimo ih: ako su iste teжine, laжna kuglica je u B

(i lakxa je), a u suprotnom, ona je u A (i teжa je).
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