37. CABESHO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Bap, 13.04.1996.

IIpBu pa3pen

Y rpany KBagpaTHOT OOJiMKa uMa 22 yauie. Y BeIEeH je KOOPAWHATHU
cucTeM, mpu yeMy Cy yaune Ha npasuMm © =n u y = k (n,k € {0,1,
...,10}). Tler Gusnucmena ummajy kauuenapuje y raurama A(0, 4—53),
B(%,2), C(1—56,9), D(%,O), E(%,S). Onu Tpeba ma ce maby HA HEKO]
packpcuuru. OapenuT paCKpCHUIY Tako ma 30up mpebheHux myreBa
O6usHUCMEHa N0 Te packpcHuie Oyne muHumasad. (Busaucmenn my-
Tyjy caMo yJaunama.)

Ha crpanunama BC' u CD kBanpata ABCD y3ere cy penom tauke P
u () Tako ga je npasa P() Tanrenta kpyra ca neHTpom A u momynpeu-
uukoMm AB. IHyxu AP u AQ cexky mujaronany BD y taukama R u S.
Horazaru na tauke C, P,Q, R, S npunanajy jeaHoMm Kpyry.

durypy ca cimke NONEJUTU Ha ABe HNOoAyIdapHe UIype JUHUjOM KOja
ca TPaHUIOM (QUI'ype MMa TadyHO IBE 3a)eJHUYKE TadKe.

A

B C
(ABCD je kBampar, tpoyrao CDE je jemHaxkOKpaKO-IPaBOyILJU, a
nyk AE npunana kpysgaunu ca nearpom C.)

Hahu 7 paznuuutux npoctux 6pojeBa pi,p2,...,P7 KOjU CY MAmU O
1000 n 3a xoje Baxku

P2 —P1=DP3 —P2=P4 —P3=P5 —P4=DP6 —P5 =DP7 — Dé6-

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpenau 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



37. CABESHO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Bap, 13.04.1996.

Ipyru paspen

[lokazaTtu ma ce y paBHu Moxke Hanpratu 1996 kpy:kHUIIA TAKO Ia
CBakKe ZIBe MMa]y HajBUIIE jenHy 3ajeIHNYKY TadyKy U [Oa CBaKa OJ
BUX TOIUPYje TAYHO MeT OPYTUX.

OnpenuTu T€OMETPUjCKO MECTO TEKUINTA CBUX jeIHAKOCTPAHUIHUX
TPOYIJOBa Yyuja TEMeHa NpUIalajy CTpaHUIlaMa JaTOoT KBaApaTa.

Pemwurn jemmaunny /z + /Yy + /2 = V1996 y ckymy HeHeraTuBHUX
neaux Opojesa.

Hahwu makcumaany BpeaHOCT peayiHOT Opoja a 3a KOjy HejeIHAKOCT
2 2 2 2 2 S
i + a5+ a5+ x] + 25 > a(xixg + xexs + 2324 + 4T5)

Ba)KM 3a CBAKUX IEeT PEAJIHUX OpojeBa Ti, X2, T3, L4, T5.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenu 25 mMoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



37. CABESHO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

Bap, 13.04.1996.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

Heka cy a, b, c neneratuBuu nenu 6pojeBu. JlokazaTu na He TOCTOjU
oyurnuja f: N — N takBa na je

fle+y)+ f(z)+ fly) =2y +ar+by+c 3acse z,y € N.

Iujaronase kouBekcHor yerBopoyria ABCD cery ce y Tauky O. O3-
Haunmo ca P u () pemoMm meHTpe onucaHux Kpyrosa TpoyriaoBa ABO
u CDO. Ilokazatu ma je

AB +CD < 4PQ.

Iat je npuponan 6poj n. Hahu makcumanan npuponan 6poj k 3a Koju
ckyn S, = {1,3,...,2n — 1} canpsu k-eleMeHTHM MOACKYI y KOME He
IIOCTOj€e ABa pa3jmyuTa Opoja TakBa Ha je jedaH MeJbUB APYTUM.

Meby 1996 mam3rien jemHakuX KyTJUIla HAJa3e Ce IBE HEUCIpaBHE
KOje Ce IO TEeKWHU pa3imkKyjy on ucnpaBHux. CBe mcupaBHE KyTJIUIE
cy mcre TexkuHe. /[IBe HeumcmpaBHe KyrJaulle Cy Takohe mcTe Te:RUHE,
aJii He 3HAMO Ja JIM CYy OHe JIAKIIe WU Texke o1 ucnpaBHux. JlokaszaTu
na ce mOMONy Tpu Mepema Ha Tepa3ujaMa 0e3 TeroBa MOKe yTBPAUTUA
oa Jn Cy HEencCIIpaBHE KYI‘JII/IHG JJaKIIe MJIX TeKe OO0 MCIIPaBHUX.

(He 3axTeBa ce ma HeucmpasHe Kyriuie Oyny MAEHTA(OUKOBAHE.)

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
CBaku 3amarak Bpenou 25 MmoeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

PEIIIEIHA

[Tyt roju 6usaucmen npebe on rauke (a,b) no rauke (z,y) je |z —al+
ly — b|. 3aro je 36up npebennx myresa jemmak X + Y, rme je

X=lz|+le-YL)+lz-L|+|z-LY|+|z-2L| n
Y=ly—2|+ly—2/+ly—9+yl+ |y 8|

Hupexraom nposepom mo z,y € {0,1,...,10} mamasumo na je X Haj-
Mame 3a * =4, a Y je Hajmame 3a y = 8. IIpema Tome, onu Tpeba ma
ce naby ma packpcuunum (4, 8).

Heka je M nomupua tauka npase PQ u kpyra k(A, AB). Tpoyraosu
ADQ n AMQ cy monynapuu, ma «
je <M AQ = <DAQ; cnuaHo Basku
IMAP = <BAP, na cabupamem
nobujamo <PAQ = 1<BAD =
45° = <PBS. Cunemu nma cy tauke
A,B,P u S ua gpyry. Opnarie je
<IQSP = <ABP = 90° = «QCP, mro 3HauM na Tadka S JeKA Ha
Kpyry Han npedyaukoM P(Q). Anasoruo u tauka R jgeRu HA TOM KPYTy.

Axo je F tauka ma mujaronanu AC takBa ma je CF = BC, a G cpe-
mumrTe Jgyka AFE, oHma W3JI0M-
wena nuauja CFG penu ¢urypy
Ha [Ba MOIyJapHA meja, OI KO-
JjUX je jemaH CJWKa APYror IIpu
poramuju oko C 3a 45°.

Oszuaummo d = py — p1. Aro d Huje memuBo ca 2, 3 uau 5, OHIA je
bap jeman om OpojeBa ps,...,p7 OeBUB ca 2, 3 UIX D U CAMUM TUM
cnosxen; nakie, 30 | d. Mebhyrum, us 6d < p; < 1000 caenu d < 166, na
d He Mmoxke ma Oyme mespWBO ca 7. 3aTo je jemaH om OpojeBa p; OebUB
ca 7, u OH MOpa Outu jemHak 7: makie, p; = 7. IlIpoBepom BpemnocTH
d = 30,60,90,120,150 modbujamo jemmuo pemewme 3a d = 150. [lakie,
Tpaskenu O6pojesu cy 7,157,307,457,607,757,907.

Huje Temrko kouctpyucatu npumep 12 Kpyrosa, 011 KOjUX CBAKU IOIU-
pPyje TavyHO meT APYTUX: MOCTABUMO MET jeTHAKUX KPYTroBa by, ba, b3, by,
bs y mo3uTtuBHOM cMepy Tako na b; momupyje a,b;_1 mb;y1 3a1 <1< H
(MEIEeKCH Cy IO MOAYILY 5), 32THUM IeT je IHAKUX KPYTOBA C1, C2, C3, C4, C5
TaKO Na ¢; DOOUPYje Ci—1,Ci+1,b; 1 biy1, M Haj3ax KPYT d KOjU CIOJbA
noaupyje KpyroBe Ci,...,Cs.



2.2,

2.3.

[IpumerrMo cana OUPEKTHY XO-
MOTETU]y KOja CJIUKa KPyr d y
KPYT @ W 3apOTUPAJMO je OKO IeH-
Tpa 3a yrao on 36° y HeraTuBHOM
cmepy. Heka oBa xomoreTtuja
ciuka x y ©’. CBaku o Kpyrosa
¢; nomupyje kpyr b;. Taro kpy-
rosu &', b}, ¢}, b;, ¢;, d (1 <i<5)
yuHe TTpuMep 22 Kpyra, Ol KOjuX
CBAKU NOAMPYJj€ MO MeT OPYTUX.

Hajzan, xkako je 1996 = 159 - 12 + 4 - 22, npumep ca 1996 rpyrosa
MOKEMO ma mobujeMo mocTtasmameM 159 kommja mpBor mpumepa u 4
KOIj€e NPYTOr IpUMepa.

Hexka cy 6e3 cmamema omnmroctu teMena tpoyriaa P, Q) u R va crpanu-
nama BC, CD u DA, penowm.

[Tocmarpajmo cpemumre M ny:xu PR. YerBopoyrao CPM(Q je teru-
BaH jep je <QMP = <QCP = 90°, na can nmamo <DCM = <QPM =
60°. Amnasoruo je <CDM = 60°, D, Q C

na je ACDM jemnakocTpaHuvaH, "
Tj. Tauka M je ¢urcHA.

Taura ) vHa qy:xu C'D 3amoBosma-

Ba <MQC = <MRD > <MAD =

75° u, cauuno, <MQC < 105°.

Cnemu ma je reoMeTpujCcKO MeCTO R

raure Q nyx Q1Q2, tme cy Q1 A B

u Qo taure Ha my:xku C'D TakBe ma je <M@Q1C = 75° u <MQ;C =
MG

FeOMETPUjCKO MecTO je mys S1S2, rme je MS; = %MQZ-, i € {1,2}.
Jlako ce pauyna ma cy S; u Sp Tauke TakBe na je 5§1> = 2?/_‘3/50—121 u
0—82> = 2?/—‘3/30?, rae je O menrtap kBagpatra ABCD.

[Tpema TOMe, reoMeTpUjCKO MeCTO Tauke S Cy CTpaHWIle KBaIpaTa
xomoretuuHor kBangpary ABCD, ca mearpom xomoreruje y O u KO-

. 2_\/5
e(pUIIjeHTOM 75

W= ||

105°. 3a mentap S Tpoyria PQR Bawu MS = nakjae, HeHO

KBanpupameM jeaHaxocTu /= + /y = V1996 — /z nobujamo 2,/zy =
z+1996 — x — y — 2¢/19962, a TOHOBHUM KBaApPUPAHEM

4(2 41996 — z — y)V19962 = (2 + 1996 — x — y)* 4+ 4 - 19962 — 4xy.

Rako je z +y < 1996, omaBne caenu na je 1996z pamumonasno, mna je
1996z mormys kBagpat. IlomTo je 1996 = 22 -499 u 499 je mpoct 6poj,
2 je obmmka 499w?. Amanorso je x = 499u? u y = 49902, ma momaszHa
jemnaunna nocraje u +v 4+ w = 2 (u,v,w € Ny). 3akmyuyjemo na cy
jemunua pemema (z,y, z) = (499,499,0) ca mepmyTanujama.



2.4.

3.1.

3.2.

3.3.

Cnenehe HejemHakocTy Baske mo HejemHakocTu uamehy cpenunHa:

2, 1.2~ 2 2.2, 1 2
T+ 3T 2 5T1%2, 3T+ 5T3 = T2,
(*)
1.2 1,2 2
53 + iz \/—003904, 30 + 2% > 7$4$5-

CabupameMm mobujaMo TpaskeHY HEjeTHAKOCT 3a a = \/—

C mpyre crpane, 3a x1 cTo a3 iaa:as=1:v3:2:3:1 cBe ueTupn
HejemHakocTu y (%) mocrajy jemmakoctu. Ilakme, majseha BpemrOCT
nmapaMeTpa a je %

Hanomena. Moxe na ce mocTaBy U ONIITHje IUTalkE: 3a KOjy HajBehy
KOHCTAHTY HejeIHAKOCT T3 +x3+- -+ > a(x10o+Tow3+ +Tp_1Ty)
Ba)KU 3a CBe peanHe x;, roe je n € N mato. Y oBoM cirydajy OATOBOP
j€ Gmar = S€C ——, a HejeTHAKOCT ce mobuja cabupameM HejeTHAKOCTU

n+1’
. (k+1 .
sin { nt-l)” , sin _nk_:l 2 <o b 1.9 .
in kT T+ (k+1)m Lpy1 Z 4TkTk+1, =1,2,...,n—1.
S n+1 S1n ThFl

Bamenom r =t u y = 1 mobujamo
FO) < fE+1D)+ f(O) + f(1) = (a+ D)t + (b+c).
Ogmasze je f(z+y)+ f(z)+ f(y) <2(a+1)(x +y) +3(b+c¢), Tj.
zy+ar+by+c<2a+1)(z+y)+3(0b+c),

IITO HE BayKM 3a AJOBOJLHO BEJIIMKE T 1 Y.

Hanomena. 3amaraxk Moxke na ce ypaau m TpybOM CHIOM, 3aIUCUBA-
BeM jenHaumHa 3a T + y < 6 1 pemaBameM HOOMj€HOT CHCTEMA.

Oszumaummo ca K, L, M, N pemom cpemumra my:xu OA, OB, OC, OD.
[Ipojerknuja oy:xu P(Q) Ha mpaBy Ag
AC je nyww KM, ma je PQ >
KM = %AC. Amnamnorso je PQ >

1BD, ma cabupamem n06ujamo
4PQ) > AC+ BD > AB+CD.

Hanomena. Koucranta 4 ce He Mmoske mobosmmaru. Ha npumep, ako je
ABCD jemuakokpaku tpamnes ca AD || BC, <AOB =z u BC =k-AD,

oHIA A%j# — 4 kama x,k — 0.

Heka ckyn S = {z1, ..., 2} uMa Tpaskeno csojcrso. Hanumumo cBako
x; €Sy obmuky x; = 3"b;, rme cy r; > 0 u 310b;. Jacuo je ma cBux k
opojeBa b; Mopajy O6utm paszauuutu. Raxko memapHux OpojeBa MamUX
ox 2n Koju HuCy memuBu ca 3 mma [2%l] cnemn ma je k < [2%H].




3.4.

C mpyre crpaHe, CKyI HemapHUX OpojeBa y UHTEpPBAJLy [27",271] nMa

Ta4YHO [2"3—+1] eJeMeHaTa, U HUjeJaH Ol BHUX HUje NEeJbUB APYTUM.

[Tomenumo kyrmume y mBa moackyma A wm B ca mo 500 kyrauma u
monckyn C ca 996 kyrsuma. 3a moderak hemo ymopemutu A u B.

Cayuaj (1°) A u B cy jemnare tesxxkune. OHOa je MO jenHa JaskHA KyT-
muna y A uy B, unu cy obe y C. Ilogenumo A ma momckymnose A u
Ay ca mo 250 Kyrauie U ymopemuMmo UX.

(1°1) Ay m As cy jemmare tesxkune. Tama cee kyraune y A (uy B)
Mopajy boutu mcupaBHe, a 0be maxkue cy y C. YnopebuBamem
crkyma C' ca 996 ryrauna u3z AU B cazmahemo ma au cy makHe
JIAKIIIE WJIU TEKe.

(1°2) Hup. A; je tesxe on Ay. Tama A u B canp:ke 1o jenHy JasKHy
kyruuny. Ynopebusawem ckyna A ca 500 (ucupaBHUX) Kyranna
u3 C mobuhemo skemeny UHOOPMAIN]Y.

Cayuaj (2°) Hup. A je texxe on B. OHma y TauHO jeqHOM O CKyIOBa
A n B unma maxkaux ryrauna. [lomeaumo C' ma momckymose Cy; m Cy
ca o 498 Kyrauna u ynopeauMmo UuX.

(2°1) C1 u Cy cy jemnake rexxune. Tana cy y C cBe Kyriule UCIPABHE.
Ymopemumo A ca 500 kyrmuna u3 C: ako Cy ucTe TEeRKUHE, OHIA
cy obe naskHe Kyraune y B (u nakme cy), y CyopoOTHOM cy obe
y A (u Texxe cy).

(2°2) C1 u Cy mucy ucte Tesxuae. OHOA je TAYHO jeHA JAKHA KyTIINIA
y AUB. Tlomenumo A ma monckymnoBe A; u As ca mo 250 kyruuna
U YyIOPEeIuMO MX: aKO Cy WCTe TEeRKUHe, JaskHa Kyrauna je y B
(u nakma je), a y cynporHoM, oHa je y A (u Texka je).
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