
MALA OLIMPIJADA

Bar, 14.04.1996.

Neka je F = {A1, A2, . . . , An} familija podskupova skupa S = {1, 2,1.
. . . , n} koji zadovoǉavaju slede�e uslove:

(i) svaka dva razliqita skupa iz F imaju taqno jedan zajed-
niqki element;

(ii) svaki element S je sadr�an u taqno k skupova iz F .

Mo�e li n da bude jednako 1996?

Dat je skup 1996 jednakih krugova u ravni takav da nikoje dve ne-2.
maju zajedniqku unutraxǌu taqku. Dokazati da me�u ovim kru-
govima postoji jedan koji dodiruje najvixe tri od preostalih
krugova.

Niz {xn} je dat izrazom3.
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Dokazati da se svaki qlan xn mo�e predstaviti u obliku zbira
kvadrata dva uzastopna cela broja.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Prebroja�emo na dva naqina ure�ene trojke (x,Ai, Aj) gde je x1.
element podskupova Ai i Aj (i ̸= j). Svaki element x je sadr�an
u k podskupova, pa podskupove Ai i Aj mo�emo da izaberemo na
k(k − 1) naqina. Sledi da trojki (x,Ai, Aj) ima nk(k − 1).

S druge strane, za svaka dva podskupa Ai i Aj element x je jed-
noznaqno odre�en, pa ovakvih trojki ima n(n− 1). Prema tome,
n(n − 1) = nk(k − 1), odakle dobijamo n = k2 − k + 1. Kako za
n = 1996 ovakvo k ne postoji, odgovor je ne.

Oznaqimo sa A1, A2, . . . , An centre datih krugova, a sa r ǌihov2.
polupreqnik. Neka je bez smaǌeǌa opxtosti A1 teme konveksnog
omotaqa skupa {A1, A2, . . . , An}. Ako krug sa centrom A1 dodiruje
qetiri kruga qiji su centri redom A2, A3, A4, A5, onda iz A2A3 >
A1A2 = A1A3 = r sledi ^A2A1A3 > 60◦, i analogno ^A3A1A4 >
60◦ i ^A4A1A5 > 60◦. Ali onda je ^A2A1A5 > 180◦, xto je kon-
tradikcija.

Ako je xn = y2+(y+1)2 = 2y2+2y+1 za y > 0, onda je y =
√
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2 .3.

Kako je 2±
√
3 = 1

2 (1±
√
3)2, imamo

2xn − 1 = 1
2

((
2 +

√
3
)2n−1

+
(
2−

√
3
)2n−1 − 2

)
= 1

4

((
1 +

√
3
) (

2 +
√
3
)n−1

+
(
1−

√
3
) (

2−
√
3
)n−1

)2

.

Ako je
(
1 +

√
3
) (

2 +
√
3
)n−1

= un + vn
√
3 za neke cele brojeve un,

vn, onda je i
(
1−

√
3
) (

2−
√
3
)n−1

= un − vn
√
3, pa je po prethod-

nom 2xn − 1 = u2
n; un je oqigledno neparno, i otuda y ∈ Z.

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::Duxan �uki� srb.imomath.com


