
36. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Vrbas, 15.04.1995.

Prvi razred

Koliko ima petoqlanih podskupova S skupa A = {0, 1, 2, . . . , 9} za1.

koje vaжi
{r(x+ y) | x, y ∈ S, x 6= y} = A,

gde r(n) oznaqava ostatak pri deǉeǌu n sa 10?

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je D podnoжje visine iz C,2.

E ponoжje normale iz D na AC, i F taqka na duжi DE takva da
je DF : FE = DA : DB. Dokazati da su prave BE i CF me�usobno
normalne.

Pravilan 1995-ugao upisan je u krug. Iz neke taqke P na krugu3.

povuqene su tetive do svih ǌegovih temena. Dokazati da je zbir
duжina nekih 1000 tetiva jednak zbiru duжina preostalih 995
tetiva.

Dokazati da postoji skup S od 1995 razliqitih prirodnih brojeva4.

za koje vaжe slede�a dva uslova:

(i) svaki zbir dva ili vixe razliqitih brojeva iz S je sloжen
broj;

(ii) brojevi u S su uzajamno prosti po parovima.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Drugi razred

Dokazati da broj 22
1995

− 1 ima bar 1995 razliqitih prostih fak-1.

tora.

Konveksan xestougao ABCDEF je upisan u krug. Ako je AB ·CD ·2.

EF = BC ·DE · FA, dokazati da se dijagonale AD, BE i CF seku
u jednoj taqki.

Neka je M konveksan mnogougao obima p. Dokazati da se skup3.

stranica mnogougla M moжe razbiti na dva disjunktna podskupa
A i B tako da je

|sA − sB| 6
p

3
,

gde su sA i sB redom zbirovi duжina stranica u A i B.

Kvadrat 5×5 podeǉen je na 25 jediniqnih kvadrata. U ǌih igraqi4.

A i B naizmeniqno upisuju brojeve. Igraq A poqiǌe igru i uvek
upisuje jedinicu, a igraq B uvek upisuje nulu. Kada je upisano
25 brojeva, raqunaju se zbirovi u svim kvadratima 3 × 3 i sa M

oznaqava najve�i od tih zbirova. Dokazati:

(a) Igraq A uvek moжe igrati tako da bude M > 6.

(b) Igraq B uvek moжe igrati tako da bude M 6 6.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.
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Tre�i i qetvrti razred

Ako je p prost broj, dokazati da je broj1.
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deǉiv sa p.

Za polinom P (x) sa celim koeficijentima kaжemo da je deǉiv2.

prirodnim brojem m ako je broj P (a) deǉiv sa m za svaki ceo
broj a.

Ako je polinom P (x) = a0x
n+ · · ·+an−1x+an deǉiv sa m, dokazati

da je tada i broj n!a0 deǉiv sa m.

Tetiva AB i preqnik CD kruga k uzajamno su normalni i seku3.

se u taqki M . Neka je P taqka luka ACB razliqita od A,B i C.
Prava PM ponovo seqe krug u taqki Q, a prava PD seqe tetivu
AB u taqki R. Dokazati da je RD > MQ.

Dat je tetraedar ABCD. Neka su P i Q redom sredixta ivica4.

AB i CD, a O i S redom centri opisane i upisane sfere. Ako
taqke P , Q i S pripadaju istoj pravoj, dokazati da i taqka O

pripada toj pravoj.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Ako je S = {a1, a2, a3, a4, a5} podskup sa жeǉenim svojstvima, onda1.1.

me�u 10 zbirova ai+aj (1 6 i < j 6 5) ima taqno 5 neparnih, pa je
zbir σ tih 10 zbirova neparan. Me�utim, σ = 4(a1+a2+ · · ·+a5) je
oqigledno parno - kontradikcija. Dakle, takav skup S ne postoji.

Neka je K taqka na stranici AC takva da je FK ‖ AB. Tada je1.2.

KF ⊥ CD i DF ⊥ KC, xto zna-
qi da je F ortocentar trougla
CDK i CF ⊥ DK. Me�utim,
po Talesovoj teoremi je AK

KE
=

DF
FE

= AD
DB

, odakle sledi da je
DK ‖ EB, pa imamo i CF ⊥ EB. A B

C

D

E

F

K

Oznaqimo temena datog 1995-tougla sa A1, A2, . . . , A1995, tim redom.1.3.

Kako je 1995 = 3 · 665, trouglovi AkAk+665Ak+1330 su jednakostra-
niqni za k = 1, 2, . . . , 665. Poznato je slede�e tvr�eǌe:

Lema. Ako je ABC jednakostraniqni trougao, a P taqka na kra�em
luku BC ǌegovog opisanog kruga, onda je PA = PB + PC.

Dokaz. Sledi iz Ptolomejeve teoreme u qetvorouglu ABPC. 2

Po lemi, u svakoj trojci (PAk, PAk+665, PAk+1330) za k = 1, . . . , 665,
zbir neke dve duжine je jednak tre�oj. Sada je dovoǉno da uzmemo
po dve duжine iz 330 trojki i po jednu iz preostalih 335: zbir
ovako izabranih 995 duжina je jednak zbiru ostalih 1000.

Neka su p1 < p2 < · · · < p1995 prosti brojevi i neka je ai = N ! + pi1.4.

za i = 1, . . . , 1995, gde je N = 1995p1995. Pokaжimo da brojevi a1, a2,

. . . , a1995 zadovoǉavaju uslove zadatka:

(i) Za i1 < i2 < · · · < ik vaжi A = pi1 + · · ·+ pik < N . Sledi da je
zbir ai1 + · · ·+aik = kN ! +A deǉiv sa A i samim tim sloжen.

(ii) Za i < j vaжi pj − pi | N jer je pj − pi < N , pa je (ai, aj) =
(N ! + pi, pj − pi) = (pi, pj − pi) = 1.

Oznaqimo Fk = 22
k

+1. Kako je 22
n

−1 = Fn−1(2
2
n−1

−1), jednostav-2.1.

nom indukcijom sledi

22
n

− 1 = Fn − 2 = F0F1F2 · · ·Fn−1. (∗)

Iz (∗) tako�e sledi da su brojevi Fk uzajamno prosti u parovima:
ako d = nzd(Fk, Fm) za k < m, onda 2 ∤ d i d | Fm −F0F1 · · ·Fm−1 = 2,
pa je d = 1. Prema tome, za n ∈ N, 22

n

− 1 je proizvod n uzajamno
prostih prirodnih brojeva ve�ih od 1, odakle sledi tvr�eǌe.

Neka je F ′ druga preseqna taqka prave CP sa krugom. Iz sliqnos-2.2.



ti trouglova PAB i PED sledi
AB
DE

= PA
PE

= PB
PD

, pa vaжi AB2

DE2 =
PA·PB
PD·PE

. Na isti naqin dobijamo
CD2

F ′A2 = PC·PD
PA·PF ′

i EF ′2

BC2 = PE·PF ′

PB·PC
.

Mnoжeǌem dobijamo AB·CD·EF ′

BC·DE·F ′A

= 1, dakle F ′ ≡ F .

Napomena. Tvr�eǌe zadatka je
A

B

CD

E

F

P

varijanta trigonometrijske Qevine teoreme za prave AD, CF i
EB u trouglu ACE. Zaista, EF

FA
= sin∢ECF

sin∢FCA
, AB

BC
= sin∢AEB

sin∢BEC
i

CD
DE

= sin∢CAD
sin∢DAE

.

Oznaqimo sa a1 > a2 > . . . > an stranice mnogougla. Iz nejedna-2.3.

kosti a1 < a2+ · · ·+an sledi a1 < p
2
. Definiximo sk = a1+ · · ·+ak

za k = 1, 2, . . . , n (s0 = 0) i posmatrajmo najmaǌe k za koje je p
3
6 sk.

Pretpostavimo da je sk > 2p
3
. Tada je k > 1 i ak = sk − sk−1 > p

3
>

sk−1 > a1, xto je nemogu�e. Dakle, p
3
6 sk 6

2p
3
, pa moжemo uzeti

A = {a1, . . . , ak} i B = {ak+1, . . . , an}.

Kolone tablice oznaqavamo sa a, b, c, d, e, a vrste sa 1, 2, 3, 4, 5 kao2.4.

na slici.

(a) Kaжemo da je igraq A osvojio neki kvadrat 3 × 3 ako u tom
kvadratu ima za bar tri vixe jedinica nego nula. Jasno je da
osvajaǌem kvadrata 3× 3 igraq A ostvaruje svoj ciǉ.

U prvom potezu A igra u centralnom poǉu c3. Zbog simetrije mo-

жemo da smatramo da je B odgo-
vorio potezom u vrsti 4 ili 5.
Zatim A igra u c2, a B je prinu-
�en da odgovori u c1 (u protiv-
nom �e A potezom u c1 osvojiti
bar jedan kvadrat 3× 3). Potom a b c d e

1

2

3

4

5

A igra u b3, a B mora da igra unutar doǌeg levog kvadrata 3× 3
(u suprotnom �e A osvojiti taj kvadrat). Zatim A igra u d3, a
B kao malopre mora da igra unutar doǌeg desnog kvadrata 3× 3.
Sada A igra u c4 ili c5 i osvaja gorǌi sredǌi kvadrat 3× 3.

(b) Podelimo tablicu na 12 domina i jedan jediniqni kvadrat
kao na slici. Svaki kvadrat 3 × 3 sadrжi bar tri cele domine.
Igraqu B je dovoǉno da, kad god A igra u jedno poǉe neke domine,
on igra u drugo poǉe.

Ako oznaqimo A = 10
p
−1

9
= 11 · · ·1 (p jedinica), razlika iz zadatka3.1.

je jednaka

N =

8∑

i=0

(9− i)A · 10ip −

8∑

i=0

(9− i)10i =

8∑

i=0

(9− i)(A · 10ip − 10i).



Pritom je svaki od sabiraka A · 10ip − 10i deǉiv sa p jer je A ≡ 1
i 10ip ≡ 10i (mod p) po maloj Fermaovoj teoremi, pa p | N .

Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 (gde je 0! = 1) ono3.2.

oqigledno vaжi. Neka je n > 1. Ako je polinom P (x) deǉiv sa m,
to je i polinom P (x+ 1)− P (x) = a0[(x+ 1)n − xn] + a1[(x+ 1)n−1 −
xn−1] + · · · = na0x

n−1 + · · · . Po induktivnoj pretpostavci m deli
(n− 1)! · na0, dakle upravo m | n!a0.

Primetimo da je ∢DRM = ∢DCP = ∢DQP . Sada je po sinusnoj3.3.

teoremi RD = DM
sin∢DRM

= QM
sin∢DRM

· sin∢DQM
sin∢QDM

= QM
sin∢QDM

> QM .

Drugo rexeǌe (da bi stala slika).

Ako je K taqka takva da je
MRDK paralelogram, onda je
∢MKD = ∢MRD = ∢MQD, pa
je qetvorougao MQKD tetivan
i ∢MQK = ∢MDK = 90◦, dakle
MQ < MK = RD.

A

B

C D

K

M

P

Q

R

Simetrala σ unutraxǌeg diedra kod ivice AB prolazi kroz taqke3.4.

P i S, odakle sledi Q ∈ σ. Neka su C1, D1 i Q1 redom podnoжja
normala iz C,D i Q na pravu AB, a C2 i D2 redom podnoжja

normala iz C i D na ravan σ.
Tada je ∢CC1C2 = ∢(σ,ABC) =
∢(σ,ABD) = ∢DD1D2. Kako je
CC2 = DD2, odavde sledi CC1 =
DD1, pa poxto je Q1 sredixte
duжi C1D1, vaжi CQ1 = DQ1 i
odatle QQ1 ⊥ CD. Prema tome,
prava QQ1 je zajedniqka nor- A B

C

D

O

Q

S

C1 D1P ≡ Q1

σ

mala n pravih AB i CD, tj. Q ∈ n.

Sliqno zakǉuqujemo da P ∈ n, tako da je n = PQ. Dakle, ravni
simetrale duжi AB i CD (koje sadrжe taqku O) sadrжe pravu
PQ, tj. PQ je preseqna prava ove dve ravni, pa O ∈ PQ.
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