
MALA OLIMPIJADA

Vrbas, 16.04.1995.

Na�i sve trojke (x, y, z) pozitivnih racionalnih brojeva za koje1.

je x 6 y 6 z takve da su

x+ y + z,
1

x
+

1

y
+

1

z
i xyz

prirodni brojevi.

Prirodan broj n ima taqno 1995 jedinica u binarnom zapisu.2.

Dokazati da je n! deǉivo sa 2n−1995.

Neka je SABCD jednakoiviqna qetvorostrana piramida sa3.

vrhom S. Taqke M i N na ivicama SA i BC redom su takve
da je prava MN normalna na SA i BC. Na�i odnose SM : MA

i BN : NC.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Oznaqimo x+y+z = a, 1
x
+ 1

y
+ 1

z
= b i xyz = c; tada je xy+yz+zx =1.

bc. Brojevi x, y i z su racionalne nule polinoma sa celim
koeficijentima P (t) = t3−at2+ bct− c, pa oni moraju biti celi.
Kako je 1

x
+ 1

y
+ 1

z
ceo broj, mora biti x 6 3. Ako je x = 1, tako�e

vaжi y 6 2; ako je x = 2, vaжi y 6 4; i ako je x = 3, vaжi y 6 3.
Provera sluqajeva daje rexeǌa (x, y, z) ∈ {(1, 1, 1), (1, 2, 2), (2, 3, 6),
(2, 4, 4), (3, 3, 3)}.

Zadatak je direktna posledica poznatog tvr�eǌa (za p = 2):2.

Lema. Za prost broj p, sa vp(n) oznaqavamo eksponent broja p u
faktorizaciji prirodnog broja n, a sa sp(n) zbir cifara

broja n u zapisu sa osnovom p. Tada je vp(n!) =
n−sp(n)

p−1 .

Dokaz. Indukcija po n. Tvr�eǌe vaжi za n = 1; pretpostavimo
da vaжi za n−1. Ako je vp(n) = k, onda je sp(n) = sp(n−1)+

1−k(p−1), pa je vp(n!) = vp((n−1)!)+k =
n−1−sp(n−1)+k(p−1)

p−1 =
n−sp(n)

p−1 , i induktivni korak je gotov. 2

Prava MN je normalna na prave AS i AD, pa je normalna na3.

ravan SAD. Neka su K i L re-
dom sredixta duжi BC i AD,
a P taqka takva da je KNMP

paralelogram. Poxto je KP ⊥
SL, duж KP je visina u trou-
glu SKL sa stranicama KL = a

i SK = SL = a
√

3
2 . Sada lako

raqunamo LP = KL cos∢KLS =

A
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3LS. Dakle, SM : MA = SP : PL = 1 : 2. Tako�e,
KN = PM = 1

3
LA, pa je i BN : NC = 1 : 2.

Drugo rexeǌe. Neka je
−−→
SM = λ

−→
SA i

−−→
BN = µ

−−→
BC. Tada je

−−→
MN =

λ
−−→
AN+(1−λ)

−−→
SN = λµ

−→
AC+λ(1−µ)

−−→
AB+(1−λ)µ

−→
SC+(1−λ)(1−µ)

−→
SB.

Sada je 0 =
−−→
MN ·

−−→
BC = λµ

−→
AC ·

−−→
BC+λ(1−µ)

−−→
AB ·

−−→
BC +(1−λ)µ

−→
SC ·

−−→
BC+(1−λ)(1−µ)

−→
SB·

−−→
BC = λµ+ 1

2(1−λ)µ− 1
2 (1−λ)(1−µ) = 1

2λ+µ− 1
2

i, sliqno, 0 =
−−→
MN ·

−→
SA = −λ− 1

2µ+ 1
2 . Rexavaǌem sistema jed-

naqina dobijamo λ = µ = 1
3
.
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