
35. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Hong Kong – sreda, 13. jul 1994.

Neka su m i n prirodni brojevi i neka su a1, a2, . . . , am razliqiti elementi1.
skupa {1,2, . . . ,n} takvi da, kad god je ai +a j É n, 1 É i É j É m, postoji k takvo da
je ai +a j = ak . Dokazati da je

a1 +a2 +·· ·+am

m
Ê

n +1

2
.

(Francuska)

Neka je ABC trougao u kome je AB = AC . Pretpostavimo da:2.

(i) M je sredixte duжi BC i O je taqka prave AM takva da je ∢ABO = 90◦;

(ii) Q je proizvoǉna taqka duжi BC razliqita od B i C ;

(iii) E i F su taqke na pravim AB i AC redom takve da su taqke E ,Q,F razliqite
i kolinearne.

Dokazati da je OQ normalno na E F ako i samo ako je QE =QF .
(Jermenija/Australija)

Za svaki prirodan broj k, neka f (k) oznaqava broj elemenata skupa {k + 1,k +3.
2, . . . ,2k} qije predstavǉaǌe u bazi sa osnovom 2 ima taqno tri jedinice.

(a) Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji bar jedan prirodan broj
k takav da je f (k) = m.

(b) Odrediti sve prirodne brojeve m za koje postoji taqno jedno k sa f (k) = m.
(Rumunija)
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35. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Hong Kong – qetvrtak, 14. jul 1994.

Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva za koje je
n3 +1

mn −1
ceo broj.4.

(Australija)

Neka je S skup svih realnih brojeva strogo ve�ih od −1. Na�i sve funkcije5.
f : S → S koje zadovoǉavaju slede�e uslove:

(i) f (x + f (y)+x f (y)) = y + f (x)+ y f (x) za sve x, y ∈ S;

(ii) f (x)/x strogo raste za −1 < x < 0 i za 0 < x. (Velika Britanija)

Dokazati da postoji skup A prirodnih brojeva sa slede�im svojstvom: za6.
proizvoǉan beskonaqan skup S prostih brojeva postoje dva prirodna broja
m ∈ A i n 6∈ A od kojih je svaki proizvod k razliqitih elemenata iz S za neko
k ≥ 2. (Finska)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



REXEǋA

Smatra�emo da je a1 > a2 > ·· · > am. Dokaжimo da za sve i = 1, . . . ,m vaжi1.

ai +am+1−i Ê n +1. (∗)

Zaista, u suprotnom, po uslovu zadatka, zbirovi ai +am+1−i , . . . , ai +am−1, ai +am

daju i razliqitih elemenata skupa A ve�ih od ai , xto je nemogu�e.

Sada sabiraǌem nejednakosti (∗) za i = 1, . . . ,m dobijamo 2(a1 +·· ·+am) Ê m(n+1),
odakle sledi tvr�eǌe.

Neka je bez smaǌeǌa opxtosti taqka Q na duжi B M. Ako je ∢OQE = 90◦, qetvo-2.

rouglovi OQBE i OQFC su tetivni,
pa je ∢OEQ = ∢OBQ = ∢OCQ = ∢OFQ.
Sledi da su trouglovi OQE i OQF po-
dudarni i odatle QE =QF .

Pretpostavimo sada da je QE = QF i
posmatrajmo taqku S simetriqnu taq-
ki A u odnosu na Q. Qetvorougao AE SF

je paralelogram. S druge strane, ako
normala u taqki Q na pravu OQ seqe

A

B C

E

F

M

O

Q

S

prave AB i AC redom u taqkama E ′ i F ′, onda je na osnovu prvog dela zadatka
QE ′ =QF ′, pa je i AE ′SF ′ paralelogram, odakle sledi E ≡ E ′, F ≡ F ′ i ∢OQE = 90◦.

(a) Sa bn oznaqava�emo broj jedinica u binarnom zapisu prirodnog broja n.3.

Kako je b2k+2 = bk+1 i b2k+1 = bk +1, vaжi

f (k +1) =

{

f (k)+1 ako je bk = 2;
f (k) u suprotnom.

(∗)

Tako�e, f (1) = 0. Poxto bk = 2 vaжi za beskonaqno mnogo vrednosti k, funkcija
f je neograniqena, pa je ǌena slika ceo skup N0.

(b) Poxto je f rastu�a funkcija, k je jedinstveno rexeǌe jednaqine f (k) = m

ako i samo ako je f (k−1) < f (k) < f (k+1). Po (∗), ovo je ekvivalentno sa bk−1 = bk =

2, a to je mogu�e samo ako je k = 2t +2 za neki prirodan broj t > 1. Tada skup
{k + 1, . . . ,2k} sadrжi broj 2t+1 + 3 = 10 . . .0112 i jox

(t
2

)

binarnih (t + 1)-cifrenih

brojeva sa tri jedinice, pa je m = f (k) =
(t

2

)

+1.

Poxto vaжi (mn−1,m3) = 1, broj mn−1 deli n3+1 ako i samo ako deli m3(n3+1) =4.

(m3n3 −1)+m3 +1. Sledi da je

n3 +1

mn −1
∈Z ako i samo ako

m3 +1

mn −1
∈Z.

Zato ne umaǌujemo opxtost ako pretpostavimo da je m Ê n.



• Ako je m = n, onda je n3+1

n2−1
= n +

1
n−1

ceo broj, odakle je m = n = 2.

• Ako je n = 1, onda je 2
m−1

∈Z ceo broj, pa je m = 2 ili m = 3.

• Neka je sada m > n Ê 2. Poxto je m3+1 ≡ 1 i mn−1≡−1 (mod n), sledi da je
n3+1

mn−1
= kn−1 za neki prirodan broj k. S druge strane, vaжi kn−1 <

n3+1

n2−1
=

n +
1

n−1
É 2n −1, pa mora biti k = 1, tako da je n3 +1 = (mn −1)(n −1). Odavde

je mn −1 =
n3+1
n−1

= n2 +n +1+ 2
n−1

, xto daje n ∈ {2,3} i u oba sluqaja m = 5.

Rexeǌa u sluqaju m < n se dobijaju po simetriji. Prema tome, ukupno ima 9
rexeǌa: (1,2), (1,3), (2,1), (3,1), (2,2), (2,5), (3,5), (5,2) i (5,3).

Iz uslova (ii) sledi da jednaqina f (x) = x u svakom od intervala (−1,0) i (0,∞)5.

ima najvixe jedno rexeǌe. Pretpostavimo da je u ∈ (−1,0) takvo da je f (u) = u.
Zamenom x = y = u u (i) dobijamo f (u2 +2u) = u2 +2u. Kako je u2 +2u = (u +1)2 −1 ∈

(−1,0), mora biti u2 +2u = u, tj. u ∈ {−1,0}, xto je nemogu�e. Sliqno, i pretpo-
stavka da je f (v)= v za v ∈ (0,∞) nas vodi u kontradikciju.

Dakle, kako za x ∈ S vaжi f (x + (1+ x) f (x)) = x + (1+ x) f (x), jedina mogu�nost je
x + (1+ x) f (x) = 0. Odavde je f (x) = −

x
1+x

za sve x ∈ S. Direktno se proverava da
ova funkcija zadovoǉava uslove zadatka.

Neka je A skup svih prirodnih brojeva oblika p1p2 . . . pp1
, gde su p1 < p2 < ·· · < pp1

6.

prosti brojevi. Dakle,

A = {2 ·3,2 ·5, . . . }∪ {3 ·5 ·7,3 ·5 ·11, . . . }∪ {5 ·7 ·11 ·13 ·17, . . . }∪·· · .

Ovaj skup zadovoǉava uslove zadatka. Zaista, za svaki beskonaqan skup pros-
tih brojeva P = {q1, q2, . . . } (gde je q1 < q2 < ·· ·) imamo

m = q1q2 · · ·qq1
∈ A i n = q2q3 · · ·qq1+1 6∈ A.
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