35. MEBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

Xonr Kour — cpena, 13. jya 1994.

Herka cy m u n mpupomuu OpojeBu U HEKa Cy daj,az,...,04m; PA3IAYATUA €JIEMEHTU
ckyna {1,2,...,n} TakBu na, KaJ rom je ai+ajsn, 1< i < j<m, mocroju k TakBo Ha
je aj+aj=a. lorazatu na je
at+ay+---+apy - n+1
= .
m 2 (Pparyycka)

Heka je ABC tpoyrao y kome je AB= AC. IlpernocraBumo na:

(i) M je cpemumre nysxku BC u O je Ttaura mpaBe AM takBa na je <ABO =90°;
(i) Q je mpom3BoJbHA Tauka myxku BC pazauuuta on B u C;
(iii) E u F cy Tauke Ha npaBuM AB un AC penoMm TtakBe na cy Ttauke E,Q,F pazauuure
1 KOJUHEapHe.

Horazatu na je OQ mHopmasuo Ha EF ako m camo ako je QF = QF.
(Jepmenuja/Aycmpanruja)

3a cBaku npupoman 6poj k, mera f(k) o3zmauaBa Opoj esmemenara ckyma {k+1,k+
2,...,2k} uyuje mpencraBpame y 0a3m ca OCHOBOM 2 MMa TaYHO TPU jeAUHUILE.

(a) Horasaru ma 3a cBaku IPUPOJAH O6POj m mocToju H6ap jemaH HpuposaH GPOj
k rakaB ma je f(k)=m.

(6) Ompemuru cBe mpuponHe GpojeBe m 3a Koje mocToju Tavno jenuo k ca f(k) = m.
(Pymynuja)
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35. MEBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

Xonr Kour — uerBpTak, 14. jyma 1994.

nd+1 _
7 1ieo Opoj.

Onpenutu cBe mapose (m,n) IpupogHUX OpojeBa 3a Koje je

(Ayempasuja)

Heka je S ckyn cBux peannux O6pojeBa crporo Behux on —1. Hahwu cBe ¢ynrnuje
f:S— S koje 3amoBomaBajy caenehe ycaose:

A fx+fWM+xf)=y+fx)+yf(x) 3a cBe x,y€S;
(i) f(x)/x cTporo pacte 3a —1<x<0 u 3a 0<x. (Beaura Bpumanuja)

Iokazatu ma mocToju ckyn A mpupomHUX OpojeBa ca ciaemehum cCBOjCcTBOM: 3a
IpPOM3BOJbAH OECKOHAUYAH CKyNl S MPOCTUX OpojeBa MOCTOje ABa TPUPOIHA Opoja
meAun ng Ao KOJjUX je CBAKM IIPOM3BOJ kK PA3IMUYUTUX ejieMeHaTa n3 S 3a HEKO
k=2. (Puncka)
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PEIITIEILA

Cmarpahemo na je a; > ap >---> a,,. lokaxkumo na 3a cBe i=1,...,m BaKU
a;+ ame1-i = n+1. (%)

3aucTa, y CyIpOTHOM, IO YCJIOBY 3aIaTKa, 30UPOBU Aj+ Ami1—i, ---5 Ai+Am—1, Ai+am
najy i pasauyuTux eijeMenara ckyna A Behux on a;, mro je Hemoryhe.

Cana cabupamem HejemnakocTu (x) 3a i=1,...,m gobujamo 2(ay+---+an,) = mn+1),
omakje ciaenu TBpDheme.

Heka je 6e3 cmamema ommrocty Tauka Q Ha ay:ku BM. Ako je <OQE =90°, uerBo-
poyrioBu OQBE u OQFC cy TeTuBHH, A
na je <OEQ = <OBQ = <0CQ = <0OFQ.
Cnemu na cy tpoyraosu OQE u OQF mo-
nynapau u onatie QF = QF.

[IpernocraBumo cana na je QE = QF u
mocMaTpajMo TavKy S CUMETPUYHY Tad-
ku Ay onaocy Ha Q. YerBopoyrao AESF
je mapaaenorpam. C apyre crpaHe, ako
HOpMaJia y Tauku Q Ha npaBy OQ ceue
npase AB u AC pemom y taukama E' m F', oHma je Ha OCHOBY IPBOr meja 3aIaTKa
QE'=QF', na je u AE'SF' mapanenorpam, onakie ciemu E=E', F=F u <OQE =90°.

(a) Ca by, osmauasaliemo 6poj jemuHuNa y OUHAPHOM 3amuUCy TPUPOAHOT Opoja .
Kako je b2k+2 = bk+1 u b2k+1 = bk +1, Baxku

fk)+1 axo je by =2;

fle+D) :{ fk) Y CYIPOTHOM. (+)

Taxobe, f(1)=0. ITomTo by =2 Basku 3a OECKOHAYHO MHOT'O BpeqHOCTU k, QyHKIUja
f je meorpanmuena, na je meHa CIMKA 1eo CKyn Np.

(6) Homro je f pacryha ¢yuruuja, k je jemuucTBeHO pemieme jenuaunue f(k) =m
ako u caMo ako je f(k—1) < f(k) < f(k+1). Ilo (%), oBO je ekBUBaJIEHTHO ca bi_; = by =
2, a To je moryhe camo ako je k=2"+2 3a meru npupoman 6poj t>1. Tama ckyn
{k+1,...,2k} cagpsxu OpoOj 2171 13 =10...0115 u jormm (zt) ornHapHUX (f+ 1)-udpeHnx
6pojesa ca Tpu jemunune, na je m= f(k) = () +1.

[Tomro Bazku (mn—1,m3) =1, 6poj mn—1 nemu nd+1 axo u camo axo memu m>(n3+1) =
m3n®-1)+m3+1. Cnenu na je
nd+1 m3+1

€7 aKoO W caMO aKoO
mn-1 mn-1

e’

3aTo He yMamyjeMO OMIITOCT aKO MPETIOCTABUMO na je m = n.



n3+1

e AKO je m=n, oHga je =n+—— neo 6poj, omakie je m=n=2.
j : je L L poj, j

e Ako je n=1, ouna je %ez neo 6poj, ma je m=2 uiu m=3.

e Hera je cama m>n=2. Ilomro je mi+1=1u mn-1=-1 (mod n), caenm na je
% =kn—1 3a #meku npuponan 6poj k. C npyre crpane, Baxku kn—1< % =
n+ -5 <2n-1, na mopa 6uru k=1, taro na je n*+1=(mn-1)(n—-1). Onasne
je mn—lz%:n2+n+l+%, mTo naje ne{2,3} nuy oba ciydaja m=5.

Pemema y cayuajy m < n ce modbujajy mo cumerpuju. [Ipema Tome, yrKymHO mma 9
pemema: (1,2), (1,3), 2,1, 3,1), (2,2), (2,5), 3,5), (5,2) u (5,3).

N3 ycnosa (ii) cnenqu ma jemmaumHa f(x) =x y cBakoM ox mHTepBajaa (—1,0) u (0,00)
Ma HajBuIle jeqHo pememe. [IpernmocraBumo na je u € (—1,0) TakBo ma je f(u)=u.
3amenoMm x=y=uy (i) mobujamo f(u?+2u)=u?+2u. Kako je u?+2u=(u+1)>-1¢
(=1,0), Mmopa 6utu u?+2u=u, tj. u€{-1,0}, mro je Hemoryhe. Cimuno, u mpeTmo-
ctaBra ga je f(v)=v 3a ve(0,00) HAC BOAU Y KOHTPAIUKIIA]Y.

Haxrne, kako 3a x € S Bawku f(x+ (1+x)f(x)) =x+(1+x)f(x), jenmua moryhuoct je

x+(1+x)f(x)=0. Onmasze je f(x)=—755 3a cBe x€S. JlupekTHO ce mpoBepaBa na

oBa (pYHKIVja 3a00BOJbABA YCJIOBE 3a0ATKA.

Hera je A ckyn cBuUX npupomHux 6pojeBa 0OIUKa p1p2...Pp,, LA Cy P1 < p2<--<Pp,
npoctu 6pojesu. larie,

A={2-3,2-5,...}u{3-5-7,3-5-11,...}U{5-7-11-13-17,...}U---.

OBaj Ckyn 3a10BOJbABA YCJIOBE 3aaTKA. 3AUCTa, 32 CBAKU DECKOHAUAH CKYI IIPOC-
tux GpojeBa P={qi,q,...} (rme je q1 <q»<--+) umamo

m=dqiqz---qq €EA u n=q2q3- " qg +1 g A.
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