
11. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Novi Sad, SR Jugoslavija – 10. maj 1994.

Dat je oxtar ugao X AY i taqka P unutar ǌega. Konstruisati (pomo�u leǌira1.

i xestara) pravu koja prolazi kroz kroz taqku P i seqe krake AX i AY redom
u taqkama B i C , tako da je povrxina trougla ABC jednaka AP 2. (Kipar)

Ako je m ceo broj, dokazati da polinom2.

x4 −1994x3 + (1993+m)x2 −11x +m

ima najvixe jedan celobrojni koren. (Grqka)

Neka je (a1, a2, . . . , an) permutacija brojeva 1,2, . . . ,n, gde je n ≥ 2. Odrediti na-3.

jve�u mogu�u vrednost izraza

n−1
∑

k=1

|ak+1 −ak |.

(Rumunija)

Na�i najmaǌi broj n > 4 za koji postoji skup od n ǉudi takav da svaka dva koji4.

se poznaju nemaju zajedniqkih poznanika, a svaka dva koji se ne poznaju imaju
taqno dva zajedniqka poznanika. (Poznanstvo je simetriqna relacija: ako A

poznaje B, A 6= B, onda i B poznaje A.) (Bugarska)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Sa SP oznaqavamo povrxinu mnogougla P . Pretpostavimo da je BC traжena1.

prava. Neka su M i N redom taqke
na kracima x i y takve da je P M ∥ y i
P N ∥ x. Iz sliqnosti trouglova B MP

i P NC imamo B M
MP = P N

NC , tj. B M
AN = AM

NC ,

odakle je AC = AN + NC = AN (1 + AM
B M ).

Sada imamo k = AP 2

S AM N
=

S ABC

S AM N
= AB ·AC

AM ·AN =

(AM+B M)·AN (1+ AM
B M )

AM ·AN
= 2+ B M

AM
+ AM

B M
. Dakle,

dovoǉno je konstruisati duж B M tako
da je

A

B

C

M

N

P

x

y

B M +
AM2

B M
= d , gde je d = (k −2)AM .

Duж X Y duжine d je jednostavno konstruisati: ako je h visina iz temena M u
△AMP , onda je k = 2AP

h
i d =

2(AP−h)AM
h

. Sada konstruixemo taqku Z na krugu nad
preqnikom X Y , na odstojaǌu jednakom AM od prave X Y (ona postoji ako i samo
ako je d Ê 2AM). Ako je Z ′ podnoжje normale iz Z na X Y , onda je AM2 = X Z ′ ·Z ′Y ,

tj. X Z ′+ AM2

X Z ′ = X Z ′+Z ′Y = d, pa moжemo uzeti B M ∼= X Z ′.

Zadatak ima dva rexeǌa ako je d > 2AM, jedno ako je d = 2AM, i nijedno ako je
d < 2AM.

Dovoǉno je dokazati da se dati polinom ne moжe rastaviti na proizvod dva2.

kvadratna trinoma sa celim koeficijentima. Pretpostavimo suprotno:

x4 −1994x3 + (1993+m)x2 −11x +m = (x2 −ax +b)(x2 −cx +d).

Iz a + c = 1994 sledi da su a i c iste parnosti. Kako je 11 = ad +bc, a i c ne
mogu biti parni, dakle 2 ∤ ac. Sada iz 1993+m = ac +b +d i m = bd sledi da
je 1992−ac = (b −1)(d −1) neparno, pa su b i d parni, ali tada je ad +bc parno,
kontradikcija.

Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da je x celobrojna nula datog polinoma. Tada je

−m =
x4 −1994x3 +1993x2 −11x

x2 +1
= x2

−1994x +1992+
1983x −1992

x2 +1
.

Prema tome, x2+1 deli 1983x−1992, xto opet deli 19832x2 −19922 = 19832(x2+1)−

(19832 +19922), pa x2 +1 | 19832 +19922 = 32 ·877817. Ovo je nemogu�e jer 3 ∤ x2 +1, a
877817 je prost broj i nije oblika x2 +1. Sledi da dati polinom nema nijednu
celobrojnu nulu.

Napomena. Prvo rexeǌe je varijanta svo�eǌa polinoma po modulu 2. Dati

polinom je jednak x4 + x + 1 ili x4 + x2 + x (mod 2), pri qemu je prvi polinom
nerastavǉiv u Z2[x], a drugi se nad Z2[x] faktorixe kao x(x3 +x +1).



Posmatra�emo zbir S =
∑n

i=1
|ai −ai+1|, gde je an+1 = a1. Ovaj zbir se moжe napi-3.

sati u obliku

S =
n
∑

i=1

ǫi (ai −ai+1) =
n
∑

i=1

ci ai za neke ǫi ∈ {−1,1} i ci = ǫi −ǫi−1,

pri qemu je ǫ0 = ǫn . Za svako i je ci ∈ {−2,0,2}. Posmatrajmo skupove A = {i | ci = 2}

i B = {i | ci =−2}. Kako je c1 +c2 +·· ·+cn = 0, imamo |A| = |B | = k za neko k É n
2
. Sada

je

S = 2
∑

i∈A

xi −2
∑

i∈B

xi É 2[n + (n −1)+·· ·+ (n −k +1)]−2[1+2+·· ·+k] = 2k(n −k).

Izraz 2k(n −k) je maksimalan za k = [ n
2

] i tada je jednak [ n2

2
]. Najzad, poxto je

|an −a1| Ê 1, ostaje

S É

[

n2

2

]

−1.

Jednakost se dostiжe npr. za permutaciju (a1, a2, . . . , an) = (m +1,1,m +2,2,m +3,3,

. . . ,m), gde je m = n − [ n
2

].

Drugo rexeǌe. Zbir S =
∑n

i=1
|ai −ai+1| predstavǉa duжinu ℓ zatvorene izlomǉene

linije A1 A2 . . . An A1, gde je Ai taqka na realnoj pravoj sa koordinatom ai .

Za svako k = 1, . . . ,n − 1, posmatrajmo jediniqni segment [k,k + 1]. Svaka od n

duжi Ai Ai+1 koja ga pokriva ima jedan kraj u intervalu [1,k], a drugi u in-
tervalu [k +1, . . . ,n]. Sledi da je ovaj segment pokriven sa najvixe 2 min{k,n−k}

duжi Ai Ai+1 (1 É i É n). Ukupno, posmatrana izlomǉena linija pokriva najvixe

2
∑n−1

k=1
min{k,n −k} = [ n2

2
] jediniqnih segmenata, odakle je ℓÉ [ n2

2
].

Najzad, zbog |an −a1| Ê 1, traжeni zbir nije ve�i od [
n2

2
]−1.

Posmatrajmo neku osobu A u skupu koji zadovoǉava uslove zadatka. Neka A4.

poznaje m osoba: A1, A2, . . . , Am. Za 1 É i < j É m, osobe Ai i A j se ne poznaju
jer imaju zajedniqkog poznanika, pa tako one moraju imati jox jednog zajed-
niqkog poznanika: oznaqimo ga sa Ai j = A j i . Nikoje dve me�u

(m
2

)

osoba Ai j se
ne poklapaju, jer bi u suprotnom ta osoba i osoba A imale bar tri zajedniqka
poznanika. Tako�e, svaka osoba koja ne poznaje A nalazi se me�u osobama Ai j ,

jer ima zajedniqkog poznanika sa A. Sledi da je n = 1+m+
(m

2

)

= m2+m+2
2

. Odavde
tako�e sledi da sve osobe u skupu imaju taqno po m poznanika.

Osobe Ai j i Ai k ( j 6= k) se ne poznaju jer imaju zajedniqkog poznanika. Prema
tome, svih k − 2 poznanika osobe Ai j razliqitih od Ai i A j nalaze se me�u

osobama Akl , {k, l }∩ {i , j } =;, pa je m −2Ê
(m−2

2

)

i odatle m Ê 5 i n Ê 16.

Iz prethodnog razmatraǌa direktno nalazimo primer za n = 16. Dovoǉno je
odabrati osobe A, Ai (1 É i É 5) i Ai j (1 É i < j É 5) tako da (i) A poznaje Ai , (ii)

Ai i A j poznaju Ai j , i (iii) Ai j i Akl se poznaju ako je {i , j }∩ {k, l } = ;, pri qemu
drugih poznanstava nema.
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