
Razni pristupi rexavaǌu kombinatornog problema

Osvrnu�emo se na sedam razliqitih rexeǌa (prva 3 su elementarana, koja se mogu raditi i u re-
dovnoj nastavi, dok su slede�a 3, pomo�u principa ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa, rekurentnih veza i funkcija
generatrise, za one uqenike koji bi hteli vixe da saznaju, odnosno za rad na dodatnoj nastavi – veo-
ma je bitno da oni vide da ima i drugih znaǌa koja izlaze van okvira redovnog xkolskog programa i
posledǌe rexeǌe je programersko) slede�eg problema iz u
benika ”Diskretna matematika” Dragoxa
Cvetkovi�a i Slobodana Simi�a (zadatak 18. sa strane 60). Nakon toga �emo zadati sliqan problem,
na kome se mogu utvrditi steqena znaǌa.

1. Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od milion (106) u kojima se javǉa cifra 8?

Uradi�emo poopxteǌe za brojeve maǌe od 10n i tra�eni broj brojeva �emo oznaqiti sa an. Skup cifara
je C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9} je skup cifara bez osmice. Brojevima koji imaju
k < n cifara dopisa�emo na poqetku n− k nula i taj naqin smo sve brojeve maǌe od 10n (ukǉuquju�i i
0) sveli na ure�ene n–torke elemenata iz C (varijacije sa ponavǉaǌem od n elemenata skupa C).

Rexeǌe I: Brojeva sa taqno k osmica ima
(
n
k

)·9n−k: na
(
n
k

)
naqina mo�emo odabrati tih k mesta na kojima

su osmice, a na ostalih n−k mesta mo�e biti bilo koja od ostalih cifara, odnosno tu se nalazi cifra
iz skupa S i svaku od ǌih mo�emo odabrati na 9 razliqitih naqina (po principu proizvoda sve mo�emo
odabrati na 9n−k naqina). Tra�eni brojevi mogu imati 1, 2, . . . , n osmica, te po principu zbira dobijamo

da ih ukupno ima an =
n∑

k=1

(
n

k

)
9n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)
9n−k − 9n = (9 + 1)n − 9n = 10n − 9n.

Rexeǌe II: Ukoliko je prva cifra 8 sleva na prvom mestu, na ostalim mestima mo�e biti bilo koja
cifra (iz |C| = 10), pa takvih brojeva ima 10n−1. Ukoliko je prva cifra 8 sleva na drugom mestu, na
prvom mestu mo�e biti bilo koja cifra iz S (|S| = 9), 8 je na drugom, a na ostalim mestima mo�e biti
bilo koja cifra, pa takvih brojeva ima 9 · 1 · 10n−2. . . . Ukoliko je prva cifra 8 sleva na k–tom
mestu, na prvih (k − 1) mesta mo�e biti bilo koja cifra iz S, 8 je na k–tom, a na ostalim mestima
mo�e biti bilo koja cifra, pa takvih brojeva ima 9k · 1 · 10n−k−1. . . . Ako je 8 samo na posledǌem
mestu onda takvih brojeva ima 9n−1. Kako su ovi doga�aji disjunktni po principu zbira dobijamo da
tra�enih brojeva ima an = 10n−1 + 9 · 10n−2 + . . . + 9n−1 = (10n−1 + 9 · 10n−2 + . . . + 9n−1) · (10− 9) = 10n − 9n.

Rexeǌe III (Pomo�u komplementa): Ukupno prirodnih brojeva maǌih od 10n (ukǉuquju�i i 0) ima taqno
10n - koliko i varijacija sa ponavǉaǌem skupa C od n elemenata. Brojeva maǌih od 10n koji ne sadr�e
cifru 8 (ukǉuquju�i i 0) ima taqno 9n - koliko i varijacija sa ponavǉaǌem skupa S od n elemenata.
Razlika 10n−9n predstavǉa broj prirodnih brojeva sa najvixe n cifara, kod kojih se, kada su napisani
u dekadnom sistemu, javǉa cifra 8, tj. an = 10n − 9n.

Rexeǌe IV (Princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa): Oznaqimo sa Ai skup n–tocifrenih brojeva koji imaju
cifru 8 na i–tom mestu (za razliku od rexeǌa II, ovde to nije prvo pojavǉivaǌe cifre 8, nego bilo koje,
tako da skupovi Ai nisu disjunktni). |Ai| = 10n−1 jer na i–tom mestu imamo fiksiranu cifru 8, a na
svakom od ostalih mo�emo uzeti proizvoǉnu cifru. Za i 6= j je |Ai∩Aj | = 10n−2 (sliqno na i–tom i j–tom

mestu imamo osmice, a na ostalim su proizvoǉne cifre). . . . Kako je A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An =
{

88 . . . 8︸ ︷︷ ︸
n

}

imamo da je |A1∩A2∩ . . .∩An| = 1. Kada ovo sve uvrstimo u formulu ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa i sa obzirom
na qiǌenicu da t skupova qiji presek tra�imo mo�emo odabrati na

(
n
t

)
naqina dobijamo:

an = |A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An| =
∑

16i6n

|Ai| −
∑

16i<j6n

|Ai ∩Aj |+ . . . + (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|

=
(

n

1

)
· 10n−1 −
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)
· 10n−2 +
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)
· 10n−3 − . . . + (−1)n−1

(
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)
· 1

= 10n − (
(
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0

)
· 10n −

(
n

1

)
· 10n−1 +

(
n

2

)
· 10n−2 − . . . + (−1)n

(
n

n

)
· 1) = 10n − (10− 1)n = 10n − 9n.
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Rexeǌe V (Pomo�u rekurentnih nizova): Na�imo vezu broja (n+1)–cifrenih brojeva koji zadovoǉavaju
uslov zadatka, an+1, i n–tocifrenih, an. Ako se u posledǌih n cifara nalazi cifra 8 (takvih brojeva
ima an) onda za novu, (n + 1)–vu, mo�emo uzeti bilo koju cifru iz C, tj. takvih brojeva ima 10 · an. Ako
se u posledǌih n cifara ne nalazi cifra 8 (takvih brojeva ima 9n – varijacije skupa S) onda (n+1)–va
mora biti 8, tj. takvih brojeva ima 1 · 9n. Tako smo doxli do nehomogene linearne rekurentne veze

an+1 = 10an + 9n, sa poqetnim uslovom a1 = 1 (∗)

(jednocifrenih brojeva koji sadr�e cifru 8 ima samo jedan: 8). Ako u (∗) zamenimo svako n sa n + 1
dobijamo an+2 = 10an+1 + 9n+1 i ako od ove jednaqine oduzmemo (∗) pomno�enu sa 9, dobijamo linearnu
homogenu rekurentnu vezu

an+2 − 19an+1 + 90an = 0, sa poqetnim uslovima a1 = 1, a2 = 19 (∗∗)

(drugi poqetni uslov dobijamo iz (∗) za n = 1 ili prostim prebrojavaǌem: 8,18,28,. . . , 78,80,81,82,. . . ,
89,98 – ima ih 19). Karakteristiqna jednaqina za (∗∗) je t2 − 19t + 90 = 0 i ǌene nule su t1 = 10 i
t2 = 9, pa je opxte rexeǌe jednaqine (∗∗), a samim tim i (∗), an = C1 · 10n + C2 · 9n, gde konstante C1 i C2

odre�ujemo iz poqetnih uslova: a1 = 1 = 10C1 + 9C2 i a2 = 19 = 100C1 + 81C2. Rexavaǌem ovog sistema
dobijamo C1 = 1 i C2 = −1, odnosno tra�enih brojeva ima an = 10n − 9n.

Rexeǌe VI (Pomo�u funkcija generatrise): Za varijacije sa ponavǉaǌem skupa C u kojima se jedan
element (8) pojavǉuje bar jedanput imamo eksponencijalnu funkciju generatrise (prvi faktor odgovara
cifri 8, a drugi je za ostalih 9 cifara)
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)
·
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t
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= (et− 1) · e9t = e10t− e9t =
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(ovde smo koristili i razvoj eksponencijalne funkcije u red: ex =
+∞∑

k=0

xk

k!
). Broj varijacija n–te klase

je koeficijent uz
tn

n!
, tj. rexeǌe zadatka je an = 10n − 9n.

Rexeǌe VII (Kompjuterski program):

program brojanje;
var n,c: integer;

m,b,s: longint;
p: Boolean;

begin
writeln(’Program trazi koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10^n u kojima se javlja cifra 8.’);
write(’Unesite broj n’);
readln(n);
s:=0;
for m:=1 to 10^n-1 do

begin
b:=m; p:=false;
repeat
c:=b mod 10;
if c=8 then p:=true

else b:=b div 10;
until (b=0) or p;
if p then s:=s+1;
end;

writeln(’Trazenih brojeva ima ’,s);

2. Koliko ima prirodnih brojeva sa najvixe n cifara u kojima se pojavǉuju cifre 3 ili 5?
Rexeǌe: Potpuno analogno samo je sada S = {0, 1, 2, 4, 6, 7, 8, 9} i |S| = 8, pa je rezultat an = 10n − 8n.
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