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Kompleksni primitivni koreni

Definicija 1. Za dati kompleksan broj x, najmaǌi prirodan broj n takav da xn = 1 va�i (uko-
liko takvo n postoji), nazivamo poretkom broja x i obele�avamo sa r(x). Ukoliko je poredak
broja x jednak n, ka�emo da je x primitivni n-ti koren jedinice.

Primer 2. (RMM 2010) Za dati konaqan skup prostih brojeva P , obele�imo sa m(P ) najve�i
mogu�i broj uzastopnih prirodnih brojeva takvih da je svaki deǉiv nekim elementom iz P .
(i) Dokazati da m(P ) ≥ |P | i da jednakost va�i ako i samo ako minP > |P |.
(ii) Dokazati da m(P ) < (|P |+ 1)(2|P | − 1).

Ciklotomiqni polinomi
Definicija 3. Neka je n prirodan broj, a ζ n-ti primitivni koren jedinice. Tada je n-ti
ciklotomiqni polinom dat kao Φn(X) =

∏
(X − ζj) gde j uzima vrednosti izme�u 1 i n, koje su

uzajamno proste sa n.

Lema 4. Kada je x ceo broj sa |x| > 1 i n prirodan broj ve�i od 1, tada je Φn(x) > 1 osim za
n = 2, x = −2.

Lema 5. Neka je n prirodan broj. Tada je Xn − 1 =
∏

d|n Φd(X).

Definicija 6. Mebijusova funkcija je preslikavaǌe µ : N → {−1, 0, 1} zadato sa µ(n) = 0
ukoliko je n deǉiv kvadratom razliqitim od 1, inaqe µ(n) = (−1)k gde je k broj prostih delilaca
broja n.

Teorema 7. Neka je n prirodan broj. Tada je
∑

d|n µ(d) jednako 1 za n = 1, inaqe je 0.

Teorema 8. Neka su f, F : N → N dve funkcije koje zadovoǉavaju F (n) =
∑

d|n f(d) za svako n.
Tada va�i

f(n) =
∑
d|n

µ(d)F (n/d)

tako�e za svako n.

Posledica 9. Za svaki prirodan broj n imamo Φn(X) =
∏

d|n(X
n/d − 1)µ(d).

Lema 10. Za svaki prirodan broj n polinom Φn(X) ima celobrojne koeficijente.

Lema 11. Za prirodan broj n i prost broj p

Φpn(X) =

{
Φn(X

p) p|n
Φn(X

p)/Φn(X) p ̸ |n
va�i.

Lema 12. Ako Xn − 1 ima dupli koren po modulu p tada p|n.



Posledica 13. Ako d|n, d < n i x je ceo broj, tada svaki zajedniqki prost delilac Φn(x),Φd(x)
deli i n.

Teorema 14. Neka je n prirodan broj, x ceo, a p prost. Tada iz p|Φn(x) sledi da p deli n ili
p ≡ 1 (mod n).

Posledica 15. Neka je p prost, a x ceo broj. Tada je svaki prost delilac q izraza 1+x+x2+· · ·+xp−1

ili q = p ili q ≡ 1 (mod p).

Lema 16. Za prirodne brojeve a i b i ceo broj x va�i (xa − 1, xb − 1) = x(a,b) − 1.

Teorema 17. Neka su a i b prirodni brojevi, i neka Φa(x),Φb(x) imaju zajedniqki prost delilac p
za neki ceo broj x. Tada je b/a stepen broja p.

Primer 18. Neka je n prirodan broj. Tada postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva kongruentnih
sa 1 po modulu n.

Primer 19. (Te�a verzija IMO 2002 SL) Neka su p1, p2, . . . , pn razliqiti prosti brojevi ve�i od 3.

Pokazati da 2p1p2...pn + 1 ima bar 22
n−1

razliqitih delilaca.

Primer 20. (IMO 2006 SL) Na�i celobrojna rexe�a jednaqine x7−1
x−1 = y5 − 1.

Primitivni koreni po prostom modulu

Definicija 21. Neka je n prirodan broj ve�i od 1, i neka je a ceo broj. Najma�i prirodan broj m
(ukoliko postoji) takav da am = 1 (mod n)nazivamo poretkom a po modulu n i obele�avamo sa rn(a).
Ukoliko je rn(a) = ϕ(n), ka�emo da je a primitivni koren po modulu n.

Teorema 22. Ukoliko je n oblika pα ili 2pα ili jednak 4, gde je p neparan prost broj, postoji
primitivni koren po modulu n.

Primer 23. Neka je n prirodan broj. Tada postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva p, takvih da
me�u 1, 2, . . . , n nema primitvnih korena po modulu p.

Primer 24. Za svaki neparan prost broj p postoji prirodan broj g < p takav da je g primitivni
koren po modulu pn za svako n ≥ 1.

Primer 25. Za prost broj p na�i sumu (po modulu p) svih primitivnih korena po modulu p.

Primer 26. Neka je dat neparan prost broj p. Na�i sve funkcije f : Z → Z takve da za sve cele
brojeve m i n va�i:
(i) Ako je m ≡ n (mod p) tada f(m) = f(n), (ii) f(mn) = f(m)f(n).

Primer 27. (Kina 2012) Neka je n ≥ 2 ceo broj. Za funkciju f : Z → [n] ka�emo da je dobra ukoliko
za sve k u [n− 1] postoji ceo broj j(k) takav da za sve cele brojeve m va�i

f(m+ j(k)) ≡ f(m+ k)− f(m) (mod n+ 1).

Koliko ima dobrih funkcija?

Primer 28. Neka je k prirodan broj i n = 2k + 1. Pokazati da je n prost broj ako i samo ako je
slede�i uslov zadovo	en:
Postoji permutacija a1, a2, . . . , an−1 skupa [n− 1] i niz celih brojeva g1, g2, . . . , gn−1 takvih da n deli
gai
i − ai+1 za sve i u [n− 1], gde je an = a1.


