MaremaTuuka ruMHA3U]ja
Beorpan, 11. u 12. 3. 2014.
IIpunpeme 3a Op:KABHO TaKMUUYEH€e (& U HOCJE)
IIpenasau: Crean ['ajoBuh

KBanparue kKoHrpyeHiiuje

IledpuHunuje, CHOBHaA CBOjCTBa M TeopeMe:

Hedpuuumnuja 1. Heka cy a u m nenu 6pojeBu. Bpoj a HazuBaMo keadpamuum ocmamrom no mooyay m, axo

KoHrpyennmja x2 = a (mod m) uMa pemema y Z, y CyIPOHOM, ODOj @ HAZUBAMO KEa0PATNHUM HEOCTNAMKOM

no Mooysy m.

JHedpuuumnuja 2. Heka je p mpoct 6poj, p # 2, u a ueo 6poj, pta. Jexcandpos cumbon ce neduamme ca

ay\ 1 , a je kBazpaTHU OCTaTaK
D —1 , a je KBaOpaTHU HEOCTATAaK.

a
Hamomena: Ilorerkan ce nepumuume u () =0, ako p | a.

Iedwmuunuja 3. Herka cy a u n y3ajamMHOo mpocTu Ieqm OpOjeBr, n HEmapaH, W HEKA je KAHOHCKA (BaKTO-
pusanuja 6poja n = pit - p5? ... prt. Jaxobujes cumbon ce medpuHume ca

-GG G)
n)  \m b2 T\ '
Teopema 1. Ako je p upoct 6poj, p # 2, 1 aKO je a KBAAPATHU OCTATAK 110 MOAYJIY P, P { @ OHAA KOHI'DYEHIU]a

2?2 = a (mod p) mma TauHO ABA pemema.

-1
2

Teopema 2. Ako je p npoct 6poj, p # 2, onga mehy 6pojesuma u3 ckyna {1,2,...,p— 1} mocroju Tauno

2
—1
KBAJPATHUX OCTATAKA U TO CY OCTAIU Koje majy Gpojesu 12, 22, ... | <pQ> )

Teopema 3. (Ojaep) Hera je p mpoct 6poj, p # 2, u Heka je a neo 6poj, pta. Tanma je

(§)=r i

Cneuyujaano: Hera je p mpoct 6poj, p # 2. Tana je

()

Hpyrum peunma, —1 je KBaApaTHU OCTATAK IO MOLYJY P, aKO M caMoO ako je p obmuka 4k + 1, 3a k € N.

Teopema 4. Heka je p nmpoct 6poj, p # 2, u Heka cy a n b neau Gpojesu, pta, ptb. Tana a =b (mod p)

o

Teopema 5. Heka je p npoct 6poj, p # 2, u Heka je ¢ neo 6poj, pfc. Tana je

()

Teopema 6. Heka cy a u b nenu 6pojesu u p upoct 6poj p # 2, pfab. Tana je

2)-6)6)



Teopema 7. (laycosa aema) Hera je p mpoct 6poj, p # 2, u HeKa je a ueo 6poj, p { a. Axro je pu 6poj
p—1
2

HETaTUBHUX OCTaTaka Mehy HajMamWM MO allCOJyTHOj BPEAHOCTU OocTammMa OpojeBa a, 2a, ... , a 1o

MOIYJy p, OHIA je

Teopema 8. Heka je p mpoct 6poj, p # 2. Tana je
2 p2—
() = (_1)T1,
p

Teopema 9. (3axon keadpammoz peyunpoyumema) Aro cy p u ¢ npoctu OpojeBu p # ¢, p,q # 2, oHga je

B))-c

Hamomena: Anajnorhna cBojcTBa Baske u 3a Jakobujese cumboie (kaga Ccy Jeno nepuHUCAHM).
3amaru:

Y BOIHU 3a1a0y - 32 BEXKOY
(BaskHO je ymaMTuTu 6ap mmeje Kako ce pane)

1. Ilpoeputu; na au cienehe jemuauumie MMajy pemiema:
a) 22 =3 (mod 11);

6) 2 =13 (mod 19);

B) 2* = —1 (mod 53).

2. Nzpauynatu

2) 350 \
2011 )’
858

6>(2011>7

1001
B) <]_]_11]_]_11]_]_111), aKO 3HaMO Oa je 1111111111111 IpocCT 6pOJ

WM3BecTu mo kojuM mpocTUM MOAyauMa cy -2, 3, -3, 13 KBaApaTHU OCTAIIM.

Iokazaru zma je 3a cBako n € N cBaku Hemapas mpocT mesmian 6poja n? + 1 obauka 4k + 1.

IoxkazaTtu na je 3a cBaxo n € N cpaku memanan 6poja n® —n* + 1 obmuxka 24k + 1.

3.
4.
5. IlokasaTtu ma je 3a cako n € N caku memmnan 6poja nt —n? + 1 obmuka 12k + 1.
6.
7. 2

Axo 3a mpupomue 6pojese a, b, ¢, Koju cy mebhycobmo ysajamuo mpoctu, Baxu a’ — ab + b? = ¢, ouzma je

CBaKU MpOCT mejumial 6poja ¢ obauka 6k + 1.

8. Hexa je p mpoct 6poj. JlokazaTu da MOCTOju 1eo Opoj ¥ Takas Aa p | ¥° — x + 3 ako U caMo aKo MOCTOju
neo 6poj y, Takas ma p | y? +y + 25.

9. (reopema-zamarar) Heka cy = u y y3ajamHO mpocTu menm 6pojesu u a,b, ¢ € Z, npousBomuu. Axo je
p Hemapad mpocT 6poj, Takas Aa pfabc u p | ax? + bry + cy?, Tana je D = b — dac KBaApPATHU OCTATAK TIO
MOIYIY P.

10. Axo p | 22 — Dy?, npu uemy Cy ¥ y y3ajaMHO IPOCTH Tlesu 6pojeBu, Taga je D KBaApaTHU OCTATAK IO
MOIYIY P.

11. Hexka je p mpoct 6poj obmura 4k — 1, m a 1meo Opoj, TakaB mda je KBAAPATHU OCTATAK MO MOIYIY P.

IokazaTu ma cy OHIa pemema jemnaunue z2 = a (mod p) mara ca +a¥.

12. IlokazaTu ma 3a CBaKW IPUPOIAH OPOj N, MOCTOjU OECKOHAYHO MHOIO IPOCTUX OpojeBa p, TakKO Oa CYy
OpojeBu +1, £2, ... , £n KBaApaTHU OCTAIX TO MOIYJIY P.



13. IorazaTtu na je 30up CBUX Pa3IMYUTUX KBAAPATHUX OCTATAKA IO MPOCTOM MOIYJIY p > 3 HEJLUB Ca P.
14. IlokasaTu na 3a CBAKU MPOCT GPOj p, OCTOje meau 6pojesu a u b, Taxksu ga p | a® + b% + 1.

15. Horazatu ma je 16 ocraTrak OCMOI CTEIEHA IIO CBAKOM HEIAPHOM IIPOCTOM MOIYJY.

16. IlokazaTu ma CBU HENAapHU Aeauonu 6poja obmuka 5x2 + 1 uMajy mapuy nudpy geceTuna.

17. Axo je nu3 nepumucan ca x; = 1111, z,41 = 202 — 1, nokasatu na 3a HU jeman ox Gpojesa 2011, 2012,
2013, 2014, 2015 He Baku ma OeJU HEKU UJIaH OBOT HU3A.
. . m m 1
18. Iaru cy npupomuu 6pojeBu 3a koje Bawu /7 — — > 0. Ilokazatu ma Bawm /7 — — > —.
n n - mn
19. Tlpuponuu 6pojeBu a u b cy TakBu na cy u 15a + 16b u 16a — 150 nornynu kBamgpaTtu. Konuky HajMamy
BPEIHOCT MOKE y3€TU MAmU OJl Ta IBa KBaapara’

20. Hexka je p mpoct 6poj obaura 4k + 1.

a) Hokazaru na je x = <]92 ! pememe jemmaumme z2 + 1 =0 (mod p);

6) (TyoBa Teopema) 3a cBaku nmpupoman 6pOj n U CBaku 1eo 6poj a, Takas ma (a,n) = 1, nocToje npupoHu
6pojesu z,y < y/n, TakBu ma xa = ty (mod n), 3a ogrosapajyhm uszGop 3Hakra + uim —;

B) JlokasaTu ma TmoCTOje MpUpOIHM O6pojeBu a u b, Tako ma je p = a’ + b>.

r) HokasaTu ma ce mpupomaH OPOj n MOKe MPEACTABUATHU KAO 30Up 2 KBaApATa aKO U CAMO aKO 3a CBAaKU ¢
npoct dakTop 6poja n, ¢ =3 (mod 4), Basu na ¢? || n, 3a wero [ € N.

21. IlokazaTtu ma 3a cBako n € N mocroju n y3acTomHMX NPUPONHUX OpojeBa, TakBux na Mehy muma He
mocToju Opoj Koju MOKe ma ce 3amuine Kao 30up aBa KBaapara.

22. Iloka3aTu Oa ako 3a IPUPONAH OpPOj M BaskM Oa Ce 3a CBAKU IPUPOTAH 6poj n 6poj n? + m Moxe
3anmcaTu Kao 30up mBa KBaapaTa, OHIA TO BAKU U 34 M.

23. (reopema-3amarak) JlokasaTu 1a je a KBaJAPATHU OCTATaK IO MOIYJy p¥ ako U caMo ako je a KBaIpaTHH
OCTaTakK Mo MOAYJY P, TOE je p HemapaH IMpocT OpPoj.

24. (reopema-3amarar) Heka je a meo 6poj u Heka je b = p’flpgz...pfl ¢axTOpmM3aInuja Ha IpPOCTe (aKTOpe
npupoasor Opoja b. Tana je a kBagpaTHM OCTATAK IO MOLYJIY b aKO M CaMO aKO je a4 KBaAPATHU OCTATAK IIO
CBAKOM MOIYJIY pfi, 3a 1 <1< 1.

25. (reopema-3amarar) Heka je p mpoct 6poj u n npupoman 6poj. Ksamparnux ocraraka mo Momyisy p"
|

3 } +2, ako je p = 2, OAHOCHO

(pauynajyhu cBe, u OHE KOju HUCY y3ajaMHO IPOCTH ca p') MMa TAYHO [

|:pn+1 -1

—— | +1, ako je p HemapaH.
2<p+1>} PR

JemHauviHe U OEJBUBOCTU

26. Ilokaszatu ma HU 3a jemaH mpocT Opoj p, 6poj 3P 4+ 7p — 4 He MOKe OUTU MOTIYH KBAIPAT.

27. Hahu cBe mpupoase Gpojese 3a Koje Baku 4 | a + b u a? — 2a = b + 2.

4

28. IlokasaTu na jemsaumsa rt = y? + 22 + 4 HeMa pemema y CKyIly Heaux 6pojesa.

29. IlokasaTu ma jemraumsa 12 = 2y?z + 32 + 2 HeMa pemema y CKymy Z.
22 + 42

30. Opnpemury cBe mapose IpuponHux OpojeBa (x,y) 3a Koje je ——— npupojas 6poj u genu 1995.
zT—-Y

31. Onpemutu cBe mapose menux Gpojesa (r,y), 3a xKoje y? — 5 | 2% + 1.
32. Iloxka3aTu Oa HU 3a KOje IpuponHe OpojeBe x, Yy, z, m u n 0poj 4dxyz — 1 e menm ™ + y".

a?+ b+

33. Iloka3aTu ma He IOCTOje MpUPOIHU OpojeBu a, b u ¢ 3a Koje je ——————
e TOJE HPUPOL o) e 3(ab + bc + ca)

11eo 6poj.



834. IlokasaTu na HU 3a KOje IpuponHe OpojeBe T u y U z, Opoj 4ryz — x — Y HUje MOTILYH KBaAPAT.

35. HNa mu jemmaumna 3 + 20142 — y? = 1 uMa pemema y CKymy meamx 6pojesa?

36. Onpemutu cBe TPojke mpupomEmUx Gpojesa (z,y,2), v <y < z, Takse ma z°(y> + 23) = 2012(xyz + 2).
37. Hokazaru na jemraumia 3° — 2 = 4 HeMa pemema y CKymy Z.

38. Iokazaru ma jemHaumna z2 = y3 — 5 HeMa pemema y CKymy Z.

39. Ioxkazaru na jemHaumHa y° = 22 + 80 HeMa pemema y CKymy Z.

40. OnpemuTu cBa Meao6pojHA pemema jemmaunne r° + 3 = 4y(y + 1).

41. OnpemuTu cBa pemema jenmaunne 12 = y* — 3 y ckymy N, mpu wemy 41z — 1.

42. Pemutu y ckymy mesnux 6pojesa 22 = y7 + 7.

43. Hexka je p npocT 6poj obmuka 4k+3. Axo mocroje memu 6pojesu x, y, z u t, Taksu na 2P +y%P + 2P = 2P,
IOKa3aTu & p MOpa AEeJIUTH Oap jemHor Onx X, Y, 2.

44. Pemmutu jemmaummy y ckymy mesimx 6pojesa 127 + y* = 20087,
45. Pemmru jempaunuy y CKyIy IpHpOIHEX OpojeBa 23 + 2z + 1 =27,

Cywme JlesxkamnpoBux cuMboJa

p—1
ar+b
46. (Teopema-3amarak) Ako cy p npoct 6poj u a u b nenu 6Gpojesu, npu uemy p { a, Tana je Z ( * > =0.
p

=0

47. (reopema-zamarak) 3a f(x) monmHoM k-Tor cremena je f(ac)z%1 =ap+arx+ ..+ aka,lggkp%l. Tana je:

S (@)
Z () = —(ap—1 +agp_1) +... + a[%](p_l)) (mod p).

=0 p

48. (reopema-3amarak) 3a nesne 6pojese a, b u ¢, npu uemy p{a BaEku:

<a)7 p1b? — dac
p

= (am2+bx+c> B
=0 p (p—-1) (a) , p| b — dac
p

49. 3a nenobpojuu nosmuoM f(r) = ax? +bx +c m Hemapan mpocT 6poj p Basu Aa moctoju 2p — 1 y3acTomHmx
nesux GpojeBa y KojuMma je BpeaHOCT f MOTTIyH KBaapat. Jlokasatu ma p | b% — 4dac.

50. Onpenuru 6pPOj y3aCTONHMX KBAAPATHUX OCTATAKA IO MOAYJIY P, TOE je p HemapaH npocT 6poj, Tj. Opoj

1
eJleMeHaTa CKyIla {O <n<p-— 2| (n) = <n+ ) = 1}.
p p

51. Hera je p > 3 npoct 6poj u Hera je k Ouno koju meo Opoj. Jlokasatu ma mocrToju mpuponan O6poj n,
Takas ma [ — | = .
p p

52. Onpemutu 6poj pemema (,y) xourpyernuje x> — y? = D (mod p), 3a p{ D, npoct Gpoj.

53. Ompemutu Gpoj pemema jemmaunse ar® + by? =1 (mod p) 3a p mpocT 6poj u a,b € Z, Taxse na p 1t ab.

54. Heka cy p m ¢ paznmuuuru upoctu 6pojesu. Ilokazaru:

Z (w) =1 (mod q).

z1+x2+-+z4=q (mod p),1<z;<p—1 p



Ptk ] x(z? + k)
55. 3a npupogaun 6poj k um npoct p nokazatu 1+ Z ( ) = Z ()
p p

=0 =0

56. Ilokasatu ma je 3a cBako a € Z 6poj pemema (r,y, z) koarpyernuje z2 +y% + 22 = 2azyz (mod p) jemnak
—1
(p+(=1)%=)

1

()

p—1 P
k
57. Horazatu na 3a npoct 6poj p, p =3 (mod 4) Baku: E k> <) =p
p
k=1 k

2k, .

58. Hexa je p = 8k + 3 mpoct 6poj. Hokazaru E <Z) =0.
: p
i=1

p—1 .

59. Hexka je p npocrt 6poj. Ilocmarpajmo monuaom f(x) = Z (2> 71 Bmamo: (z—1) | f(z).
. p
=1

a) Ilokazatu ma (r —1)? nemu f(x) ako u camo ako je p obmuka 4k + 1.

6) Ilokasatu ma 3a p obmura 8k + 5, (v — 1)® we menu f(z).

h
60. Axo je ¢ =2h+ 1 npocr Gpoj, Takas na ¢ =7 (mod 8), norazatu Zr (r) =0.
q

r=1

p—1 2
61. 3a cBaku neo 6poj a nepuanmumo K (a) = Z (J;(cH—x))
p
x=0

t
a) Ilokazatu ma 3a cBako t € Z paxu K (at?) = () K(a).

p
6) Ako je a KBaApaTHU OCTATAK, a b KBAAPATHA HEOCTATAK IO MOLYJY P, Tae je p mpocT 6poj obuuka 4k + 1,
norazatu na cy K(a) u K(b) napuu 6pojeBu 3a KOje Baku:

(K@) + (GK®)* = p.

62. (Mpan 2013.) Hexra je p = 3k + 1 npocr 6poj. Hedpuaumumo ¢yuxuujy L : Z/pZ — Z na caemehu
3
vauvs: L(m) = Z <M> Ioxkazaru:

T€ZL/pZ p
a) Ba ceako m € Z/pZ u t € (Z/pZ)*, t # 0 je L(mt3) = L(m).

% . -1 :
6) IMocroju naprunuja (Z/pZ)" = A||B|]C, rako na je |A| = |B| = |C| = pT’ Tako Ja je L KOHCTaHTHA

a, reA
HA CBaAKOM CKYIy, Tj. Ha MOCTOje mesau 6pojesu a, b u ¢ Tako na Baswu: L(z) = < b, reDB
c, rel
B) at+b+c=-3.
r) a® 4+ b+ c¢* =6p+ 3.
2a+b+3 b—
n) Axo je X = % nY = ?a’ X uY cy nemu 6pojeBu u Bakn p = X2 + XY + Y2,

Pa3uu 3amamum

1 2 22 22009
63. 11 ot .
patiyaTh {2011} * [2011] * {2011} ot {2011]

RN 2k k2
64. 3a p=1 (mod 4), mpoct 6poj, n3padyHarTu Z ({p} -2 {p])
k=1

65. IlokazaTu ma MOCTOjU MpUpOdaH 0poj a < /p+ 1, KOju je KBaApaTHU HEOCTATAK MO MPOCTOM MOIYTY p.

n
66. Axo 3a mpuponan 6Gpoj N U CBAKU MPOCT OPOj p BaKu <) =1, Tana je n nmoTnyH kBanpar. llokaszaTu

[a aKko M HUje MOTIYH KBaAPAT, IOCTOju OECKOHAYHO IPOCTUX OpojeBa Tako Ia < =—1.
p



67. OnpenuTu cBe mpupoaHe OpoOjeBe N, 3a KOje MOCTOju 1 MPUPOAHUX Opojesa ai, as, ... , G, TAKBUX Oa je

a¥ +ak + ... + af mormym xBampar 3a ceako k € N.

68. Hera je f(z) = ax? + bx + ¢, meTOOPOjHN TTOMMHOM, TaKaB Oa 3a CBAKU MPOCT GPOj p MOCTOjU meo 6poj
m, takas ga p | f(m). Hokazaru ma f uMa panuoHaJHE KODPEHE.

p+1

69. Hexa je p npoct 6poj obnuka 4k + 3. Ilokazaru ma 6poj z2 — x + He MOKe MMaTU IPOCT (PaKTOp

obmuka kp — 1.

70. Hoxrazatu na 3a 6umiio Koju mpuponas pboj n, 6poj 3™ + 2 mema npoct ¢axkrop obnuka 24k + 13.

71. Horazartu na Hu 3a Koje n € N, 6poj 2" + 1 e moxe umary npocT parrTop obamka 8k — 1.

72. Iokazaru na 3a csaku n € N, 6poj 23" + 1 uma 6ap n pasinuuTux OPOCTHUX meaunana obauka 8k + 3.

73. IlokasaTy ma mocToju BECKOHAYHO MHOTO MAapOBa Y3aCTONHUX NPUPOAHUX 6pojesa (n,n+ 1), Tako na HU
n H1 n + 1 HeMajy mpocT dpakTop obnuka 4k — 1.

74. Ompemutu 6poj u pemema konrpyenrumje 22 + (x +1)2 =0 (mod 1997).

75. Bpoj p je menapan npoct 6poj u A u B ¢y monckymnosu ckyna {1,2,...,p — 1} roju 3amoBomasajy:
a) AUB={1,2,...,p—1};

6) 3a 6uno koje a, b n3 ucror ckyna (A wnmm B) ab (mod p) € A;

B) 3a 6uio koje a € Au b€ B je ab € B.

Onpenutu cBe oBakBe ckymoBe A u B.

76. Onpenuru cBe mpupomue Opojese n 3a roje 2" — 1| 3™ — 1.

77. Axo je p=4n+ 1 npoct 6poj, mOKa3aTU ma TAma 3a CBAKU mejusal d Opoja m Baxky ma je d KBaIpaTHU
OCTATaK MO MOLYJIY D.

78. Axo cy a u b mpupomau 6pojeBu 3a koje je a? + b2 = p, rme je p mpoct 6poj obnuka 4k + 1, u axo je a
HemapaH, JOKa3aTy Ia je a KBAJIPATHU OCTATAK IO MOIYILY pP.

79. Heka je p menapan npoct 6poj, u a, b u ¢ nenu 6pojesn, a > 0 u (a,2p) = 1.
a) Axo je a® = 4b%p? + ¢?, mokazaTu ma je a KBaIpPATHU OCTATAK MO MOIYIY D;
6) Axo je a? = b?p? + 4c?, mokazaTu ma je 2a KBAAPATHU OCTATAK IO MOIYIY P.

80. Hexa je (an), oy HU3 Heaux Gpojesa, 3amaT ca a, = nb + 5n* — 12n% — 36. Iloka3aTu 48 CBAKU IPOCT
O6poOj mesu HEeKW 4YJaH TOr HU3a, ajd U O3 MOCTOjU NPUPOIAH OpPOj KOjU He NejV HU jelaH UJaH OBOI HU3A.

81. OnpemuTu HajMamu IPOCT OPOj Koju menu n? + 5n + 23, 3a HEKH IPUPOIAH OPOj N.

82. Hexka je f, n-tu unan PubonaunjeBor Hu3a u p > 5 nmpoct Gpoj. okazatu f, = (g) (mod p).

83. Hera je m npuponan 6poj unju cy cBu npoctu paxropu obnuka 10k+1. JJorazaTu na mocroje Ipupoaau
OpojeBu a u b, TaKBM Oa CBaKMU UJIaH HU3A To = 4, T] = D, Tpt2 = Tpy1 + Ty j€ y3ajaMHO IPOCT ca m.

84. Hera je n npuponman Opoj, Takas xa n | 2™ + 2.
a) Hokazaru na je n =1 unu je n mapas;
6) Onpenntu Hero n < 100 u Hero n > 100 3a KOje OBO BaKM.

85. Axo 3a npuponan 6poj n Basku o(n) = 2n + 1, MokasaTu ma je n KBAAPAT HENAPHOT IPUPOIHOT GPOja.

86. Y 3aBUCHOCTH O HEMAPHOT IPUPOAHOr OPOja M, OAPEOUTH OCTATAK IPOU3BOAA CBUX OPOjeBa MamUX O
n, KOjU CY y3ajaMHO MPOCTU Ca N, IPU JAEJbEHY Ca N.

87. Ila nu mocTOju HEKO NPUPOAaH Gpoj n, 3a koju ce ckyn {n,n+1, ..., n+1997} Moke mONEAUTH Y HEKOIUKO
IOJICKYTIOBA, TAKO Ma je CBU MOCKYIOBU MMajy WCTU MPOU3BOM ejieMeHaTa?

88. Hexa je p memapan mpoct Opoj 1 03HAUMMO ca A, CKyI CBMX HEHyJa KBaAPATHAX OCTaTaka u B, ckyn
CBUX KBAJDPATHUX HEOCTATaka 1o Momymy p. Heka je & € C npuvuruBen p-tu xopen m3 1 (€7 =1 u €F # 1,



-1
(5
0 . T = k = k 3 2 7])
3a 0 < k <p). Tana cy « Z &'up Z &% kopenu jenmavune T + T + 1
keA, keB,

89. Heka je p > 5 nmpoct 6poj. O3Haummo p/ = pT Heka cy a1, az, ... , a, nemn 6pojesu. Ilokazaru ma

nocroje A; € {—1,0,1},3a 1 <i < p, TakBE ma p | Adra? + \pa2 + ... + /\p/ai,.

90. dyurmuje f,g: N — N szamoBosmasajy cienehia csojcrBa:
a) 2f(n)? = g(n)? +n?, 3a cee n € N;
6) |f(n) —n| <2014+/n, 3a cBe n € N.

Hokaszaru ma ouga g uma 6eckoHauHo ¢urcHux Tadaka (rj. m € N rako ma g(m) =m).

91. Heka je n ¢urcupan npuponan 6poj. lokazaru ma mocroju npuponan 6poj n ca ciaemehium cBojcTuMa:
(1) 6| p+1;

(2) ptm

(3) n=m? (mod p), 3a mexkn 6poj m € {1,2,...,p — 1}.

92. Hexka je p mpoct 6poj Takas ma je p = a® + 5b%, 3a Hemapan 6poj a u @ u b cy TpupomHU GPOjeBH.

Jloka3zaTu ma je a KBAAPATHU OCTATAK 110 MOAYJY P ako 1 caMo ako je p =1 (mod 5).

93. Axo 3a HU3 T,, TPUPOMHUX GPOjeBa 3a CBAKO N > | Bawm o, = o2 +x3+...+ 22 | 1 2006 | 22006, OApemATH
MUHVMAJIHY BPEIHOCT KOjy MOKE€ UMAaTU I1.

94. Ilokasatu ma TmocToje cTOro pacTyhm HU30BU a, u b, 3a KOje 3a CBAKO N BaskW an(a, + 1) | b2 + 1.
95. Oxmpenutu cBe mpupomaHe Gpojese n, 3a Koje MOCTOju MpUpoaan 6poj m, Tako ma 2" — 1| m? + 9.

96. Tlpupomuu 6pojeBu a, b u ¢ cy TaxBu na b?> — 4ac muje moTmyH kBagpar. JIOKa3aTu Oa 3a CBAKU
npuponad 6poj n > 1 mocroju m y3aCTONHUX TPUPOAHUX OpojeBa, TakBux na MeDhy wmuma Hema OpojeBa
obmuka (ax? + bry + cy?)?, 3a Heke Mese T W Y W TPUPOAAH OPOj 2.

97. Heka je p = 4t + 1 mpoct 6poj. Ilokazatu ma nocroju k € N, 1 < k < p— 1 Tarko na k¥ =1 (mod p).
98. Axo je p > 19 mpoct Opoj, HOKa3aTu Ja MOCTOje TPU PA3IUYUTA KBAJpPaTHA HEOCTATKA MO MOLYIY P,
unju je 36up memus ca p. OBo Basku u3ap="7u p= 13.
p—1
2 kz 1
99. 3a npocr 6poj p =7 (mod 8), uspauysaru Z [ + }
=1 LP 2

100. Ilokazatum ma, ako je p = 2" + 1, n > 2, mpocT Opoj, Tama p meau 3" + 1. IlokasaTu 3aTHM na je 3
IMPUMUTUBHU KOPEH II0 MOIYILY P.

101. 3a upupoman Opoj a, medpuHUIIE Cce HU3 TPUPOAHUX OpojeBa X1, Zs,.. Ha ciemehum HauuH: 77 = a,
Tpt1 = 2z, + 1. Heka je y, = 2% — 1, n € N. Ogpenuru uajsehe k, Tako ma cy 3a Hexkrn mpupoman 6poj a
OpojeBu Y1, Y2, ... , Y OIPOCTU.

102. (moyuan!) Axo mpuponuu Gpojesm m u n 3anoBomasajy ¢(h™ —1) = 5" — 1, morkasaru na je (m,n) > 1.

103. Tpoct 6poj p je obmuka 4k + 1 u 3anoBomasa p? | 2P — 2. Jlokasatu ma 3a Hajsehw mpocT memmmian g
6poja 2P — 1 Basku Hejexuakoct 29 > (6p)P.

Jlomarak - 3a OHe KOju :KeJie BUIIE

104. Heka je p = 4k + 1 mpoct 6poj. Jledmmummmo caenehn cryn S = {(z,vy,2) € N3|z? + 4yz = p}.
a) Hokazaru na je ckyn S Hempasas;
6) Ako je pyurmmja f: S — S mara ca

(t+2z,z,y—x—2) , z<y—=z
f(iZ?,y,Z)Z (2y—$7yax—y+2) , Yy—r2<ax <2y
(x—2y,z—y+zy , x>2



MOKA3aTU Aa je 0BO mobpo nedunucana dpyuruuja (rj. mna 3a (z,y,2) €S, f(x,y,2) €S, kao u xa je wemoryhe
y—z =z ux =2y)u 1a je uaBoxyuuja (Tj. ma je bujeruuja u qa je f je[HAKO CBOM MHBEDP3HOM IIPECIUKABALY:
a (z,y,2) €S flz,y,2) = [ (x,y,2));
B) Jokazaru mna f nMa TauHo jemHy (UKCHY Tauky (Tj. IOCTOju TauHO jemHa Tpojka (z,y,z) € S 3a KOjy je
f(z,y,2) = (2,9, 2));
r) JlokazaTu na je 6poj ejreMHATa CKylla S Hemapawx;
n) HorazaTu na onma u MHBOJIyIMja ¢ : S — S mara ca g(x,y, z) = (x, z,y) Takobhe uma purcHy Tauxy;
) IokazaTu ma TOCTOje mpupoaHn Gpojesu a u b Tako ma je p = a? + b.

p—1 p—1

k L [2k
105. 3a neo 6poj a u HemapHe mpocte Opojese p # ¢, ozHaunmo: S(p,a) = [a} u S'(p,a E [ a]
p
1 k=1

N‘

B
Il

IoxrasaTu:

a) 3a p{a Bakn (a> = (—1)5 ),

6) 3a HEmapHO a U pta BaXKU (; ” s +S(pa),
B) 3a HemapHO a U Pt a Basku (a> = S(p.a),
p
-1 ¢q—1
S S i
r) S(p.q) +5(g;p) = 2 5

n) (5) (Z) = (~1)T T

106. 3a HemapHe pa3iuyuTe IPOCTE OPOjEeBe P U ¢, TOKA3ATH:

. 2
sin px p—1 . 2 9 2jm
=(—=4) 72 . — -
a) no (—4) | I <sm x — sin ),

i=1 P

q—1
2 gin 2kpm

p q
8 = | = —_—;
) (q) kI;[l sin 2E%

() 0)-coe

107. Heka je p mpoct 6poj, p # 2, HeKa je a meo OpOj, p { a, n HeKa je A penyKOBaH CUCTEM OCTATaKa
mo Monyny p 6e3 myme. IlpeciaukaBama Z, : A — A u T, : A — A medunumemo wa ciaenehwm mauws:
Zoy(x)=a-vuT,(z) =a z~! (MHOKEmE ce BPMU MO MOAYTY p U ™1 = y ako u camo ako xy = 1). JlokazaTu:
a) Z, u T, cy nepmyranuje ckymnpa A;
) a — T o T17

T2 = Id, rme je Id naeHTUYHO TPECIUKABAE;

)
p—2—(2)
)

B

sgn(To) = (1) =
n) sgn(Z,) = 13

-

108. Heka cy p u q mpoctu 6pojesu, p # q, p,q # 2. Ysemamo osnake X = {0,1,....,p—1}, Y ={0,1,...,q— 1},
T ={0,1,...,pq — 1}. Hera cy P(z) u Q(y) ocramm koju ce mobujajy OpUINKOM OeLema Opojesa T u y ca
p, omHocHO ¢, n Heka je R(t) = (P(t),Q(t)). Ipecmmrasama U : X XY — XxYuV :XxY — XxY
nedpunmmemo ca U(x,y) = (z,Q(x + py)) n V(z,y) = (P(qr + y),y). HorazarTu:
a) U(z,y) = R(z +py) m V(z,y) = Rqz + y);

q

6) IIpecnukaBama U u V cy nepmyranuje, sgn(U) = (p) u sgn(V) = (),
q p

B) IIpeciurasame W = R~1oU o V=10 R je nepmyramuja ckyna T u sgn(W) = (mod 2);

N
N3

N———
L)

r) Ipecaukasame U o V! je mepmyrammja ckyna X x Y u sgn(U o V1) = (p) (

q
q p>;
) (Z) (Z) = (~1)E



