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Kvadratne kongruencije

Definicije, snovna svojstva i teoreme:

Definicija 1. Neka su a i m celi brojevi. Broj a nazivamo kvadratnim ostatkom po modulu m, ako
kongruencija x2 ≡ a (mod m) ima rexeǌa u Z, u supronom, broj a nazivamo kvadratnim neostatkom
po modulu m.

Definicija 2. Neka je p prost broj, p 6= 2, i a ceo broj, p - a. Le�androv simbol se definixe sa(
a

p

)
=

{
1 , a je kvadratni ostatak
−1 , a je kvadratni neostatak.

Napomena: Ponekad se definixe i
(
a

p

)
= 0, ako p | a.

Definicija 3. Neka su a i n uzajamno prosti celi brojevi, n neparan, i neka je kanonska fakto-
rizacija broja n = pα1

1 · p
α2
2 · ... · p

αk

k . Jakobijev simbol se definixe sa(
a

n

)
=

(
a

p1

)α1

·
(
a

p2

)α2

· ... ·
(
a

pk

)αk

.

Teorema 1. Ako je p prost broj, p 6= 2, i ako je a kvadratni ostatak po modulu p, p - a onda kongruencija
x2 ≡ a (mod p) ima taqno dva rexeǌa.

Teorema 2. Ako je p prost broj, p 6= 2, onda me�u brojevima iz skupa {1, 2, ..., p−1} postoji taqno
p− 1

2

kvadratnih ostataka i to su ostaci koje daju brojevi 12, 22, ... ,
(
p− 1

2

)2

.

Teorema 3. (Ojler) Neka je p prost broj, p 6= 2, i neka je a ceo broj, p - a. Tada je(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Specijalno: Neka je p prost broj, p 6= 2. Tada je(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .

Drugim reqima, −1 je kvadratni ostatak po modulu p, ako i samo ako je p oblika 4k + 1, za k ∈ N.

Teorema 4. Neka je p prost broj, p 6= 2, i neka su a i b celi brojevi, p - a, p - b. Tada a ≡ b (mod p)
povlaqi (

a

p

)
=

(
b

p

)
.

Teorema 5. Neka je p prost broj, p 6= 2, i neka je c ceo broj, p - c. Tada je(
c2

p

)
= 1.

Teorema 6. Neka su a i b celi brojevi i p prost broj p 6= 2, p - ab. Tada je(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.



Teorema 7. (Gausova lema) Neka je p prost broj, p 6= 2, i neka je a ceo broj, p - a. Ako je µ broj

negativnih ostataka me�u najmaǌim po apsolutnoj vrednosti ostacima brojeva a, 2a, ... ,
p− 1

2
a po

modulu p, onda je (
a

p

)
≡ (−1)µ.

Teorema 8. Neka je p prost broj, p 6= 2. Tada je(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Teorema 9. (Zakon kvadratnog reciprociteta) Ako su p i q prosti brojevi p 6= q, p, q 6= 2, onda je(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Napomena: Analogna svojstva va�e i za Jakobijeve simbole (kada su lepo definisani).

Zadaci:

Uvodni zadaci - za ve�bu
(va�no je upamtiti bar ideje kako se rade)

1. Proveriti da li slede�e jednaqine imaju rexeǌa:
a) x2 ≡ 3 (mod 11);
b) x2 ≡ 13 (mod 19);
v) x4 ≡ −1 (mod 53).

2. Izraqunati

a)
(

350

2011

)
;

b)
(

858

2011

)
;

v)
(

1001

1111111111111

)
, ako znamo da je 1111111111111 prost broj.

3. Izvesti po kojim prostim modulima su -2, 3, -3, 13 kvadratni ostaci.

4. Dokazati da je za svako n ∈ N svaki neparan prost delilac broja n2 + 1 oblika 4k + 1.

5. Dokazati da je za svako n ∈ N svaki delilac broja n4 − n2 + 1 oblika 12k + 1.

6. Dokazati da je za svako n ∈ N svaki delilac broja n8 − n4 + 1 oblika 24k + 1.

7. Ako za prirodne brojeve a, b, c, koji su me�usobno uzajamno prosti, va�i a2 − ab+ b2 = c2, onda je
svaki prost delilac broja c oblika 6k + 1.

8. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji ceo broj x takav da p | x2 − x+ 3 ako i samo ako postoji
ceo broj y, takav da p | y2 + y + 25.

9. (teorema-zadatak) Neka su x i y uzajamno prosti celi brojevi i a, b, c ∈ Z, proizvoǉni. Ako je
p neparan prost broj, takav da p - abc i p | ax2 + bxy + cy2, tada je D = b2 − 4ac kvadratni ostatak po
modulu p.

10. Ako p | x2 −Dy2, pri qemu su x i y uzajamno prosti celi brojevi, tada je D kvadratni ostatak po
modulu p.

11. Neka je p prost broj oblika 4k − 1, i a ceo broj, takav da je kvadratni ostatak po modulu p.
Dokazati da su onda rexeǌa jednaqine x2 ≡ a (mod p) data sa ±ak.

12. Dokazati da za svaki prirodan broj n, postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva p, tako da su
brojevi ±1, ±2, ... , ±n kvadratni ostaci po modulu p.



13. Dokazati da je zbir svih razliqitih kvadratnih ostataka po prostom modulu p > 3 deǉiv sa p.

14. Dokazati da za svaki prost broj p, postoje celi brojevi a i b, takvi da p | a2 + b2 + 1.

15. Dokazati da je 16 ostatak osmog stepena po svakom neparnom prostom modulu.

16. Dokazati da svi neparni delioci broja oblika 5x2 + 1 imaju parnu cifru desetica.

17. Ako je niz definisan sa x1 = 1111, xn+1 = 2x2n − 1, dokazati da za ni jedan od brojeva 2011, 2012,
2013, 2014, 2015 ne va�i da deli neki qlan ovog niza.

18. Dati su prirodni brojevi za koje va�i
√
7− m

n
> 0. Dokazati da va�i

√
7− m

n
>

1

mn
.

19. Prirodni brojevi a i b su takvi da su i 15a+ 16b i 16a− 15b potpuni kvadrati. Koliku najmaǌu
vrednost mo�e uzeti maǌi od ta dva kvadrata?

20. Neka je p prost broj oblika 4k + 1.

a) Dokazati da je x =

(
p− 1

2

)
! rexeǌe jednaqine x2 + 1 ≡ 0 (mod p);

b) (Tuova teorema) Za svaki prirodan broj n i svaki ceo broj a, takav da (a, n) = 1, postoje prirodni
brojevi x, y ≤

√
n, takvi da xa ≡ ±y (mod n), za odgovaraju�i izbor znaka + ili −;

v) Dokazati da postoje prirodni brojevi a i b, tako da je p = a2 + b2.
g) Dokazati da se prirodan broj n mo�e predstaviti kao zbir 2 kvadrata ako i samo ako za svaki q
prost faktor broja n, q ≡ 3 (mod 4), va�i da q2l ‖ n, za neko l ∈ N.

21. Dokazati da za svako n ∈ N postoji n uzastopnih prirodnih brojeva, takvih da me�u ǌima ne
postoji broj koji mo�e da se zapixe kao zbir dva kvadrata.

22. Dokazati da ako za prirodan broj m va�i da se za svaki prirodan broj n broj n2 + m mo�e
zapisati kao zbir dva kvadrata, onda to va�i i za m.

23. (teorema-zadatak) Dokazati da je a kvadratni ostatak po modulu pk ako i samo ako je a kvadratni
ostatak po modulu p, gde je p neparan prost broj.

24. (teorema-zadatak) Neka je a ceo broj i neka je b = pk11 p
k2
2 ...p

kl
l faktorizacija na proste faktore

prirodnog broja b. Tada je a kvadratni ostatak po modulu b ako i samo ako je a kvadratni ostatak po
svakom modulu pkii , za 1 ≤ i ≤ l.

25. (teorema-zadatak) Neka je p prost broj i n prirodan broj. Kvadratnih ostataka po modulu pn

(raqunaju�i sve, i one koji nisu uzajamno prosti sa pn) ima taqno
[
2n−1 − 1

3

]
+2, ako je p = 2, odnosno[

pn+1 − 1

2(p+ 1)

]
+ 1, ako je p neparan.

Jednaqine i deǉivosti

26. Dokazati da ni za jedan prost broj p, broj 3p + 7p− 4 ne mo�e biti potpun kvadrat.

27. Na�i sve prirodne brojeve za koje va�i 4 | a+ b i a2 − 2a = b2 + c2.

28. Dokazati da jednaqina x4 = y2 + z2 + 4 nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

29. Dokazati da jednaqina x2 = 2y2z + 3z + 2 nema rexeǌa u skupu Z.

30. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) za koje je
x2 + y2

x− y
prirodan broj i deli 1995.

31. Odrediti sve parove celih brojeva (x, y), za koje y2 − 5 | x2 + 1.

32. Dokazati da ni za koje prirodne brojeve x, y, z, m i n broj 4xyz − 1 ne deli xm + yn.

33. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi a, b i c za koje je
a2 + b2 + c2

3(ab+ bc+ ca)
ceo broj.



34. Dokazati da ni za koje prirodne brojeve x i y i z, broj 4xyz − x− y nije potpun kvadrat.

35. Da li jednaqina x3 + 2014x− y2 = 1 ima rexeǌa u skupu celih brojeva?

36. Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z), x ≤ y ≤ z, takve da x3(y3 + z3) = 2012(xyz + 2).

37. Dokazati da jednaqina y5 − x2 = 4 nema rexeǌa u skupu Z.

38. Dokazati da jednaqina x2 = y3 − 5 nema rexeǌa u skupu Z.

39. Dokazati da jednaqina y3 = x2 + 80 nema rexeǌa u skupu Z.

40. Odrediti sva celobrojna rexeǌa jednaqine x3 + 3 = 4y(y + 1).

41. Odrediti sva rexeǌa jednaqine x2 = yz − 3 u skupu N, pri qemu 4 - z − 1.

42. Rexiti u skupu celih brojeva x2 = y7 + 7.

43. Neka je p prost broj oblika 4k+3. Ako postoje celi brojevi x, y, z i t, takvi da x2p+y2p+z2p = t2p,
dokazati da p mora deliti bar jednog od x, y, z.

44. Rexiti jednaqinu u skupu celih brojeva 12x + y4 = 2008z.

45. Rexiti jednaqinu u skupu prirodnih brojeva x3 + 2x+ 1 = 2n.

Sume Le�androvih simbola

46. (teorema-zadatak) Ako su p prost broj i a i b celi brojevi, pri qemu p - a, tada je
p−1∑
x=0

(
ax+ b

p

)
= 0.

47. (teorema-zadatak) Za f(x) polinom k-tog stepena je f(x)
p−1
2 = a0 + a1x+ ...+ ak p−1

2
xk

p−1
2 . Tada je:

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
≡ −(ap−1 + a2(p−1) + ...+ a[ k2 ](p−1)

) (mod p).

48. (teorema-zadatak) Za cele brojeve a, b i c, pri qemu p - a va�i:

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
=


−
(
a

p

)
, p - b2 − 4ac

(p− 1)

(
a

p

)
, p | b2 − 4ac

49. Za celobrojni polinom f(x) = ax2+bx+c i neparan prost broj p va�i da postoji 2p−1 uzastopnih
celih brojeva u kojima je vrednost f potpun kvadrat. Dokazati da p | b2 − 4ac.

50. Odrediti broj uzastopnih kvadratnih ostataka po modulu p, gde je p neparan prost broj, tj. broj

elemenata skupa {0 ≤ n ≤ p− 2|
(
n

p

)
=

(
n+ 1

p

)
= 1}.

51. Neka je p > 3 prost broj i neka je k bilo koji ceo broj. Dokazati da postoji prirodan broj n,

takav da
(
n

p

)
=

(
n+ k

p

)
.

52. Odrediti broj rexeǌa (x, y) kongruencije x2 − y2 ≡ D (mod p), za p - D, prost broj.

53. Odrediti broj rexeǌa jednaqine ax2 + by2 ≡ 1 (mod p) za p prost broj i a, b ∈ Z, takve da p - ab.

54. Neka su p i q razliqiti prosti brojevi. Dokazati:∑
x1+x2+···+xq≡q (mod p),1≤xi≤p−1

(
x1 · x2 · · · xq

p
) ≡ 1 (mod q).



55. Za prirodan broj k i prost p dokazati 1 +

p−1∑
x=0

(
x4 + k

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x(x2 + k)

p

)
.

56. Dokazati da je za svako a ∈ Z broj rexeǌa (x, y, z) kongruencije x2 + y2 + z2 ≡ 2axyz (mod p) jednak
(p+ (−1)

p−1
2 )2.

57. Dokazati da za prost broj p, p ≡ 3 (mod 4) va�i:
p−1∑
k=1

k2
(
k

p

)
= p

p−1∑
k=1

k

(
k

p

)
.

58. Neka je p = 8k + 3 prost broj. Dokazati
2k∑
i=1

(
i

p

)
= 0.

59. Neka je p prost broj. Posmatrajmo polinom f(x) =

p−1∑
i=1

(
i

p

)
xi−1. Znamo: (x− 1) | f(x).

a) Dokazati da (x− 1)2 deli f(x) ako i samo ako je p oblika 4k + 1.
b) Dokazati da za p oblika 8k + 5, (x− 1)3 ne deli f(x).

60. Ako je q = 2h+ 1 prost broj, takav da q ≡ 7 (mod 8), dokazati
h∑
r=1

r

(
r

q

)
= 0.

61. Za svaki ceo broj a definiximo K(a) =

p−1∑
x=0

(
x(a+ x2)

p

)
.

a) Dokazati da za svako t ∈ Z va�i K(at2) =

(
t

p

)
K(a).

b) Ako je a kvadratni ostatak, a b kvadratni neostatak po modulu p, gde je p prost broj oblika 4k+1,
dokazati da su K(a) i K(b) parni brojevi za koje va�i:

(
1

2
K(a))2 + (

1

2
K(b))2 = p.

62. (Iran 2013.) Neka je p = 3k + 1 prost broj. Definiximo funkciju L : Z/pZ −→ Z na slede�i

naqin: L(m) =
∑

x∈Z/pZ

(
x(x3 +m)

p

)
. Dokazati:

a) Za svako m ∈ Z/pZ i t ∈ (Z/pZ)∗, t 6= 0 je L(mt3) = L(m).

b) Postoji particija (Z/pZ)∗ = A
⊔
B
⊔
C, tako da je |A| = |B| = |C| = p− 1

3
, tako da je L konstantna

na svakom skupu, tj. da postoje celi brojevi a, b i c tako da va�i: L(x) =

a, x ∈ A
b, x ∈ B
c, x ∈ C

v) a+ b+ c = −3.
g) a2 + b2 + c2 = 6p+ 3.

d) Ako je X =
2a+ b+ 3

3
i Y =

b− a
3

, X i Y su celi brojevi i va�i p = X2 +XY + Y 2.

Razni zadaci

63. Izraqunati
[

1

2011

]
+

[
2

2011

]
+

[
22

2011

]
+ ...+

[
22009

2011

]
.

64. Za p ≡ 1 (mod 4), prost broj, izraqunati
p−1∑
k=1

([
2k2

p

]
− 2

[
k2

p

])
.

65. Dokazati da postoji prirodan broj a <
√
p+ 1, koji je kvadratni neostatak po prostom modulu p.

66. Ako za prirodan broj n i svaki prost broj p va�i
(
n

p

)
= 1, tada je n potpun kvadrat. Dokazati

da ako n nije potpun kvadrat, postoji beskonaqno prostih brojeva tako da
(
n

p

)
= −1.



67. Odrediti sve prirodne brojeve n, za koje postoji n prirodnih brojeva a1, a2, ... , an takvih da je
ak1 + ak2 + ...+ akn potpun kvadrat za svako k ∈ N.

68. Neka je f(x) = ax2 + bx + c, celobrojni polinom, takav da za svaki prost broj p postoji ceo broj
m, takav da p | f(m). Dokazati da f ima racionalne korene.

69. Neka je p prost broj oblika 4k + 3. Dokazati da broj x2 − x+
p+ 1

4
ne mo�e imati prost faktor

oblika kp− 1.

70. Dokazati da za bilo koji prirodan rboj n, broj 3n + 2 nema prost faktor oblika 24k + 13.

71. Dokazati da ni za koje n ∈ N, broj 2n + 1 ne mo�e imati prost faktor oblika 8k − 1.

72. Dokazati da za svaki n ∈ N, broj 23n + 1 ima bar n razliqitih prostih delilaca oblika 8k + 3.

73. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova uzastopnih prirodnih brojeva (n, n+1), tako da ni
n ni n+ 1 nemaju prost faktor oblika 4k − 1.

74. Odrediti broj i rexeǌa kongruencije x2 + (x+ 1)2 ≡ 0 (mod 1997).

75. Broj p je neparan prost broj i A i B su podskupovi skupa {1, 2, ..., p− 1} koji zadovoǉavaju:
a) A ∪B = {1, 2, ..., p− 1};
b) Za bilo koje a, b iz istog skupa (A ili B) ab (mod p) ∈ A;
v) Za bilo koje a ∈ A i b ∈ B je ab ∈ B.
Odrediti sve ovakve skupove A i B.

76. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje 2n − 1 | 3n − 1.

77. Ako je p = 4n+ 1 prost broj, dokazati da tada za svaki delilac d broja n va�i da je d kvadratni
ostatak po modulu p.

78. Ako su a i b prirodni brojevi za koje je a2 + b2 = p, gde je p prost broj oblika 4k + 1, i ako je a
neparan, dokazati da je a kvadratni ostatak po modulu p.

79. Neka je p neparan prost broj, i a, b i c celi brojevi, a > 0 i (a, 2p) = 1.
a) Ako je a2 = 4b2p2 + c2, dokazati da je a kvadratni ostatak po modulu p;
b) Ako je a2 = b2p2 + 4c2, dokazati da je 2a kvadratni ostatak po modulu p.

80. Neka je (an)n∈N niz celih brojeva, zadat sa an = n6 + 5n4 − 12n2 − 36. Dokazati da svaki prost
broj deli neki qlan tog niza, ali i da postoji prirodan broj koji ne deli ni jedan qlan ovog niza.

81. Odrediti najmaǌi prost broj koji deli n2 + 5n+ 23, za neki prirodan broj n.

82. Neka je fn n-ti qlan Fibonaqijevog niza i p > 5 prost broj. Dokazati fp ≡
(p
5

)
(mod p).

83. Neka je m prirodan broj qiji su svi prosti faktori oblika 10k±1. Dokazati da postoje prirodni
brojevi a i b, takvi da svaki qlan niza x0 = a, x1 = b, xn+2 = xn+1 + xn je uzajamno prost sa m.

84. Neka je n prirodan broj, takav da n | 2n + 2.
a) Dokazati da je n = 1 ili je n paran;
b) Odrediti neko n < 100 i neko n > 100 za koje ovo va�i.

85. Ako za prirodan broj n va�i σ(n) = 2n+ 1, dokazati da je n kvadrat neparnog prirodnog broja.

86. U zavisnosti od neparnog prirodnog broja n, odrediti ostatak proizvoda svih brojeva maǌih od
n, koji su uzajamno prosti sa n, pri deǉeǌu sa n.

87. Da li postoji neko prirodan broj n, za koji se skup {n, n+1, ..., n+1997} mo�e podeliti u nekoliko
podskupova, tako da je svi poskupovi imaju isti proizvod elemenata?

88. Neka je p neparan prost broj i oznaqimo sa Ap skup svih nenula kvadratnih ostataka i Bp skup
svih kvadratnih neostataka po modulu p. Neka je ξ ∈ C primitivni p-ti koren iz 1 (ξp = 1 i ξk 6= 1,



za 0 < k < p). Tada su α =
∑
k∈Ap

ξk i β =
∑
k∈Bp

ξk koreni jednaqine x2 + x+

1− p
(
−1
p

)
4

.

89. Neka je p ≥ 5 prost broj. Oznaqimo p
′
=
p− 1

2
. Neka su a1, a2, ... , ap′ celi brojevi. Dokazati da

postoje λi ∈ {−1, 0, 1}, za 1 ≤ i ≤ p′ , takvi da p | λ1a21 + λ2a
2
2 + ...+ λp′a

2
p′
.

90. Funkcije f, g : N −→ N zadovoǉavaju slede�a svojstva:
a) 2f(n)2 = g(n)2 + n2, za sve n ∈ N;
b) |f(n)− n| ≤ 2014

√
n, za sve n ∈ N.

Dokazati da onda g ima beskonaqno fiksnih taqaka (tj. m ∈ N tako da g(m) = m).

91. Neka je n fiksiran prirodan broj. Dokazati da postoji prirodan broj n sa slede�im svojstima:
(1) 6 | p+ 1;
(2) p - n;
(3) n ≡ m3 (mod p), za neki broj m ∈ {1, 2, ..., p− 1}.

92. Neka je p prost broj takav da je p = a2 + 5b2, za neparan broj a i a i b su prirodni brojevi.
Dokazati da je a kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 5).

93. Ako za niz xn prirodnih brojeva za svako n > 1 va�i xn = x21+x
2
2+ ...+x

2
n−1 i 2006 | x2006, odrediti

minimalnu vrednost koju mo�e imati x1.

94. Dokazati da postoje stogo rastu�i nizovi an i bn za koje za svako n va�i an(an + 1) | b2n + 1.

95. Odrediti sve prirodne brojeve n, za koje postoji prirodan broj m, tako da 2n − 1 | m2 + 9.

96. Prirodni brojevi a, b i c su takvi da b2 − 4ac nije potpun kvadrat. Dokazati da za svaki
prirodan broj n > 1 postoji n uzastopnih prirodnih brojeva, takvih da me�u ǌima nema brojeva
oblika (ax2 + bxy + cy2)z, za neke cele x i y i prirodan broj z.

97. Neka je p = 4t+ 1 prost broj. Dokazati da postoji k ∈ N, 1 < k < p− 1 tako da kk ≡ 1 (mod p).

98. Ako je p ≥ 19 prost broj, dokazati da postoje tri razliqita kvadratna neostatka po modulu p,
qiji je zbir deǉiv sa p. Ovo va�i i za p = 7 i p = 13.

99. Za prost broj p ≡ 7 (mod 8), izraqunati

p−1
2∑

k=1

[
k2

p
+

1

2

]
.

100. Dokazati da, ako je p = 2n + 1, n ≥ 2, prost broj, tada p deli 3
p−1
2 + 1. Dokazati zatim da je 3

primitivni koren po modulu p.

101. Za prirodan broj a, definixe se niz prirodnih brojeva x1, x2, ... na slede�i naqin: x1 = a,
xn+1 = 2xn + 1. Neka je yn = 2xn − 1, n ∈ N. Odrediti najve�e k, tako da su za neki prirodan broj a
brojevi y1, y2, ... , yk prosti.

102. (pouqan!) Ako prirodni brojevi m i n zadovoǉavaju ϕ(5m−1) = 5n−1, dokazati da je (m,n) > 1.

103. Prost broj p je oblika 4k + 1 i zadovoǉava p2 | 2p − 2. Dokazati da za najve�i prost delilac q
broja 2p − 1 va�i nejednakost 2q > (6p)p.

Dodatak - za one koji �ele vixe

104. Neka je p = 4k + 1 prost broj. Definiximo slede�i skup S = {(x, y, z) ∈ N3|x2 + 4yz = p}.
a) Dokazati da je skup S neprazan;
b) Ako je funkcija f : S −→ S data sa

f(x, y, z) =

 (x+ 2z, z, y − x− z) , x < y − z
(2y − x, y, x− y + z) , y − z < x < 2y
(x− 2y, x− y + z, y) , x > 2y



dokazati da je ovo dobro definisana funkcija (tj. da za (x, y, z) ∈ S, f(x, y, z) ∈ S, kao i da je nemogu�e
y−z = x i x = 2y) i da je involucija (tj. da je bijekcija i da je f jednako svom inverznom preslikavaǌu:
za (x, y, z) ∈ S f(x, y, z) = f−1(x, y, z));
v) Dokazati da f ima taqno jednu fiksnu taqku (tj. postoji taqno jedna trojka (x, y, z) ∈ S za koju je
f(x, y, z) = (x, y, z));
g) Dokazati da je broj elemnata skupa S neparan;
d) Dokazati da onda i involucija g : S −→ S data sa g(x, y, z) = (x, z, y) tako�e ima fiksnu taqku;
�) Dokazati da postoje prirodni brojevi a i b tako da je p = a2 + b2.

105. Za ceo broj a i neparne proste brojeve p 6= q, oznaqimo: S(p, a) =

p−1
2∑

k=1

[
ka

p

]
i S′(p, a) =

p−1
2∑

k=1

[
2ka

p

]
.

Dokazati:

a) Za p - a va�i
(
a

p

)
= (−1)S

′(p,a);

b) Za neparno a i p - a va�i
(
2a

p

)
= (−1)

p2−1
8 +S(p,a);

v) Za neparno a i p - a va�i
(
a

p

)
= (−1)S(p,a);

g) S(p, q) + S(q, p) =
p− 1

2
· q − 1

2
;

d)
(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

106. Za neparne razliqite proste brojeve p i q, dokazati:

a)
sin px

sinx
= (−4)

p−1
2 ·

p−1
2∏
j=1

(
sin2 x− sin2

2jπ

p

)
;

b)
(
p

q

)
=

q−1
2∏

k=1

sin 2kpπ
q

sin 2kπ
q

;

v)
(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

107. Neka je p prost broj, p 6= 2, neka je a ceo broj, p - a, i neka je A redukovan sistem ostataka
po modulu p bez nule. Preslikavaǌa Za : A −→ A i Ta : A −→ A definixemo na slede�i naqin:
Za(x) = a ·x i Ta(x) = a ·x−1 (mno�eǌe se vrxi po modulu p i x−1 = y ako i samo ako xy = 1). Dokazati:
a) Za i Ta su permutacije skupra A;
b) Za = Ta ◦ T1;
v) T 2

a = Id, gde je Id identiqno preslikavaǌe;

g) sgn(Ta) = (−1)
p−2−( a

p
)

2 ;

d) sgn(Za) =
(
a

p

)
.

108. Neka su p i q prosti brojevi, p 6= q, p, q 6= 2. Uvedimo oznake X = {0, 1, ..., p− 1}, Y = {0, 1, ..., q− 1},
T = {0, 1, ..., pq − 1}. Neka su P (x) i Q(y) ostaci koji se dobijaju prilikom deǉeǌa brojeva x i y sa
p, odnosno q, i neka je R(t) = (P (t), Q(t)). Preslikavaǌa U : X × Y −→ X × Y i V : X × Y −→ X × Y
definixemo sa U(x, y) = (x,Q(x+ py)) i V (x, y) = (P (qx+ y), y). Dokazati:
a) U(x, y) = R(x+ py) i V (x, y) = R(qx+ y);

b) Preslikavaǌa U i V su permutacije, sgn(U) =

(
p

q

)
i sgn(V ) =

(
q

p

)
;

v) Preslikavaǌe W = R−1 ◦ U ◦ V −1 ◦R je permutacija skupa T i sgn(W ) ≡
(
p

2

)(
q

2

)
(mod 2);

g) Preslikavaǌe U ◦ V −1 je permutacija skupa X× Y i sgn(U ◦ V −1) =
(
p

q

)(
q

p

)
;

d)
(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .


