
Pripreme za balkanijadu iz matematike
Ivan Mati�

1. Dato je 9 taqaka u prostoru, od kojih nikoje qetiri ne pripadaju
jednoj ravni. Na�i najmaǌi prirodan broj n, tako da za svako
bojeǌe u plavo i belo n du�i povuqenih izme�u ovih 9 taqaka,
postoji uvek trougao koji ima sve ivice iste boje.

2. Neka je A skup od n taqaka u prostoru. Iz familije svih seg-
menata sa krajevima u A, q segmenata je izabrano i ofarbano
u �uto. Pretpostavimo da svi �uti segmenti imaju razliqite
du�ine. Dokazati da postoji poligonalna linija sastavǉena od
m �utih segmenata, pore�anih u rastu�i poredak po du�ini,
tako da va�i m ≥ 2q

n .

3. Gradove P1, P2, . . . , P1983 povezuje deset aviokompanija A1, A2, . . . , A10.
Postoji direktna veza izme�u bilo koja dva grada (bez presedaǌa)
i sve veze su dvosmerne. Dokazati da najmaǌe jedna aviokom-
panija mo�e da ponudi kru�no putovaǌe sa neparnim brojem sle-
taǌa.

4. Neka je n pozitivan ceo broj i σ(n) zbir svih prirodnih delilaca
d broja n (ukǉuquju�i 1 i n). Ka�emo da je broj m ≥ 1 ”dobar”
ako ∀k ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}:

σ(m)
m

>
σ(k)

k
.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo dobrih brojeva.

5. Za skup E taqaka u ravni, ka�emo da je ”pitagorejski”, ako za
svaku podelu skupa E na dva podskupa A i B, najmaǌe jedan od
skupova sadr�i pravougli trougao. Odrediti koji je od slede�ih
skupova pitagorejski.

(a) Krug.

(b) Jednakostraniqan trougao (to je skup od 3 temena i du�i
koje ih spajaju).

6. Neka je a prirodan broj i {an} niz definisan sa a0 = 0 i

an+1 = (an + 1)a + (a + 1)an + 2
√

a(a + 1)an(an + 1), (n = 1, 2 . . . ).

Dokazati da za svaki prirodan broj n, an je prirodan broj.

7. Dokazati ili opovrgnuti: iz intervala [1, . . . , 30000] je mogu�e
izabrati 1000 celih brojeva tako da nikoja tri nisu uzastopni
qlanovi aritmetiqke progresije.
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8. Neka su P1, P2, . . . , Pn razliqite taqke ravni n ≥ 2. Dokazati da
je:

max 1≤i<j≤nPiPj >

√
3

2
(
√

n− 1) ·min 1≤i<j≤nPiPj .

9. Neka je K jedna od dve preseqne taqke krugova W1 i W2. O1 i
O2 su centri od W1 i W2. Dve zajedniqke tangente dodiruju W1

i W2 u P1 i P2, prvi, i Q1 i Q2 drugi od krugova, redom. Neka
su M1 i M2 sredixta du�i P1Q1 i P2Q2, redom. Dokazati da je
∠O1KO2 = ∠M1KM2.

10. Neka je d suma du�ina svih dijagonala poligona sa n (n > 3)
temena, i neka je p ǌegov obim. Dokazati da je

n− 3
2

<
d

p
<

1
2

([n

2

] [
n + 1

2

]
− 2

)
.

11. Dati su realni brojevi ai, bi, (i = 1, 2, · · · , n), takvi da je

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an > 0,
b1 ≥ a1,
b1b2 ≥ a1a2,
· · ·
b1b2 · · · bn ≥ a1a2 · · · an.

Dokazati da je b1 + b2 + · · · bn ≥ a1 + a2 + · · ·+ an.
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