Dodatna nastava iz matematike u MG-u

Predavac: Peki

Neka sun = app®+...+aip+agim = bpp*+...+bip+by zapisi brojeva m i n u sistemu sa osnovom
p, gde je p prost broj i n > m. (ar # 0, a by ne mora da bude). Tada je (;‘L) = (‘Z:) (Zi)((l:g)
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d p) (Lukasova teorema)
. Zbirovi uglova u temenima A i B tetraedra ABC'D su po 180 stepeni. Dokazati da je AB < CD.

Naéi sve f: R — R takve da je
F(f(@) +y) = f(z® —y) +4f(x)y.

. ABC je ostrougli trougao sa centrom upisanog kruga I i centrom opisanog kruga O. AD i BE
su visine, a AP i B(@ simetrale uglova. Dokazati da su tacke D, I, E kolinearne akko su tacke
P, 0O, Q kolinearne.

. Neka se prave AA;, BBy,CC4 seku u tacki P, gde su A, By, redom tacke na stranicama
. BA z CB x AC . ﬁ +z
BC,CA, AB trougla ABC. Neka je L =2 221 =2 2L — ¥ Tada je = £z
rons ¥AC T vBAT OB ¢ o
glj = “£2(Van Obelova teorema)
1

. Neka je ABC trougao i w njegov upisani krug. Neka su D; i Fq redom tacke u kojima w dodiruje
BC i AC. Oznac¢imo sa D3 i Fs tacke na stranicama BC' i AC redom takve da je C Dy = BD;
i CEy = AF4 1 neka je P presek pravih ADs i BEy. Krug w seée ADs u dve tacke od kojih je
bliza temenu A oznacena sa (). Dokazati da je AQ = DyP.

2
. . a; .
. Za dato a > 2 definiSemo niz ag, a1,... sa ap = 1,a1 = @, 442 = apq1(—23+ — 2). Dokazati da

je%+é+...+i<2+af Vai—4 42 4 b2 4 ¢ + abe = 4. Pokazati da je

an

0 <ab+bc+ ca— abec < 2.

. Ako za ¢lanove niza aq,...,a,11 vazi a; < a‘*lfﬂ““ za i =2,3,...,2n. Dokazati da je

ai +az+ ...+ agpt1 >a2—|—a4—|—...—|—a2n

n+1 n

. Neka su (21, @2, ...,2n), (Y1,Y2,--Yn), (21, . - -, 2n) tri n-torke pozitivnih realnih brojeva takvih
da je x;y; > 2? za svako 1 < i < n. Pokazati nejednakost

n 3

1 n

Doz -
i=1 i ‘ (2?21 xz) (Z:‘L:1 yz) - (Z:‘L:1 Zz)
. Neka su 1, ..., x, pozitivni realni brojevi. Dokazati da je:
1 T2 T
+ +... <y/n.
1422 1+a?+a2 1+a?+... +22 Vi

Naci sve tacke D u trouglu ABC takve da je DA-DB-AB+DB-DC-BC+DC-DA-CA=
AB - BC - CA.

Neka je A = {a;,as,...,a,} kolekcija celih brojeva (jedan isti broj se moze javiti vise od jedan-
put). A+ A je kolekcija brojeva a; + a; gde je a < i < j <n. Ako je A+ A= B+ B, gde
je B={b1,...,b,}, B # A, dokazati da je n stepen dvojke. A+ A i B+ B se posmatraju kao
multiskupovi.
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Dat je trougao ABC. Krug kroz teme C tangentan sa AB u A i krug kroz teme B tangentan sa
AC u A imaju razli¢ite poluprecnike i drugi put se seku u tacki D. Neka je E tacka na pravoj
AB takva da je AB = BE. Neka je F druga tacka preseka prave C'A sa krugom opisanim oko
trougla ADE. Dokazati da je AF = AC.

Pretpostavimo da se u nekom drustvu od n osoba svake dve osobe ili vole ili ne vole i da ima
q parova koji se vole (¢ € N). Ako u svakom drustvu od 3 osobe postoje dve koje se ne vole,
dokazati da postoji bar jedan ¢lan drustva takav da medju onima sa kojima se ne voli ima najvise
q(1— %) parova koji se vole. Pretpostavomo i to da je ”voljenje” simetri¢na relacija.

Dokazati da ne postoji broj n takav da medju binomnim koeficijentima n-tog reda ima jednak
broj parnih i neparnih brojeva.

Neka je S skup svih nizova (a1, aq, ...,ay) €iji su clanovi elementi skupa {0,1,2}. Pod elemen-
tarnom tranformacijom podrazumevamo zamenu a; sa b;, pri ¢emu se nijedan od brojeva aj, b;
ne pojavljuje i nizu as,...,a;_1. Dokazati da se svaki niz iz S moze dobiti od niza (0, ...,0)
uzastopnom primenom elementarnih transformacija.

Ako jednacina ax? + (¢ — b)z + (e — d) = 0 ima realne korene veée od 1, gde je a,b,c,d,e € R,
dokazati da jednac¢ina az* + bz + ca? + dr 4+ e = 0 ima bar jedan realan koren.

Brojevi 1, 2, ...,n upisani su u tablicu n X n svaki po n puta.

(a) Zasvakoi € {1,2,...,n} ozna¢imo sa v; i k; redom brojeve razli¢itih vrsta i kolona u kojima
se on pojavljuje. Dokazati da je v; + k; > 2/n.

(b) Takodje, oznac¢imo sa s; i ¢; redom brojeve razli¢itih brojeva u j —toj vrstii j —toj koloni.
Dokazati da je > i, (v; + ki) = >0y (ci + 85).

(c) Dokazati da postoji kolona ili vrsta koja sadrzi bar |/n] razli¢itih brojeva.

Krugovi ky i ko sa poluprecnicima r; i ro se dodiruju spolja u tacki G pri ¢emu prvi od
njih dodiruje stranice CD,DA (u E), AB, a drugi stranice AB, BC' (u F),CD konveksnog
¢etvorougla ABCD. Dokazati da je EO + OF < 2r; 4 2r9, gde je O tacka preseka dijagonala
¢etvorougla ABCD.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodan broj d veéi od 1 takav da su brojevi
(7)--(,;)",) deljivi sa d.

Neka je n > 2 prirodan broj i X podskup skupa {1,2,...,n%} od 3n? elemenata. Dokazati da
postoji 9 razlicitih brojeva a1, as, as, by, bs, b3, c1,co,c3 iz X takvih da sistem jednacina aix +
b1y +c1z2 =0, asx + bay + coz = 0, asx + bsy + c3z = 0 ima celobrojno reSenje koje ne sadrzi
nulu.

Naci sve realne vrednosti a za koje postoje nenegativni realni brojevi koji zadovoljavaju relacije:
SO img=a, Y0 Ba =a2, S0 P = aB
i=1 i = 0y 2= VT =07, 2 = Vs =4

Od 1600 poslanika u skupstini formirano je 80 poslanickih klubova od kojih svaki ima po 80
poslanika. Dokazati da postoje dva kluba sa bar 4 zajednicka c¢lana.

Staza od tacke (0,0) do (n,n) u koordinatnom sistemu je niz od 2n poteza, svaki nadesno ili
nagore. Korakom nazivamo niz od dva uzasopna poteza od kojih je prvi nadesno i drugi nagore.
Dokazati da je broj staza koje ne idu iznad prave y = x i koje imaju tacno k koraka jednak

1(n—-1 n
) ()
Dokazati da suma cifara u dekadnom zapisu broja 2™ neograni¢eno raste.

Da se dokaze da je broj resenja jednacine 23 + 3% = 23 + ¢t + 1 medju prirodnim ne veéim od
milion manji od resenja iz istog skupa jednagine x> + 3% = 23 + t2



