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Razni zadaci

1. U pravougaonoj koordinatnoj mrezi m X n, izabrano je m + n tacaka. Svaki par tacaka
koji su u istoj vertikali ili istoj horizontali je spojen ivicom. Dokazati da se mora pojaviti krug
u takvom spajanju.

2. Data su dva niza prirodnih brojeva aq,as,...,ax i b1,be,..., by, takvih da je a; < m i
b; < k. Dokazati da postoje podniz niza a odnosno podniz niza b tako da je zbir brojeva oba
ova podniza jednak.

3. U polja table n x n postavljeno je nk zeton, u svaku vrstu i svaku kolonu ta¢no po k
zetona. Dokazati da se Zetoni mogu obojiti sa k boja, tako da zetoni svake vrste i svake kolone
budu razli¢ito obojeni.

4. Dat je AABC i tacka D na stranici AB. Posmatrajmo krug w koji dodiruje duzi
BD,CD u tackama M i N i krug opisan oko AABC. Dokazati da centar upisanog kruga
AABC lezi na pravoj M N.

5. U trouglu AABC tacke O i H su centar opisanog kruga i ortocentar, a R = OA.
Tacke D, E, F su takve da su trouglovi DBC, AEC, ABF podudarni sa AABC. Dokazati da
su D, E, F kolinearne akko OH = 2R.

6. Odrediti sve realne brojeve r € (0, 1), tako da za svaku neprekidnu funkciju f : [0,1] — R,
za koju je f(0) = f(1), postoje a, B € (0,1), tako da je f(a) = f(B) i |a — 5] = .

7. Nekaje P(z) = ap+ai1z+---+ ayz", polinom sa kompleksnim koeficijentima. Dokazati
da postoji z € C, tako da je |z| =1 i vazi:
|ag|
P > —.
[P(2)] > lao| + max B
8. U ravni je dato n krugova D1, Do, ..., D, koji sadrze dati figuru E. Za svako i = 1,n,
neka je D] krug koji je koncentrican sa D;, ali ima tri puta ve¢ i polupreénik. Dokazati da je
moguée odabrati nekoliko krugova iz skupa {D}, D}, ..., D/}, koji su disjunktni i koji sadrze u
uniji figuru E.

9. Dat je skup A sa n elemenata i jedna familija F' njegovih k-elementnih podskupova.
Svaka dva ¢lana iz familije ' imaju neprazan presek. Dokazati da je za n > 2k

n—1
F| < .
I <k_1)

2 2
:z2+asy+y§:25, §+z =9, 224 zx+a2?=16.

10. Dat je sistem jednacina:

Odrediti vrednost izraza zy + 2yx + 3z z.



11. Neka je AABC proizvoljan trougao. Krug koji prolazi kroz B i C sece stranice AB i
AC u C" i B’, respektivno. Dokazati da su prave BB', CC’ i HH' konkurentne, gde su H i H’
ortocentri trouglova ABC' i AB'C".

12. Neka je n > 1 prirodan broj. Odrediti najmanji realna broj ¢, sa sledeéom osobinom:
Za datih n realnih brojeva, postoje dva medju njima x i y, tako da je
L=y
< < ¢
1+ay X Cn
13. Data je funkcija f: R™ — R", sa
T X2 L,

14+ z29... 201

f(fL'l,l'Q,-..,xn) +x1x2...xn7

= +
14+ax0z3...2, 14+2x125...2,

gde je n > 2 fiksiran prirodan broj. Odrediti, ako postoji,

max L1, Xy -y Tpy)-
(21,22,...,z0)E[0, 1] @y 22, osn)
14. Dat je jedini¢ni kvadrat. Da li se moze izvrsiti particija datog kvadrata na disjunktne
kvadratice, ali tako da bar jedan od njih ima iracionalnu stranicu?

15. Dat je trougao AABC. Neka je centar upisanog kruga I, a upisani krug dodiruje
stranice trougla BC, AC, AB u tackama L, M, K, redom. Kroz tacku B je povucena paralela
p sa duzi KL. Presek pravih ML i p je tacka S, a presek MK i p je R. Dokazati da je ugao
A RIS oStar i da vazi nejednakost:

.
tan RIS > 200
Sin3 3

16. U svakom polju tablice n x n se nalazi sijalica. Na pocetku su sve sijalice ugasene. Ako
pipnemo neku sijalicu, sve sijalice u istom redu i koloni menjaju stanje (one upaljene se ugase i
obrnuto). Odrediti minimalan broj pipanja, tako da upalimo sve sijalice.

17. Igra¢ A je zamislio brojeve ai,ao,...,a,, a igracu B je rekao sve sume od po dva
elementa a; + ag, a1 + as, ..., an—1 + a,. Dokazati da igra¢ B moze odrediti niz (a1, ag, ..., ay)
ako i samo ako n nije stepen dvojke.

18. Nadci sve funkcije f : (0,00) — (0,00), tako da za sve za sve x,y € RT vazi:

f@)f(yf(x)) = f(z +y).

19. U ravni je dato 2n + 1 tacaka, tako da medju njima nikoje tri nisu kolinearne i nikoje
Cetiri nisu konciklicne. Krug koji prolazi kroz tri tacke je dobar ako sadrzi ta¢no n — 1 tacaka
u svojoj unutrasnjosti. Dokazati da je broj dobrih krugova paran ako i samo ako je n paran broj.

20. Permutacija brojeva od 1 do n je dobra ako ne sadrzi podniz duzine 10 sa brojevima
u neopadajuéem poretku. Dokazati da je broj dobrih permutacija manji ili jednak od 81™.

21. Upisani krug u AABC dodiruje BC' u tacki K. Neka je AD visina iz temena A, a
M njena sredina. Ako je N druga zajednicka tacka upisanog kruga i prave K M, dokazati da se
opisani krug oko ABCN i upisani krug u AABC tangiraju u N.

22. Odrediti najveéu konstantu A, tako da za svake pozitivne x,y, z € R vazi:

’ + Y + © > A.

VIR+2 Vet et y?




