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1. Za pozitivne realne brojeve a1, a2, . . . , a2005 va�i
∑2005

i=1 ai = 2005. Na�i minimum slede�eg
izraza:

2005∑
k=1

√
(2k − 1)2 + a2

k.

2. Neka je AB preqnik polukruga. Taqka C pripada du�i AB. Nad AC i BC kao preq-
nicima su konstruisane polukru�nice, a ǌihova zajedniqka tangenta seqe veliki polukrug u D.
Odrediti odnos povrxina polukruga sa preqnikom CD i povrxine ”srpa”.

3. Na poǉu je pore�ano n ǉudi, tako da su sva me�usobna rastojaǌa razliqita. Svaka
osoba dr�i pixtoǉ i na dati signal, svako puca u najbli�u osobu. Da li postoji osoba koja �e
pre�iveti obraqun?

4. Dat je polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima. Ako ni jedan od brojeva
P (1), P (2), . . . , P (2005) nije deǉiv sa 2005, dokazati da P (x) nema celobrojni koren.

5. Neka je p prost broj i Zp = {1, 2, . . . , p− 1}. Koliko brojeva sadr�i skup:

{x2 : x ∈ Zp}
⋂
{y2 + 1 : y ∈ Zp}?

6. Dokazati da za n > 2, va�i jednakost:

sin
π

n
· sin 2π

n
· . . . · sin (n− 1)π

n
=

n

2n−1
.

7. Na�i sve moniqne polinome f(x) sa celobrojnim kooeficijentima, tako da je f(0) = 2006
i ako je x iracionalan, tada je f(x) iracionalan.

8. Neka su x, y i z pozitivne realni brojevi, koji nisu svi me�usobno jednaki. Brojevi a, b
i c su odre�eni sa

a = x2 − yz, b = y2 − zx, c = z2 − xy

Izraziti x, y, z u funkciji od a, b, c.

9. Za okruglom stolu sedi n osoba. Doma�in nazdravǉa sa prvim gostom; zatim preskoqi
ǌegovog desnog suseda, pa nazdravi slede�em; zatim preskoqi dva gosta, pa nazdravi slede�em,
itd. Za kakvu vrednost broja n �e doma�in nazdraviti svakom gostu taqno jednom?

10. Ako je a + b + c = 0, dokazati da je

a5 + b5 + c5

5
=

a3 + b3 + c3

3
· a2 + b2 + c2

2
.

11. Neka je p prost broj oblika 4k + 1. Dokazati

b√pc+
⌊√

2p
⌋

+ . . . +

⌊√
p− 1

4
p

⌋
=

p2 − 1
12

12. Dat je konveksan xestougao ABCDEF , tako da je AB = BC, CD = DE i EF = FA.
Dokazati nejednakost:

BC

BE
+

DE

DA
+

FA

FC
>

3
2



13. Neka je f(n) broj jedinica u binarnom zapisu broja n. Odrediti sumu:

∞∑
n=1

f(n)
n(n + 1)

.

14. U prostoru je dato n > 4 taqaka, tako da nikoje qetiri nisu komplanarne. Taqke su
obojene belo i crno, tako da svaka sfera koja prolazi kroz bar qetiri taqke skupa - sadr�i jednak
broj crnih i belih taqaka. Dokazati da sve taqke pripadaju jednoj sferi.

15. Neka je P (x) = xn + . . . + a1x + a0 polinom sa realnim koeficijentima. Dokazati da
postoji z ∈ C, |z| = 1, takav da je |P (z)| > 1 + |a0|.

16. Odredite sve brojeve n sa slede�om osobinom: mogu�e je rasporediti sve delioce od n
ve�e od 1 na krugu, tako da nijedna dva uzastopna delioca nisu uzajamno prosta.

17. Neka je n prirodan broj ve�i od 1. U ravni je dato 2n taqaka, tako da ne postoje tri ko-
linearne me�u ǌima. Taqno polovina je obojena plavom, a druga polovina crvenom bojom. Prava
je ”balansiraju�a” ako prolazi kroz jednu plavu i jednu crvenu taqku i sa svake strane prave se
nalazi jednak broj crvenih i plavih taqaka. Dokazati da postoje bar dve ”balansiraju�e” prave.

18. Neka je S(n) suma cifara prirodnog broja n u decimalnom sistemu. Dokazati da za svaki
prirodan broj k, postoji m ∈ N, tako da jednaqina

x + S(x) = m

ima taqno k rexeǌa.

19. Ako je dat prirodan broj k, na�i najmaǌi prirodan broj C, tako da je

C

n + k + 1

(
2n

n + k

)
ceo broj za n > k.

20. Dato je 2n karata, obele�enih brojevima od 1 do 2n. Igraqi A i B igraju slede�u igru:
karte se promexaju i svako dobije po n karata. Naizmeniqno izbacuju po jednu kartu na sto. Igra
se zavrxava ako je suma brojeva na izbaqenim kartama deǉiva sa 2n + 1. Posledǌa osoba koja je
izbacila kartu je pobednik. Ako A i B igraju optimalnom strategijom, koja je verovatno�a da
prvi igraq pobedi?

21. Dat je niz a0 = 1, a2n+1 = an, a2n+2 = an + an+1. Dokazati da se svaki racionalan broj
nalazi u skupu: {

an−1

an
: n > 1

}
=

{
1
1
,
1
2
,
2
1
,
1
3
,
3
2
, . . .

}
.

22. Pokazati da se svaki prirodan broj mo�e predstaviti kao suma jednog ili nekoliko
brojeva oblika 2a3b, gde su a i b nenegativni celi brojevi, tako da nijedan qlan ne deli drugog.
(Na primer, 23 = 9 + 8 + 6).

23. Neka je p prost broj, ve�i od 3 i

n =
22p − 1

3
.

Dokazati da je n deli 2n − 2.



24. Neka su a, b > 2 i X skup od
(
a+b−4

b−2

)
realnih brojeva. Tada X sadr�i ili rastu�i niz

{xi}a
i=1 ⊆ X du�ine a tako da je

|xi+1 − x1| > 2|xi − x1|, i = 2, 3, . . . a− 1

ili opadaju�i niz {xi}b
i=1 ⊆ X du�ine b tako da je

|xi+1 − x1| > 2|xi − x1|, i = 2, 3, . . . b− 1.

25. U gradu postoje n×n ku�ica, tako da je (1, 1) u gorǌem levom uglu. U poqetnom trenutku
t = 0, ku�ica na poziciji (1, c), gde je c 6 n

2 , se zapalila. Tokom svakog sata vatrogasci mogu da
zaxtite jednu ku�icu, koja se jox uvek nije zapalila. Vatra xiri na sva susedna nezaxti�ena
poǉa (koja dele zajedniqku ivicu), koja su bila zapaǉena u prethodnom satu. Kada se ku�ica
jednom zaxtiti, vatra se ne xiri preko ǌe. Proces se zaustavǉa kada vatra prestane da se xiri.
Koliko najvixe ku�a mogu vatrogasci da spasu?

26. U ravni je dato n krugova k1, k2, . . . , kn jednakih polupreqnika 1. Svaka taqka u ravni je
sadr�ana u ne vixe od 2003 krugova. Dokazati da svaki krug ki seqe najvixe 14020 krugova.

27. Dat je krug k i taqka P van ǌega, sa tangentama PA i PB na krug. Prava l seqe krug k
u taqkama C i D. Kroz taqku B je konstrusana paralela EF‖PA, tako da seqe prave AC i AD
u taqkama E i F , respektivno. Dokazati da je BE = BF .

28. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b, c, d va�i:

(a + b + c + d)3 6 4(a3 + b3 + c3 + d3) + 24(abc + abd + acd + bcd).

29. Dat je skup S, koji sadr�i 2006 prirodnih brojeva. Odabrano je n razliqitih podskupo-
va od S, tako da su ǌihove sume relativno proste po parovima. Na�i najve�u mogu�u vrednost
za n.

30. Neka je Sn suma prvih n prostih brojeva. Dokazati da za svako n, postoji prirodan broj
kn, tako da je

Sn < k2
n < Sn+1.

31. Data je ogrlica sa n kamenqi�a. Svaki kamenqi� je obele�en celim brojem, tako da je
suma svih brojeva n− 1. Dokazati da je mogu�e prese�i ogrlicu, tako da dobijemo kamenqi�e sa
brojevima u redu x1, x2, . . . , xn tako da va�i:

k∑
i=1

xi 6 k − 1, k = 1, 2, . . . , n.

32. Za koje prirodne brojeve n je mogu�e rasporediti brojeve {1, 2, , . . . , n} u niz, tako da za
svaka dva broja aritmetiqka sredina ovih brojeva se ne nalazi izme�u ǌih.

33. Neka je 4ABC jednakostraniqan trougao. Taqka P se nalazi unutar trougla tako da
je ]APC = 120o. Poluprava CP seqe AB u taqki M , a poluprava AP seqe BC u N . Odrediti
geometrijsko mesto taqaka centara opisanog kruga oko 4MBN , kada P varira.

34. U svakom poǉu tablice n × n se nalazi sijalica. Na poqetku su sve sijalice ugaxene.
Ako pipnemo neku sijalicu, sve sijalice u istom redu i koloni meǌaju staǌe (one upaǉene se
ugase i obrnuto). Odrediti minimalan broj pipaǌa, tako da upalimo sve sijalice.

35. Pokazati da jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa

2a2 − 3a + 1 = 3b2 + b.



36. Nekoliko ǉudi je danas posetilo biblioteku. Svako od ǌih jebio u biblioteci taqno
jednom. Me�u svaka tri qoveka postoje dva koja su se srela u biblioteci. Dokazati da postoje
trenuci T i T ′, tako da je svako od ǌih bio u biblioteci u vremenu T ili T ′.

37. Na kru�nici su data qetiri cela broja. U svakom koraku, isotvremeno zameǌujemo svaki
broj sa razlikom izme�u ǌega i susednog broja u smeru kazaǉke na satu. Posle 2006 koraka na
kru�nici su bili napisani brojevi a, b, c, d. Da li je mogu�e da su brojevi |bc− ad|, |ac− bd| i
|ab− cd| prosti?

38. Odrediti sve pozitivne cele brojeve koji ne mogu da se predstave u formi:

a

b
+

a + 1
b + 1

gde su a i b prirodni brojevi.

39. U senatu se nalazi 51 senator. Senat se mora podeliti u n komiteta, tako da je sva-
ki senator u taqno jednom komitetu. Svaki od senatora mrzi taqno trojicu drugih seratora.
Ipak, ako senator A mrzi senatora B, to ne znaqi da B mrzi A. Na�i najmaǌu vrednost za n,
tako da je mogu�e organizovati n komiteta, tako da u istom komitetu senatori ne mrze me�usobno.

40. Na�i sve funkcije f : N → N, tako da je za svako n > m > 1 va�i:

f(n + m)f(n−m) = f(n2).

41. Neka su E i F taqke na stranicama AC i AB trougla 4ABC, takve da je EF‖BC.
Dokazati da preseqne taqke krugova nad preqnicima BE i CF pripadaju visini iz temena A.

42. Neka su a, b, c > 0 i a + b + c 6 3abc. Dokazati nejednakost:

1
a

+
1
b

+
1
c

6 a + b + c.

43. Dat je trougao 4ABC, a I je centar upisanog kruga. Prava AI seqe opisani krug oko
ABC u D. Neka su E i F podno�ja normala iz I na prave CD i BD, redom. Ako je IE+IF = AD

2 ,
izraqunati ugao ]BAC.

44. Neka je X skup od n elemenata, a A1, A2, . . . , Am su podskupovi od X, tako da je:
(1) |Ai| = 3 za svako 1 6 i 6 m,
(2) |Ai

⋂
Aj | 6 1 za svako i 6= j.

Dokazati da postoji podskup skupa X, koji sadr�i bar b
√

2nc elemenata i ne sadr�i ni jedan
skup Ai.

45. Za koje vrednosti n je mogu�e konstruisati poligon sa stranicama du�ina 1, 2, . . . , n, u
ovom redosledu, tako da su su svake dve uzastopne stranice normalne?

46. Na�i najmaǌi broj t, tako da postoje celi brojevi

x3
1 + x3

2 + . . . + x3
t = 20022002?

47. Dato je n + 1 tegova celobrojnih te�ina. Ako uklonimo neki teg, ostalih n tegova se
mo�e podeliti u dve grupe sa jednakim brojem tegova, sa jednakim te�inama. Dokazati da su svi
tegovi iste te�ine.

48. Kvadrat 23× 23 je kompletno prekriven kvadratima 1× 1, 2× 2 i 3× 3. Koliko najmaǌe
kvadrati�a 1× 1 uqestvuje u poploqavaǌu?



49. Dekadni zapis broja a sastoji se od n cifara, a dekadni zapis broja a3 sastoji se od m
cifara. Da li m + n mo�e biti jednako 2005?

50. Kutija sadr�i 111 loptica, tako da je svaka loptica bela, plava, zelena ili crvena. Ako
se 100 loptica izvuqe bez gledaǌa u kutiju, postoja�e 4 loptice razliqite boje. Koji je najmaǌi
broj loptica koji se mora izvu�i tako da se garantuje da �e me�u izvuqenim lopticama biti 3
razliqite boje?

51. Dokazati da ne postoje funkcije f(x) i g(y), tako da za proizvoǉne realne brojeve
x, y ∈ R va�i:

x2 + xy + y2 = f(x) + g(y).

52. Koxarkax Pe�a Stojakovi� xutira slobodna bacaǌa i vodi statistiku s(n) - broj
pogodaka u prvih n bacaǌa. Na poqetku sezone s(n) je bio maǌi od 80 procenata od n, a na All
Star mequ je bio ve�i od 80 procenata od n. Da li je postojao trenutak kada je s(n) bio jednak
80 procenata n?

53. Neka su k i k′ dve koncentricne kru�nice sa centrom u O i odgovaraju�im polupreq-
nicima R < R′. Prava kroz O seqe krugove k i k′ u taqkama A i B redom, tako da je O izme�u
taqaka A i B. Poluprava sa poqetkom u O, razliqita od prethodne prave, seqe krugove k i k′ u
taqkama E i F redom. Dokazati da se opisani krugovi oko trouglova 4OEA i 4OBF , i krugovi
sa preqnicima AB i EF , seku u jednoj taqki.

54. U ravni je dat neparan broj intervala du�ine 1. Neka je S skup svih brojeva sa realne
prave koji se pojavǉuju u neparnom broju intervala. Dokazati da je S unija disjunknih intervala
qija je ukupna du�ina ve�a ili jednaka od 1.

55. Neka je a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ an+1 = 0 niz realnih brojeva. Dokazati nejednakost:√√√√ n∑
k=1

ak ≤
n∑

k=1

√
k(
√

ak −
√

ak+1).

56. Dokazati da je cos 2π
5 iracionalan broj.

57. Neka je n > 1 prirodan broj. Broj n je magiqan ako va�i: za svaka dva broja x i y
koji nisu uzajamno prosti sa n, broj x+y nije uzajamno prost sa n. Odrediti sve magiqne brojeve.

58. Dat je oxtrougli trougao 4ABC sa AB 6= AC. Neka je H ortocentar trougla 4ABC,
F sredina stranice BC, taqka D je podno�je normale iz A na du� BC, a presek prave AH i
opisanog kruga oko trougla 4ABC oznaqimo sa E. Tangenta na opisani krug oko trougla 4DEF
u taqki D seqe prave AB i AC u taqkama M i N , redom. Dokazati da je DN = DM .

59. Neka je n ≥ 2 prirodan broj i skup A = {1, 2, . . . , n}. Za svaki broj 1 ≤ k ≤ n− 1 neka je

xk =
1

n + 1

∑
|B|=k,B⊂A

(minB + max B).

Dokazati da su x1, x2, . . . , xn−1 prirodni brojevi, i da nisu svi brojevi deǉivi sa 4.

60. Ako polinomi P (x) i Q(x) imaju bar jedan realan koren (ne obavezno isti), i ako va�i

P (1 + x + Q2(x)) = Q(1 + x + P 2(x))

za svako x ∈ R, dokazati da je P ≡ Q.


