
Postavke doma�ih zadataka br. 1-12
Dodatna nastava u Matematiqkoj gimnaziji- I razred, xkolska 2004./05.

Koordinator: Rastko Marinkovi�

1.1. Dokazati da jednaqina: x2 + y3 = z5 ,ima beskonaqno mnogo rexeǌa u N.

1.2. Sa nekonveksnim mnogouglom A1A2...An sprovodimo slede�u operaciju: ako su Ai i Aj (i < j) dva nesused-
na temena i ceo mnogougao le�i sa jedne strane prave AiAj, onda konturu AiAi+1...Aj, izme�u taqaka Ai i Aj,
zameǌujemo ǌenom centralno simetriqnom slikom u odnosu na sredixte du�i AiAj. Dokazati da se posle
konaqnog broja ovih koraka, nu�no dobija konveksni mnogougao.

1.3. Dato je 100 prirodnih brojeva, a1, a2..., a100, od kojih nijedan nije ve�i od 100. ǋihov zbir jednak je
200. Dokazati da se me�u ǌima mo�e izabrati nekoliko (mo�e biti i samo jedan) qiji je zbir jednak 100.

2.1. Simetrala ugla u temenu A paralelograma ABCD seqe prave BC i CD u taqkama K i L, respektivno.
Neka je O centar kru�nice opisane oko 4CKL. Dokazati da taqke D,B,C i O le�e na istoj kru�nici.

2.2. Dokazati da za svako k ∈ N, postoji k uzastopnih prirodnih brojeva m,m + 1, ...,m + k − 1, takvih da ni
za jedno n = m,m + 1, ...,m + k − 1 jednaqina x2 + y2 = n nema rexeǌa u N.

2.3. Dati su brojevi:
(
n
k

)
,
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k

)
,...,

(
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k

)
. Dokazati da je ǌihov najve�i zajedniqki delilac 1.

2.4. Na koliko se naqina 2005 uqenika mogu rasporediti u 5 uqionica, tako da u svakoj uqionici bude bar
po jedan uqenik?

3.1. Dokazati da je broj an =

√
1 +

√
2 +

√
3 + ... +

√
n− 1 +

√
n, iracionalan za svako n ≥ 2.

3.2. Neka su x1, x2, ..., xn, realni brojevi iz intervala [0, 1]. Dokazati da va�i nejednakost:

(x1 + x2 + ... + xn + 1)2 ≥ 4(x2
1 + x2

2 + ... + x2
n)

U kom sluqaju va�i jednakost?

3.3. Data je kru�nica, ǌen preqnik AB i taqka C na tom preqniku. Konstruisati na kru�nici dve taqke X
i Y , uzajamno simetriqne u odnosu na preqnik AB, za koje su prave Y C i XA me�usobno normalne.

3.4. Kroz proizvoǉnu taqku P na stranici AC trougla ABC, povuqene su prave paralelne ǌenim medijanama
AK i CL (K ∈ BC, L ∈ AB), koje seku stranice BC i AB u taqkama E i F ,redom. Dokazati da medijane AK
i CL dele du� EF na 3 jednaka dela.

3.5. Na�i sve prirodne brojeve koje je mogu�e pretstaviti kao zbir 2 ili vixe uzastopna prirodna broja.

3.6. Dat je skup brojeva {1, 2, 3, ..., 2004}. Koliko najmaǌe brojeva treba odstraniti iz ovog skupa, tako da se
od preostalih brojeva u skupu ne mo�e na�i ni jedan koji je jednak proizvodu neka druga dva od preostalih
brojeva.

3.7. Da li postoji permutacija brojeva 1, 2, 3, ..., n takva da za bilo koja dva broja ai, aj, u ǌoj, nijedan od
brojeva koji se nalazi izme�u ǌih nije jednak ǌihovom poluzbiru (tj. ai+aj

2 )?

4.1. Dokazati da se svaki prirodan broj n mo�e predstaviti u obliku:

n = c1 · 12 + c2 · 22 + ... + ck · k2

,za neko k ∈ N, pri qemu svi koeficijenti ci (i = 1, 2, ..., n) uzimaju vrednosti −1 ili 1.

4.2. Konstruisati trougao ako su date 3 taqke u kojima produ�eci visine, simetrale ugla i te�ixne linije
iz temena A seku opisani krug.

4.3. Neka su a1, a2, ..., an i b1, b2, ..., bn realni pozitivni brojevi koji zadovoǉavaju uslove:
(1) a1 + a2 + ... + an = 1
(2) b1 + b2 + ... + bn = 1 , dokazati da onda va�i nejednakost:
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5.1. U trougao ABC upisan je kvadrat MNPQ, pri qemu temena M i N le�e na stranici BC, P na AC, a Q
na AB. Dokazati da za stranicu kvadrata MN va�i procena:

r
√

2 < MN < 2r

,gde smo sa r oznaqili polupreqnik upisanog kruga trougla ABC.

5.2. Dat je 4ABC i taqka D unutar ǌega tako da su zadovoǉene slede�e nejednakosti me�u du�inama du�i:
AC − AD > 1, i BC − BD > 1. Dokazati da za proizvoǉnu taqku E na stranici AB tako�e va�i nejednakost
EC − ED > 1.

5.3. Neka su α i β iracionalni pozitivni brojevi za koje va�i: 1
α + 1

β = 1. Dokazati da se me�u svim
brojevima [nα] i [mβ] (n, m ∈ N) svaki prirodan broj pojavǉuje taqno jedan put.

5.4. Neka je NZD(m, k) = 1. Dokazati da postoje celi brojevi a1, a2, ...am i b1, b2, ....bk takvi da svaki proizvod
aibj(i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., k) daje razliqit ostatak pri deǉeǌu sa mk. Da li tvr�eǌe va�i ako m i k nisu
uzajamno prosti?

5.5. Dokazati da se svaki nenegativan ceo broj mo�e pretstaviti, i to na jedinstven naqin, u obliku
(x+y)2+3x+y

2 , gde su x i y nenegativni celi brojevi.

5.6. Taqke O i S su centri opisanog, odnosno upisanog kruga jednakokrakog trougla ABC (AB = BC). Kru�-
nice opisane oko trouglova ABC i OSA seku se u taqkama A i D. Dokazati da je prava BD tangenta na
kru�nicu opisanu oko 4OSA.

6.1. U fabrici je otvoren konkurs za n > 3 radnih mesta, koja su rangirana od 1 do n u rastu�em poretku
prema plati. Imamo i n kandidata za te poslove, koji su rangirani od 1 do n u rastu�em poretku prema
kvalifikacijama. Kandidat i je kvalifikovan za posao j ako i samo ako i > j. Kandidati dolaze na konkurs
jedan po jedan u proizvoǉnom redosledu. Svaki kandidat kada pristigne biva raspore�en na najvixi mogu�i
po rangu posao za koji je kvalifikovan i koji je maǌi po rangu od bilo kog do tada popuǌenog radnog mesta.
(Dakle prema takvoj proceduri onog trenutka kada posao 1 bude popuǌen, nakon toga niko od novopridoxlih
kandidata ne�e dobiti posao). Kojih redosleda (od mogu�ih n!) dolazaka kandidata na konkurs ima vixe:
onih u kojima kandidat n ili onih u kojima kandidat n− 1 dobija posao?

6.2. Neka su M,N,L redom podno�ja normala iz taqke P unutar oxtrouglog trougla ABC na AB, BC, CA.
Posmatrajmo vrednost izraza:

f(P ) = AM2 + BN2 + CL2

Na�i polo�aj taqke P za koji je vrednost tog izraza minimalna.

6.3. Da li postoji prirodan broj N , takav da se za svaki racionalan broj q (0 < q < 1) mo�e na�i k (k ≤ N)
prirodnih brojeva a1, a2, ..., ak (ne obavezno razliqitih) takvih da va�i:

1
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+
1
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+ .... +
1
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= q

6.4. Qetvorougao ABCD je tangentni. Neka su taqke dodira stranica AB, BC, CD, DA sa upisanim krugom
M , N , P , Q, redom. Dokazati da se prave NP i MQ seku na produ�etku dijagonale BD, ili su joj eventualno
paralelne.

6.5. Xifra za sef je 3-ocifren broj u qijem zapisu uqestvuju cifre od 1 do 8. Poxto je mehanizam na sefu
pokvaren, dovoǉno je da na bilo koja 2 od 3 mesta postavimo pravu cifru da bi se brava otvorila. Koji je
minimalan broj kombinacija koje treba da isprobamo da bi smo garantovano otvorili sef? (Naravno ako
nam ”prava” kombinacija nije ve� poznata).

6.6. Broj N je potpun kvadrat i ǌegov dekadni zapis se ne zavrxava nulom. Kada izbrixemo ǌegove dve
zadǌe cifre, taj novodobijeni broj je opet potpun kvadrat. Na�i najve�i broj N koji ima ta svojstva.

6.7. Dat je jednakostraniqni trougao ABC. Krug qiji je polupreqnik jednak visini trougla kotrǉa se po
stranici AB (pri tome su ǌegov centar i taqka C sa iste strane AB). Dokazati da je du�ina luka kru�nice,
koji se nalazi unutar trougla, konstantna u svakom trenutku ǌenog kretaǌa (tj. kotrǉaǌa).

6.8. U 4ABC stranica BC jednaka je poluzbiru drugih dveju stranica. Oko 4AB1C1 opisana je kru�nica
(B1 i C1 redom sredixta AC i AB). Iz te�ixta 4ABC povuqene su tangente na tu kru�nicu. Dokazati da
je jedna od taqaka dodira tih tangenti sa kru�nicom AB1C1 centar upisane kru�nice 4ABC.



6.9. Dat je niz brojeva: an = [
√

(n + 1)2 + n2], n = 1, 2, ...., (naravno [x] iznaqava ceo deo broja x). Dokazati da:
a) Ima beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m, za koje va�i: am+1 − am > 1;
b) Ima beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m, za koje va�i: am+1 − am = 1.

6.10. Na dvoru kraǉa Artura skupilo se 2n vitezova. Nijedan od ǌih me�u prisutnima nema vixe od n − 1
neprijateǉa. Dokazati da ih je mogu�e rasporediti za okruglim stolom tako da nikoja dva neprijateǉa ne
sede jedan pored drugog.

6.11. U redu, prema rastu�em poretku zapisani su svi pozitivni racionalni brojevi kojima je proizvod
brojioca i imenioca maǌi od 2005 ( naravno razlomci su u neskrativom obliku, a cele brojeve k zapisa�emo
kao k

1 ). Dokazati da onda za bilo koja dva susedna razlomka a
b i c

d , a
b < c

d va�i bc− ad = 1 .

7.1. U svako poǉe kvadratne tablice 2005×2005, treba da upixemo jedan od brojeva 1 ili −1, tako da proizvod
brojeva u bilo kom redu i u bilo kom stupcu te tablice bude 1. Na koliko naqina to mo�emo uqiniti?

7.2. Dato je nekoliko prirodnih brojeva takvih da nijedan od ǌih ne pretstavǉa poqetak nekog drugog od
ǌih u dekadnom zapisu. Neka je ki broj tih brojeva sa i cifara. Dokazati da tada va�i:

k1

10
+

k2

102
+ ...

kn

10n
+ ... 6

9
10

(Pod tim da je broj a poqetak broja b podrazumeva�emo ili ako va�i a = b, ili ako dopisivaǌem s’ desna
dekadnom zapisu broja a nekih cifara mo�emo dobiti zapis broja b, znaqi npr. broj 41 je poqetak broja
4109873)

7.3. U unutraxǌosti datog trougla ABC konstruisati taqku M takvu da su povrxine 4MAB, 4MAC i
4MBC me�usobno jednake.

7.4. Neka su H1 i H2 podno�ja normala iz ortocentra H, trougla ABC, na simetralu spoǉaxǌeg, odnosno
unitraxǌeg ugla kod temena C. Dokazati da prava H1H2 sadr�i sredixte stranice AB.

7.5. Na tetivi AB kru�nice k, sa centrom O, uoqena je taqka M . Kru�nica kroz taqke A, O i M seqe
kru�nicu k u taqkama A i C. Dokazati da je MB = MC.

8.1. Da li je mogu�e na�i 8 prirodnih brojeva n1, n2, ..., n8 , koji imaju slede�u osobinu: za svako ce-
lo k, −2005 6 k 6 2005, mogu�e je na�i koeficijente α1, α2, ..., α8 tako da se k mo�e pretstaviti kao
k = α1n1 + α2n2 + +α3n3 + ... + α8n8, pri qemu svi koeficijenti αi pripadaju skupu {−1, 0, 1}.

8.2. Neka su AM i MB dve tetive nekog kruga i AM > MB. Neka je K sredixte luka AB (i to onog koji
sadr�i taqku M), a H podno�je normale iz K na AM . Dokazati da va�i: AH = HM + MB.

8.3. U ravni je dato n (n > 9) taqaka u opxtem polo�aju (tj. nikoje 3 od ǌih nisu kolinearne) . Neke od
ǌih su obojene crvenom, a preostale plavom bojom. Dokazati da je uvek mogu�e na�i trougao kome su sva 3
temena iste boje i u qijoj se unutraxǌosti ne nalazi ni jedna od preostalih n − 3 taqaka. Da li tvr�eǌe
va�i ako je n 6 8?

8.4. Sa prirodnim brojem a sprovodimo slede�u operaciju: posledǌu cifru dekadnog zapisa broja a mno�imo
sa 4 i to saberemo sa brojem koji se dobija brisaǌem posledǌe cifre broja a (npr. tako od broja 2005 dobi-
jamo: 4 · 5 + 200 = 220). Ovaj postupak nastavǉamo i nastavǉamo sa svakim novodobijenim brojem, beskonaqno
puta (ako npr. stignemo do toga da je a jednocifren broj od ǌega se dobija broj 4 · a + 0 = 4 · a). Ako smo u
nekom koraku dobili broj 2015, dokazati da se u tom nizu brojeva (prethodno nastalih i onih koji �e tek
nastati) ne pojavǉuje ni jedan prost broj.

9.1. Dat je tetivni qetvorougao ABCD. Dokazati da centri upisanih krugova trouglova ABC, BCD, CDA i
DAB pretstavǉaju temena jednog pravougaonika.

9.2. U ravni je dato n > 3 taqaka, pri qemu ne le�e sve na jednoj pravoj. Dokazati da se svaka taqka mo�e
spojiti sa nekim brojem drugih taqaka tako da se dobijeni odseqci ne seku i da obrazuju konveksan mnogougao
razbijen na trouglove.

9.3. Dato je 2n pozitivnih brojeva: a1 < a2 < · · · < a2n. Kako ih treba grupisati u n disjunktnih parova tako
da bude:
a) zbir proizvoda parova najve�i? v) proizvod zbirova parova najve�i?
b) zbir proizvoda parova najmaǌi? g) proizvod zbirova parova najmaǌi?



9.4. Koliko rexeǌa x1, x2, ..., xk u skupu prirodnih brojeva ima jednaqina: x1 + x2 + . . . xk = n.

9.5. Postoji li takav prirodan broj p da je broj n! deǉiv sa 2n−p za svako n > p ?

10.1. Neka su realni brojevi x, y, z > 0. Dokazati nejednakost:

x(x− z)2 + y(y − z)2 > (x + y − z)(x− z)(y − z)

Kada va�i jednakost?

10.2. Dat je jednakostraniqni trougao ABC stranice a, i taqka O unutar ǌega. Prave AO, BO i CO seku
stranice BC, AC i AB u taqkama A1, B1 i C1, redom. Dokazati da va�i: OA1 + OB1 + OC1 < a

10.3. Na�i sve parove (p, q), gde su p i q prosti brojevi za koje je izraz:

p2 + 3pq + q2

a) potpun kvadrat prirodnog broja. b) stepen broja 5.

10.4. U 4ABC neka su: ]BAC = 40◦, ]ABC = 60◦. Neka su daǉe, D i E taqke na stranicama AC i AB, redom,
tako da va�i: ]CBD = 40◦, ]BCE = 70◦. Neka je F presek BD i CE. Dokazati da je AF ⊥ BC.

10.5. 20 qlanova xahovskog kluba su, treniraju�i, me�usobno odigrali ukupno 14 partija. Pri tome je svaki
qlan odigrao bar jednu partiju. Dokazati da je mogu�e na�i 6 partija u kojima je ukupno nastupilo 12
razliqitih igraqa.(Naravno u svakoj xahovskoj partiji uqestvuju dva igraqa, jedan protiv drugog).

11.1. Dokazati da jednaqina:
x2 + y2 + z2 + 3(x + y + z) + 5 = 0

nema rexeǌa u skupu racionalnih brojeva.

11.2. Neka u oxtrouglom trouglu ABC va�i; AB < AC < BC. Neka su I i O centri upisanog, odnosno
opisanog kruga 4ABC. Dokazati da prava OI seqe du�i AB i BC.

11.3. U ravni je dat skup S, od 2n + 1 taqaka tako da nikoje 3 nisu kolinearne, i nikoje 4 ne le�e na istoj
kru�nici. Krug �emo zvati ,,dobar” ako na ǌemu le�e taqno 3 taqke iz S, a unutar ǌega i van ǌega po n− 1
taqaka iz S. Dokazati da je ukupan broj ,,dobrih” krugova iste parnosti kao broj n.

11.4. Neka za nenegativne realne brojeeve a, b, c, d va�i: a + b + c + d = 4. Dokazati nejednakost:
√

a + b + c +
√

b + c + d +
√

a + c + d +
√

a + b + d > 6

Kada �e va�iti jednakost?

11.5. Taqka D je na stranici BC trougla ABC. Neka je taqka F preseqna taqka AD i druge zajedniqke spoǉne
tangente(osim BC) upisanih krugova 4ABD i 4ADC. Na�i geometrijsko mesto koje opisuje taqka F kako se
taqka D kre�e po stranici BC izme�u taqaka B i C.

12.1. Igru ,,Upomo�!” igraju dva igraqa na pravougaonoj tablici od 2000 kvadrati�a, dimenzija 1× 2000 na
slede�i naqin: igraqi naizmeniqno upisuju u neki od praznih kvadrati�a ili slovo S ili slovo O. Igraq
posle qijeg poteza se desi da upisana slova na neka 3 susedna kvadrati�a formiraju req ,,SOS” dobija igru.
Tablica je na poqetku igre prazna. Ukoliko se desi da nakon upisivaǌa svih 2000 slova nikoja 3 susedna
ne formiraju req ,,SOS” partija se proglaxava remijem. Dokazati da igraq koji je drugi na potezu ima
pobedniqku strategiju.

12.2. Neka su k1 < k2 < k3 < ..... prirodni brojevi me�u kojima nikoja dva nisu uzastopna. Neka su, daǉe,
Sm = k1 + k2 + ... + km, za m = 1, 2, 3..... Dokazati da za svako prirodno n interval [Sn, Sn+1) sadr�i bar jedan
potpun kvadrat prirodnog broja.

12.3. Alpinistiqki klub koji ima n qlanova organizuje 4 planinarske ekspedicije za svoje qlanove. Oznaqi-
mo sa E1, E2, E3, E4 timove na te 4 ekspedicije. Na koliko naqina je mogu�e izvrxiti izbor tih timova tako
da va�e slede�i uslovi: E1 ∩ E2 6= Ø, E2 ∩ E3 6= Ø, E3 ∩ E4 6= Ø.

12.4. Nenegativni brojevi a, b, c, p, q, r zadovoǉavaju uslove: a + b + c = p + q + r = 1 i p, q, r 6
1
2
.

Dokazati da onda va�i nejednakost: 8abc 6 pa + qb + rc i ispitati kada va�i jednakost?



12.5. U ravni jednakokrakog trapeza A1A2A3A4 data je taqka P . Dokazati da se od du�ina A1P , A2P , A3P i
A4P kao stranicama mo�e sastaviti konveksan qetvorougao.

12.6. Dokazati da je u oxtrouglom trouglu zbir rastojaǌa ortocentra od temena dvostruko ve�i od zbira
polupreqnika opisane i upisane kru�nice.


