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Део I

Предавања за професоре

15



Предавање 1

Primitivni koreni

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

1.1 Увод

U ovom odeƩku prikaza�emo neophodan teorijski materijal potre-
ban za pra�eƬe rada. Za poqetak definiximo jednu od najznaqajnijih
relacija u skupu celih brojeva, relaciju kongruencije.

Definicija 1. Kaжemo da su celi brojevi a i b kongruentni po mo-
dulu n (n ∈ Z \ {0}) i pixemo a ≡n b ako vaжi n|a− b.

Relacija kongruencije ima veoma sliqne osobine kao i relacija
jednakosti i sada �emo dokazati neke od Ƭih.

Teorema 1. Ako su a, b, c, d celi brojeve i n ∈ Z{0} onda vaжi:

1◦ a ≡n a.

2◦ Ako je a ≡n b, onda je i b ≡n a.

3◦ Ako je a ≡n b i b ≡n c, onda je a ≡n c.

4◦ Ako je a ≡n b i c ≡n d, onda je a+ c ≡n b+ d i ac ≡n bd.

5◦ Ako je a ≡n b, onda je ak ≡n b
k za svaki prirodan broj k.

6◦ Ako je ad ≡n bd i d 6= 0, onda je a ≡ n
(n,d)

b , gde je (n, d) oznaka za

najve�i zajedniqki delilac brojeva n i d.
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Dokaz:

1◦ Dokaz sledi iz definicije relacije kongruencije.

2◦ Kako je a ≡n b, to je a = kn+b, za neki ceo broj k, pa je b = −kn+a,
odnosno b ≡n a.

3◦ Kako je a ≡n b to je a = kn+b, k ∈ Z i kako je b ≡n c to je b = tn+c,
t ∈ Z i kako je b = −kn + a to je −kn + a = tn + c pa je a = tn + kn + c
odnosno a = n(t+ k) + c pa je a ≡n c.

4◦ Kako je a ≡n b i c ≡n d to je a = kn+ b i c = tn + d, za neke cele
brojeve k i l, pa je a+c = kn+b+ tn+d. Onda je a+c = (k+ t)n+b+d tj.
vaжi a+c ≡n b+d. Sliqno je i ac = (kn+b)(tn+d) = ktn2+knd+btn+bd =
n(ktn+ kd+ bt) + bd odnosno ac ≡n bd.

5◦ Dokaz �emo izvesti metodom matematiqke indukcije. Za k = 1
dobijamo a ≡n b xto je uslov zadatka. Pretpostavimo da teorema vaжi
za k = r i dokaza�mo da vaжi za k = r + 1. Onda je ar ≡n br, pa ko-
riste�i Teoremu 1 pod 4 dobijamo ar · a ≡n b

r · b, odnosno ar+1 ≡n b
r+1

qime je dokazan indukcijski korak, pa samim tim i traжeno tvr�eƬe.

6◦ Kako je ad ≡n bd to je ad = kn + bd za neki ceo broj k. Onda
d|kn, odnosno d

(n,d) |k n
(n,d) . Poxto je ( d

(n,d) ,
n

(n,d)) = 1, to vaжi d
(n,d) |k, pa

postoji ceo broj l takav da je k = l d
(n,d) . Onda je ad = lnd

(n,d) + bd, pa je

a = ln
(n,d) + b, odnosno a ≡ n

(n,d)
+b. △

Dokaжimo lemu koje �emo koristiti u dokazu Ojlerove teoreme.

Лема 1. Neka je n ∈ N i (a, n) = 1 (a ∈ Z). Ako su a1, a2, ..., aϕ(n)

prirodni brojevi maƬi od n i uzajamo prosti sa n, onda su bro-
jevi aa1, aa2, ..., aaϕ(n)

kongruentni brojevima a1, a2, ..., aϕ(n)
po modulu

n u nekom redosledu (ovakav skup brojeva naziva se redukovan sistem
ostataka po modulu m).

Dokaz: Dokaжimo da svaki od brojeva aa1, aa2, ..., aaϕ(n)
daje raz-

liqit ostatak pri deƩeƬu sa n. Pretpostavimo suprotno tj. da je
aai ≡n aaj, za neke 1 ≤ i < j ≤ ϕ(n). Onda a|a(ai − aj), pa zbog (a, n) = 1
dobijamo ai ≡n aj, xto je kontradikcija sa izborom brojeva ai i aj.
Ovim je lema dokazan.△

Definicija 2. Funkcija koja svakom prirodnom broju n dodeƩuje broj
prirodnih brojeva koji nisu ve�i od n i uzajamno su prosti sa n
naziva se Ojlerova funkicja i obeleжava se sa ϕ(n).
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Definiciju Ojlerove funkcije ilustrujemo primerima. ϕ(8) = 4
jer su brojevi 1, 3, 5 i 7 uzajamno prosti sa 8 (a 2, 4, 6, 8 nisu), ϕ(7) = 6
jer su brojevi 1, 2, 3, 4, 5 i 6 uzajmno prosti sa 7 (a 7 nije).

Teorema 2. (Ojlerova teorema) Ako je n prirodan broj i (a, n) = 1
onda je aϕ(n) ≡n 1.

Dokaz: Neka su a1, a2, ..., aϕ(n)
prirodni brojevi ne ve�i od n i uza-

jamo prosti sa n. Kako je (a, n) = 1 iz Leme 1 imamo da su brojevi
aa1, aa2, ..., aaϕ(n)

kongruentni brojevima a1, a2, ..., aϕ(n)
po modulu n u

nekom redosledu. Onda aa1 ≡n a
′
1, aa2 ≡n a′2, ... aaϕ(n) ≡n a

′
ϕ(n), gde su

brojevi a′1, a
′
2, ..., a

′
ϕ(n)

brojevi a1, a2, ..., aϕ(n)
u nekom redosledu. Uzi-

maju�i proizvod datih kongurencija dobijamo

(aa1)(aa2)...(aaϕ(n)
) ≡n a

′
1a

′
2...a

′
ϕ(n)

≡n a1a2...aϕ(n)
,

pa je aϕ(n)a1a2...aϕ(n)
≡n a1a2...aϕ(n)

. Kako je (ai, n) = 1 za 1 ≤ i ≤ ϕ(n), to
je (a1a2...aϕ(n)

, n) = 1, pa skra�ivaƬem posledƬe kongruencije dobijamo

aϕ(n) ≡n 1, xto je trebalo dokazati. △

Primetimo da za prost broj p vaжi ϕ(p) = p− 1, pa je ap−1 ≡p 1 ako
p ne deli a, xto je Mala Fermaova teorema. Dakle, Ojlerova teorema
je uopxteƬe Male Fermaove teoreme.

Definicija 3. Ako su celi brojevi a i n uzajamno prosti, poredak
broja a po modulu n je najmaƬi prirodan broj k takav da je ak ≡n 1.

Radi lakxeg shvataƬa definiciju poretka ilustrujemo primerom.
Poredak broja 2 po modulu 5 je 4 zato xto 21 ≡5 2, 22 ≡5 4, 23 ≡5 3,
24 ≡5 1.

Sada �emo dokazati nekoliko svojstava poretka po modulu.

Teorema 3. Ako je poredak broja a po modulu n jednak k onda al ≡n 1
(l ∈ N), ako i samo ako k|l.

Dokaz: Prvo �emo dokazati da ako je al ≡n 1, onda k|l. Pretposta-
vimo suprotno da je l = kx + r i 0 < r < k, za neke x, r ∈ N0. Onda je
al = akx+r = akx · ar = (ak)x · ar, pa kako je ak ≡n 1 onda je i (ak)x ≡n 1.
Zbog al ≡n 1 dobijamo al ≡n (ak)x · ar ≡n a

r, odnosno ar ≡n 1 pa kako je
r < k dobijamo kontradikciju sa pretpostvakom da je k poredak broja
a po modulu n. Dakle k|l xto je i trebalo dokazati. Sada �emo doka-
zati da ako k|l onda i al ≡n 1. Neka je l = tk za neko prirodno t. Sada
je al = atk = (ak)t i kako je ak ≡n 1, to je i al ≡n 1 xto je i trebalo
dokazati. △
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Teorema 4. Ako je poredak broja a po modulu n jednak k, onda je
ai ≡n a

j, ako i samo ako i ≡k j.

Dokaz: Prvo �emo dokazati da ako je ai ≡n a
j, onda je i ≡k j. Kako

je ai ≡n a
j i aj i n su uzajamno prosti(zato xto su i a i n uzajamno

prosti), moжemo napisati ai−j ≡n 1, pa po Teoremi 2. dobijamo k|(i−j)
odnosno i ≡k j po definiciji relacije kongruencije. Sada �emo do-
kazati da ako je i ≡k j onda je i ai ≡n aj. Kako je i ≡k j to k|(i − j),
pa po Teoremi 2. imamo da je a(i−j) ≡n 1. MnoжeƬem sa aj obe strane
kongruencije dobijamo ai ≡n a

j, xto je i trebalo dokazati. △

Teorema 5. Ako ceo broj a ima poredak k po modulu n (n ∈ Z \ {0}),
onda brojevi a, a2, ..., ak daju svi razliqite ostatke pri deƩeƬu sa n.

Dokaz: Zaista ako to ne bi bilo taqno odnosno ako bi postojali
razliqiti brojevi i i j takvi da ai ≡n a

j i 0 < i, j < k prema prethod-
noj teoremi bismo imali da je i ≡k j i kako 0 < i, j < k, odnosno i = j,
xto je nemogu�e.

U daƩem tekstu �emo koristiti oznaku ordn(a) za poredak broja a
po modulu n.

Definicija 4. Ako je poredak broja a po modulu m (m ∈ N \ {0})
jednak ϕ(m) tada se broj a naziva primitivni koren po modulu m.

1.2 Модули по коjима постоjе примитивни корени

Primitivni koreni ne postoje po svim moduluma, xto se jedno-
stavno moжe proveriti. Za poqetak �emo dokazati da po svakom pro-
stom modulu postoji primitivni koren.

Teorema 6. Za svaki prost broj p postoji primitivan korena po tom modulu.

Dokaz: U daƩem dokazu pretpostavƩamo da je p neparan prost broj,
jer je sluqaj p = 2 trivijalan (1 je primitivan koren po modulu 2).
Dokaжimo leme koje �emo koristiti u dokazu.

Лема 2. Neka je ordp(a) = k i neka za neki prirodan broj d vaжi d|k.
Tada postoji c ∈ Zp takvo da je ordp(c) = d.

Dokaz: Dokaжimo da je ordp(a
k
d ) = d. Neka je ordp(a

k
d ) = m. Onda je

a
km
d ≡p 1, pa k|km

d
, odnosno d|m. Kako je (a

k
d )d ≡p a

k ≡p 1, to je zaista

ordp(a
k
d ) = d.△
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Лема 3. Neka je ordp(a) = k, ordp(b) = l i (k, l) = 1. Tada postoji c ∈ Zp

takvo da je ordp(c) = kl.

Dokaz: Dokaжimo da je ordp(ab) = kl. Neka je ordp(ab) = m. Onda je
ambm ≡p 1, pa je i akmbkm ≡p 1 iz qega sledi da je bkm ≡p 1, odnosno
l|km. Kako je (k, l) = 1 zakƩuqujemo da l|m, a sliqno se dobija da i
k|m. Zbog (k, l) = 1 imamo kl|m. Kako je (ab)kl ≡p (ak)l(bl)k ≡p 1, to je
zaista ordp(ab) = kl.

Лема 4. Neka je ordp(a) = k, ordp(b) = l. Tada postoji c ∈ Zp takvo da
je ordp(c) = [k, l].

Dokaz: Neka je [k, l] = pa1
1 p

a2
2 ...p

an
n rastavƩaƬe broja [k, l] na proste

qinioce. Na osnovu prethodne leme postoje niz prirodnih brojeva
b1, b2, ..., bn takvih da je ordp(bi) = pai

i za 1 ≤ i ≤ n. Koriste�i pret-
hodnu lemu zbog (pa1

1 , p
a2

2 ) = 1 to postoji prirodan broj qiji je poredak
pa1
1 p

a2
2 . Sliqnim postupkom zbog (pa1

1 p
a2
2 ...p

ai

i , p
ai+1

i+1 ) = 1 za 1 ≤ i ≤ n − 1
dobijamo da postoji prirodan broj qiji je poredak [k, l] qime zavrxa-
vamo dokaz.

Pre�imo na dokaz teoreme. Neka je m najmaƬi prirodan broj takav
da je xm ≡p 1 za sve m ∈ Zp. Onda za M = [ordp(1), ordp(2), ..., ordp(p− 1)]
vaжi M |m, zato xto postoji c ∈ Zp takav da je ordp(c) = M . Kako je
xM ≡p 1 za sve x =∈ Zp to m|M . Iz ovoga zakƩuqujemo da je m = M .
DovoƩno je pokazti da je m = p− 1.

Zbog Ojlerove teoreme imamo da m|p − 1, odnosno da je p − 1 ≥ m.
Polinom P (x) = xm − 1, P (x) ∈ Zp[x] ima najvixe m nula u Zp, a kako
je P (i) ≡p 0 za i ∈ Zp to je m ≥ p− 1, pa je m = p− 1, qime zavrxavamo
dokaz. △

Na osnovu ove teoreme moжemo izvesti i postojaƬe primitivnih
korena po modulu pk, gde je p neparan prost broj i k ∈ N.

Teorema 7. Za svaki broj oblika pk, gde je p neparan prost broj, a
k ∈ N postoji primitivni koren po tom modulu.

Dokaz: Prvo �emo pokazati da postoji primitvni koren po mo-
dulu p2, poxto postoji primitivni koren po modulu p (Teorema 4.).
Pretpostavimo da g i g + p nisu primitvni koreni po modulu p2, gde
je g primitivan koren po modulu p. Imamo da p − 1|ordp2(g). Kako
ordp2 (g)|p(p − 1), a g nije primitivni koren po p2, to je ordp2 (g) =
p − 1. Sliqno se dobija da je ordp2 (g + p) = p − 1. Onda je 1 ≡p2

(g+ p)p−1 ≡p2

(
p−1
1

)
gp−2p+

(
p−1
0

)
gp−1 ≡p2 −pgp−2 + gp−1, iz qega dobijamo

da je −pgp−2 ≡p2 0, odnosno p|g, xto je kontradikcija. Znaqi postoji
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primitvni koren po modulu p2.

U nastavku dokaza prvo dokazujemo jednu lemu.

Лема 5. Ako je h primitvni koren po modulu p2, onda je hϕ(pk) 6≡pk+1 1,
za h ∈ N.

Dokaz: Tvr�eƬe leme dokazujemo matematiqkom indukcijom po k.
Baza indukcije k = 1 je oqigledna jer je h ve� primitivni koren po
modulu p2. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za neko k ∈ N. Onda je
hϕ(pk) = 1+ apk, za neko a ∈ N za koje je (a, p) = 1. Iz ovoga sledi da je

hϕ(pk+1) = (1+ apk)p ≡pk+2

(
p
1

)
apk +

(
p
0

)
≡pk+2 apk+1 +1. Pretpostavimo da

je apk+1 +1 ≡pk+2 1. Iz ovoga sledi da p|a xto je kontradikcija. Ovim
je lema dokazana.△

Sada �emo pokazati da je primitivni koren h po modulu p2 ujedno
i primitivni koren po modulu pk za k ∈ N, k ≥ 2 matematiqkom in-
dukcijom po k. Baza inudkcije je oqigledna. Pretpostavimo da je
h primitivni koren po modulu pk za neko k ∈ N, k ≥ 2. Onda je
ordpk+1(h)|pk(p − 1) i pk−1(p − 1)|h, pa je ordpk+1 (h) = pk−1(p − 1) ili
ordpk+1(h) = pk(p− 1). Ako je ordpk+1 (h) = pk(p− 1) onda je h primitivni
koren po modulu pk+1 xto je i trebalo dokazati. Me�utim, ako je
ordpk+1(h) = pk−1(p− 1) onda je hϕ(pk) ≡pk+1 1, xto je u kontradikciji sa
prethodnom. Ovim je dokaz zavrxen.△

Kombinacijom prethodnih teorema dobijamo slede�e uopxteƬe.

Teorema 8. Primitivni koreni postoje po modulima 1, 2, 4, pk, 2pk gde
je p neparan prost broj, a k ∈ N.

Dokaz: Nije texko proveriti da je 1 primitivni koren po modu-
lima 1 i 2, a 3 primitivni koren po modulu 4. Tako�e iz Teoreme 4
sledi postojaƬe primitivnog korena po modulu pk, xto je oqigledno
i primitivan koren po modulu 2pk.△

Prirodno se postavƩa pitaƬe da li postoji jox neki modul sem
navedenih po kojima postoji primitivni koren. Slede�a teorema daje
negativan odgovor na to pitaƬe.

Teorema 9. Primitivni koreni postoje samo po modulima 1, 2, 4, pk i
2pk gde je p neparan prost broj i k ∈ N.

Dokaz: Kao i u prethodnim dokazima na poqetku dokazujemo pomo�no
tvr�eƬe.
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Лема 6. Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi ve�i od 2.
Onda ne postoji primitivni koren po modulu mn.

Dokaz: Poxto je m,n > 2 to su ϕ(m) i ϕ(n) parni brojevi. Pretpo-
stavimo da postoji primitivni koren g po modulu mn. Onda vaжi

g
ϕ(m)ϕ(n)

2 ≡m (gϕ(m))
ϕ(n)

2 ≡m 1. Sliqno je i g
ϕ(m)ϕ(n)

2 ≡n 1, pa zbog

(m,n) = 1 vaжi g
ϕ(mn)

2 ≡mn 1. Iz ovoga sledi da g ne moжe da bude
primitivni koren po modulu mn xto je kontradickija.

Iz ovoga sledi da primitivni koreni mogu postojati samo po modu-
lima 1, 2, 4, 8, pk, 2pk, 4pk, gde je p neparan prost broj i k ∈ N. Iz Teo-
reme 6 sledi da je dovoƩno dokazati da primitivni koreni ne postoje
po modulima 8, 4pk. Kako je ord8(1) = ord8(3) = ord8(5) = ord8(7) = 2,
ne postoji primitivni koren po modulu 8. Pretpostavimo da postoji
primitivan koren g po modulu 4pk. Onda je ord4pk (g) = 2pk−1(p − 1).

Kako je gp
k−1(p−1) ≡pk 1 i (g2p

k

)
p−1
2 ≡4 1, to je ord4pk (g) ≤ pk−1(p−1), xto

je kontradikcija. Ovim je dokaz zavrxen.△

1.3 Основне особине примитивних корена

Sada �emo dokazataih nekoliko osnovnih svojstava primitivnih
korena.

Teorema 10. Neka je g primitivan koren po prostom modulu p > 2.
Onda je g

p−1
2 ≡p −1.

Dokaz: Imamo da je (g
p−1
2 )2 ≡p 1, p|(g p−1

2 +1)(g
p−1
2 −1). Ako p|g p−1

2 −1,

dobijamo da je g
p−1
2 ≡p 1, xto je nemogu�e jer je poredak broj g po mo-

dulu p jednak p−1. Znaqi p|g p−1
2 +1, pa je g

p−1
2 ≡p −1, xto je i trebalo

dokazati.

Teorema 11. Ako po modulu m (m ∈ N) postoji primitivni koren g
tada brojevi gi za 1 ≤ i ≤ ϕ(m) qine redukovan sistem ostataka po
modulu m.

Dokaz: Broj elemenata redukovanog sistema ostataka po modulu m
je ϕ(m), pa je dovoƩno dokazati da me�u elementima gi, za 1 ≤ i ≤ ϕ(m)
nema jednakih po modulu m. Pretpostavimo suprotno, tj. da je gi ≡m

gj, za neke 1 ≤ i < j ≤ ϕ(m) i i 6= j. Onda m|gi(gj−i − 1), a kako je
(m, gi) = 1 dobijamo da m|gj−i − 1, odnosno da je ordm(g) ≤ j − i. Kako
je 0 < j−i < ϕ(m) dobijamo kontradikciju, qime smo zavrxili dokaz.△
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Teorema 12. Ako je g primitivan koren po modulu m, onda je i Ƭegov
inverz g′ primitivan koren po modulu m.

Dokaz: Neka je ordm(g′) = x (1 ≤ x ≤ ϕ(m)). Onda je g′x ≡m 1, pa je
i gϕ(m)g′x ≡1. Me�utim, gϕ(m)g′x ≡m gϕ(m)−x ≡m 1, iz qega zakƩuqujemo
da je x = ϕ(m), pa je i g′ primitivni koren po modulu m.

Teorema 13. Neka je g primitivni koren po modulu m. Tada je i gk

primitivni koren modulu m ako i samo ako je (k, ϕ(m)) = 1.

Dokaz: Neka je (k, ϕ(m)) = 1 i ordm(gk) = l. Onda je gkl ≡m 1, pa
ϕ(m)|kl. Zbog (k, ϕ(m)) = 1 dobijamo da ϕ(m)|l, a kako je (gk)ϕ(m) ≡m 1
to je l = ϕ(m), pa je gk zaista primitivan koren po modulu m.

Neka je gk primitivni koren po modulu m i neka je (k, ϕ(m)) = d.

Onda je (gk)
ϕ(m)

d ≡m (gϕ(m))
k
d ≡m 1, xto povlaqi da je ordm(gk) = ϕ(m) ≤

ϕ(m)
d

, iz qega sledi da je d = 1, xto je i trebalo dokazati.△

Teorema 14. Ako po modulu m postoji primitivni koren onda postoji
taqno ϕ(ϕ(m)) primitivnih korena po tom modulu izme�u 0 i m.

Dokaz: Neka je g primitivan koren po modulu m. Kako skup bro-
jeva gimod m za 0 ≤ i ≤ ϕ(m) po Teoremi 9. obuhvata sve elemente
redukovanog sistema ostataka po modulu m, on obuhvata i sve primi-
tivni korene po modulu m. Po Teoremi 11. gi je primitivni koren
ako i samo ako je (i, ϕ(m)) = 1. Brojeva i, 1 ≤ i ≤ ϕ(m) − 1 koje vaжi
prethodna relacija ima taqno ϕ(ϕ(m)), pa toliko ima i primitivnih
korena po modulu m.△

1.4 Проблеми у вежи са примитивним коренима

U ovom odeƩku prikaza�emo neke zanimƩive probleme u vezi sa
primitivnim korenima.

Zadatak 1. Neka je g primitivni koren po prostom modulu p > 3, za
koji vaжi p|g2 − g − 1. Dokazati da je

a) g − 1 je tako�e primitivni koren po modulu p;
b) Ako je p = 4k + 3 (za neko k ∈ N0) onda je i g − 2 primitivan koren
po modulu p.

RexeƬe: Kako je g(g − 1) ≡p g
2 − g ≡p 1, to je g − 1 inverz od g po

modulu p, pa je i g− 1 primitivni koren Teoremi 10, qime je zavrxen
zadatak pod a). Poxto je g − 1 primitivni koren po modulu p to je

(g − 1)
p−1
2 ≡p −1, pa vaжi
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(g − 1)2k+3 ≡p (g − 1)2 · (g − 1)
p−1
2 ≡p −(g2 − 2g + 1) ≡p g − 2.

Po Teoremi 11 dovoƩno je dokazati da je (2k + 3, p − 1) = 1, tj. da je
(2k + 3, 4k + 2) = 1 xto je oqigledno taqno.

Zadatak 2. Neka je p > 3 prost broj. Dokazati da proizvod primitiv-
nih korena g po modulu p takvih da je 1 ≤ g ≤ p− 1 daje ostatak 1 pri
deƩeƬu sa p.

RexeƬe: Ako je g primitivni koren, onda je i Ƭegov inverz g′ ta-
ko�e primitivan koren po modulu p Teoremi 10. DovoƩno je dokazati
da je g 6≡p g

′. Pretpostavimo da je g ≡p g
′. Onda je g2 ≡p 1, a kako je

p− 1 > 2, to je kontradikcija sa izborom broja g. Ovim smo dokazali
tvr�eƬe zadatka.

Zadatak 3. Neka je n prirodan broj. Dokazati da postoji beskonaqno
mnogo prostih brojeva p takvih da je najmaƬi pozitivan primitivan
koren po modulu p ve�i od n.

RexeƬe ovog problema koristi jednu neelemntarnu teoremu, pa ga
ne�emo ovde navoditi.

1.5 Примена примитивних корена

U ovom odeƩku prikaza�emo kako se pomo�u navedene teorije o pri-
mitivnim korenima mogu na jednostavan naqin dokazati razne stvari
iz teorije brojeva.

1. (Vilsonova teorema) Ako je p broj onda je

(p− 1)! ≡p −1.

Dokaz: Neka je g primitivan koren po modulu p. Onda po Teoremi
9. vaжi

(p− 1)! ≡p g
0+1+...+p−2 ≡p g

(p−1)(p−2)
2 .

Na osnovu Teoreme 8. je g
p−1
2 ≡p −1, pa je g

(p−1)(p−2)
2 ≡p −1, xto

zavrxava dokaz teoreme.△

2. Neka je Sk =

p−1∑

i=1

ik, za neki neparan prost broj p i k ∈ N. Na�i

ostatak od Sk pri deƩeƬu p.

RexeƬe: Neka je g primitivan koren po modulu p. Onda za svako
1 ≤ i ≤ p− 1 postoji jedinstveno 0 ≤ j ≤ p− 2 takvo da je gj ≡p i, pa je
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Sk =

p−2∑

i=0

gki =
gk(p−1) − 1

gk − 1
.

Ako k|p − 1, onda je Sk ≡p −1, a ako p − 1 6| k, onda je (gk − 1, p) = 1,
pa je Sk ≡p 0, qime smo zavrxili zadatak.△

3. Za dati neparan prost broj p na�i sve funkcije f : Z → Z takve da
vaжi
(1) f(m) = f(n) za sve m,n ∈ Z za koje m ≡p n;
(2) f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n ∈ Z.

RexeƬe: Oznaqimo sa g primitivan koren po modulu p. Iz druge
jednakosti za m = n = 0 dobijamo da je f(0) = f(0)2, a za m = n = 1
dobijamo f(1) = f(1)2, pa vaжi f(0), f(1) ∈ {0, 1}. Imamo slede�e sluc-
hajeve:

(1) f(1) = 0: Onda je f(m) = f(m)f(1) = 0, pa je f(m) = 0 za m ∈ Z.

(2) f(1) = 1: Kako je gp−1 ≡1 p, to je f(g)p−1 = 1, pa je f(g) ∈ {−1, 1},
xto nam ponovo daje sluqajeve:

(21) f(g) = 1: Onda je f(gi) = f(g)i = 1, qime je odre�ena funkcija
za sve vrednosti argumenta koje nisu deƩivi sa p. Kako je f(0) ∈ {0, 1}
dobijamo dve mogu�nosti f(m) = 1 za sve m ∈ Z ili f(m) = 1 za
m ∈ Z, p 6| n i f(m) = 0 za p|n.

(22) f(g) = −1: Onda je f(0) = f(0 · g) = −f(0), pa je f(0) = 0. Tako�e
je f(gk) = (−1)k, xto odre�uje Leжandrov simbol, pa je f(m) = (x

p
), tj.

ostatak od x
p−1
2 pri deƩeƬu sa p.

Oqigledno sve ove funkcije ispuƬavaju uslove zadatka, pa su one
zaista rexeƬe. Ovim smo zavrxili zadatak.△

4. Neka je p prost broj ve�i od 3. Da li je mogu�e rasporediti
brojeve 1, 2, ..., p− 1 u temena p− 1-tougla tako da za svaka tri susedna
broja a, b, c takva da je b izme�u a i c vaжi p|b2 − ac.

RexeƬe: Mogu�e je. Neka je g bilo koji primitivan koren po mo-
dulu p. Broj gi−1mod p stavimo u i-to teme mnogougla za 1 ≤ i ≤ p− 1.
Ovim su po Teoremi 9. obuhva�eni svi traжeni brojevi. Za uzastopna
tri temena a, b, c vaжi b2 − ac = (gi)2 − gi−1gi+1 ≡p 0, xto zavrxava
zadatak.△
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1.6 Два отворена проблема

1.6.1 Наjмањи примитиван корен по простом модулу

PitaƬe koje se postavƩa posle prethodnog problema je odre�iva-
Ƭe najmaƬeg primitivnog korena po datom modulu. Ono xto je zani-
mƩivo je da je ovo jox uvek otvoren problem. Ovde �emo izdvojiti
neke od znaqajnijih rezultata iz ove oblasti. Naravno, ne�emo navo-
diti dokaze ovih teorema, jer su daleko od elementarnih. Radi lakxeg
snalaжeƬa oznaqimo sa g(p) najmaƬi pozitivan primitivan koren po
prostom modulu p. Prva znaqajna teorema iz ove oblasti je slede�a:

Teorema 15. (Vinogradov, 1930) Vaжi slede�a nejedenakost (gde je sa
m oznaqen broj razliqitih prostih faktora od p− 1):

g(p) ≤ 2m
p− 1

ϕ(p− 2)

√
p.

Nexto kasnije napravƩeno je poboƩxaƬe u vidu slede�e teoreme.

Teorema 16. (Hua, 1942) Vaжi slede�a nejedenakost (gde je sa m
oznaqen broj razliqitih prostih faktora od p− 1):

g(p) < 2m+1√p.

ZanimƩivo je i napomenuti to da ukoliko bi se uopxtena Rimanova
hipoteza pokazala taqnom, iz Ƭe bi se moglo izvesti da je najmaƬi
primitivan koren po prostom modulu p nije ve�i od 70(ln p)2, xto je
mnogo boƩa procena od navedenih.

1.6.2 Artinova hipoteza

Jedno od najznaqajnijih pitaƬu u vezi primitivnih korena odnosi
se na skup brojeva koji imaju ceo broj a za primitivan koren. Prvu
hipotezu o ovom skupu postavio je Emil Artin u 1927. godini. For-
mulacija hipoteze je slede�a:

Hipoteza 1. (Artin) Neka je a ceo broj razliqit od −1 koji nije
potpun kvadrat. Oznaqimo sa S(a) skup prostih brojeva koji imaju
primitivan koren a. Tada S(a) ima pozitivnu gustinu u skupu pro-
stih brojeva (xto znaqi da je S(a) beskonaqan). Ako broj a nije deƩiv
kvadratom ve�im od 1 gustina je nezavisna od a i iznosi:
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∏
(1− 1

p(p− 1)
),

gde se proizvod vrxi po svim prostim brojevima.

Broj iz prethodne definicije naziva se Artinova konstanta.

U 1967. godini Holej je prvi dokazao prethodnu hipotezu osla-
Ƭaju�i se na specijalne sluqajeve uopxtene Rimanove hipoteze, qime
je hipoteza jox uvek ostala otvorena. U 1984. godini dvojica ma-
tematiqara Ram i Gupta pokazali su da je hipoteza taqna za bes-
konaqno mnogo brojeva a. Najve�i napredak u dokazaviƬu uqinio je
Roxer Hit-Braun pokazavxi da postoje najvixe dva prosta broja za
koja je Artinova hipoteza netaqna. Iako je prethodni matematiqar
�skorodokazao hipotezu jox uvek se ne zna za koje proste brojeve je ona
moжda netaqna. Ono xto je zanimƩivo je da se jox uvek ne zna ni jedna
vrednost broja a za koju je ona taqna.
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Предавање 2

Тополошки простори и

многострукости-интуитивни

приступ

Лука Ненадовић, Висока технолошка школа, Шабац,

Alma mater: Физички факултет, Београд

Овим предавањем желео бих да дам релативно брз и интуитивно jасан
опис тополошког простора. При томе се водим искључиво потребом да
обjасним због чега се уводи поjам тополошког простора и намера ми jе да
текст буде више педагошки него комплетан. Овом приликом бих хтео да
се захвалим Душану Милиjанчевићу на корисним сугестиjама при писању
текста. Такође бих био jако захвалан свима онима коjи ме буду упозорили
на грешке, са обзиром на то да jе текст настао у веома кратком року. Све
примедбе и сугестиjе су добродошле на lnenadovic@ipb.ac.rs.

2.1 Непрекидност

Да би се створила наивна слика непрекидности довољно jе рећи да, ако
неку функциjу можемо да нацртамо, а да при томе не одвоjимо креду од
табле, онда jе та функциjа нужно непрекидна. Наjjедноставниjи пример jе
функциjа f(x) = 1/x. Ова функциjа ниjе дефинисана за x = 0, тако да са
сигурношћу не можемо да нацртамо график ове функциjе не дижући креду
од табле. Да бисмо нацртали ову функциjа морамо да прескочимо нулу.
Како бисмо строжиjе дефинисали непрекидност, неопходно jе да функциjу
посматрамо локално. Потребно jе уверити се да jе функциjа непрекидна
око сваке тачке свог домена.

29
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Када цртамо график неке функциjе f(x), ако jе ова функциjа непре-
кидна у тачки x0, ми можемо и ако не уцртамо тачку f(x0), захваљуjући
интуициjи, да предвидимо коjу вредност ће имати функциjа у тоj тачки. У
случаjу функциjе f(x) = x2 то jе очигледно jер jе ова функциjа непрекидна.
Размотримо, на пример, функциjу дефинисану са:

f(x) =

{
x2 ако x 6= 0,
1 ако x = 0

(2.1)

Ова функциjа очигледно ниjе непрекидна jер посматраjући околину тачке
x = 0 ни на коjи начин не можемо да наслутимо да ће функциjа да скочи у
тоj тачки и да има вредност f(0) = 1. Наравно, да ће искусан математичар
увек да претпостави и такву могућност. Ово jе последица интуитивног
ограничења и неjеднозначности оваквог начина резоновања. Због тога jе
потребна строга и jеднозначна дефинициjа поjма непрекидности.

Добар начин да стожиjе дефинишемо непрекидност jесте да посматрамо
граничне вредности функциjе у околини неке тачке. Да бисмо видели да
ли jе нека функциjа непрекидна у тачки x0, довољно jе да посматрамо
низ x1, x2, x3, . . . коjи конвергира у x0 и да нађемо лимес низа f(x1), f(x2),
f(x3), . . . па да очекуjемо да ће то бити вредност функциjе f у тачки x0.

На пример, за функциjу:

f(x) =

{
−1 ако x < 0,
1 ако x > 0

(2.2)

можемо да испитамо низ xn = 1
n

коjи конвергира у x = 0. Низ функциjа
f(xn) тада конвергира ка f(0) = 1 и очекуjемо да ће вредност функциjе
у тачки x = 0 бити 1. Са друге стране можемо да испитамо понашање
ове функциjе за низ xn = − 1

n
коjи такође конвергира ка x = 0, али са

леве стране. После испитивања конвергенциjе функциjе закључуjемо да
низ функциjа конвергира у f(0) = −1. Из овог разматрања следи да не
можемо да закључимо коjа jе вредност функциjе у тачки x = 0, односно,
можемо да закључимо да функциjа има прекид у x = 0.

Формално нам ни понашање низа не гарантуjе да ли ћемо моћи да
кажемо да ли jе функциjа непрекидна самим тим што ниjе увек могуће
наћи све низове коjи теже некоj вредности аргумента функциjе. Зато ћемо
применити следеће резоновање. Посматраћемо низ x1, x2, x3, . . . коjи се
приближава тачки x0 тако да се низ функциjа f(x1), f(x2), f(x3), . . . све
више приближава вредности f(x0). То значи да ако посматрамо вредности
x коjе су све ближе тачки x0, тада ће вредности f(x) бити све ближе f(x0).
Конкретно, ако узмемо било какав броj ǫ, тада ако jе x довољно близу x0
разлика вредности функциjе f(x) и f(x0) мора бити мања од тог броjа ǫ.
Одатле следи да, ако jе функциjа непрекидна, увек можемо да нађемо неки
броj δ > 0 тако да jе растоjање између f(x) и f(x0) мање од ǫ кад год jе
растоjање између x и x0 мање од δ. Ово резоновање може да се преточи у
следећу дефинициjу:
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Дефинициjа 1. Нека jе на скупу S ⊂ R дефинисана функциjа f : S → R.
Ова функциjа jе непрекидна у тачки x0 ако:

(∀ǫ > 0) (∃δ > 0) (|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ǫ)

Функциjа f : S → R jе непрекидна, ако jе непрекидна у свакоj тачки у S.

Нека jе функциjа дата са f(x) = x2. Тврдимо да jе ова функциjа непре-
кидна, на пример, у тачки x0 = 0. Тада за било коjе ǫ > 0 коjе изаберемо,
морамо наћи δ > 0 тако да jе |f(x) − f(x0)| < ǫ, кад год jе |x − x0| < δ.
Ако изаберемо ǫ = 1 треба да нађемо такво δ да важи |f(x) − f(x0)| < 1
кад год jе |x − 1| < δ. То значи да jе −1 < x2 < 1 кад jе −δ < x < δ. Ако
изаберемо, на пример δ = 1

4 , онда − 1
4 < x − 1 < 1

4 , то jест, 3
4 < x < 5

4 , што
имплицира 0 < 9

16 < x2 < 25
16 < 2, што задовољава постављени услов ǫ = 1.

Међутим, ни оваj задовољени услов нам не гарантуjе да jе функциjа нужно
непрекидна jер дефинициjа мора да важи за било коjе ǫ.

2.2 Отворени скупови

У стандардноj литератури тополошки простор се дефинише увођењем
неколико постулата, при чему, некоме ко се први пут сусреће са материjом,
ниjе интуитивно jасно зашто се за дефинициjу уводе баш ти постулати. У
овом одељку ћемо доказати два теорема, коjи ће нас мотивисати да дефи-
нишемо математички обjекат коjи ће имати баш такву структуру какву има
тополошки простор.

Кренућемо од познате дефинициjе за отворни интервал. Ако су a и b
два реална броjа тада скуп (a, b) називамо отворени интервал ако важи:
(a, b) = {x ∈ R|a < x < b}. Оваj скуп се састоjи од свих реалних броjева
између a и b осим њих самих. Ако укључимо и краjње тачке добиjамо
затворени интервал: [a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}.. Комбиновањем ове две
дефинициjе добиjамо полу-отворени интервал, тj. (a, b] = {x ∈ R|a <
x ≤ b}, односно [a, b) = {x ∈ R|a ≤ x < b}.

Униjа два отворена интервала неће нужно бити отворени интервал. На
пример, (0, 1)∪ (2, 3) не може да се напише као (a, b). Због тога jе нужно да
дефинишемо отворени скуп:

Дефинициjа 2. Нека jе скуп S ⊂ R. Кажемо да jе скуп S отворен, ако
за сваку тачку x ∈ S постоjи неки отворени интервал (x− δx, x+ δx)(δx > 0)
коjи jе садржан у S.

Интервал (x−δx, x+δx) се назива отворена околина тачке x. Отворену
околину можемо да схватимо као простор за дисање тачке x у скупу S. У
том духу можемо да интерпретирамо отворени скуп као скуп чиjа свака
тачка има око себе неки простор за дисање. Довољно jе да замислимо
путнике у градском превозу.

На основу претходне дефинициjе, интервал (0, 2) jе отворен зато што
свака тачка x ∈ (0, 2) има отворену околину. Ако jе x ≤ 1, тада ако узмемо
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δx = x тако да (x − δx, x + δx) = (x − x, x + x) = (0, 2x) ⊂ (0, 2) за x ≤ 1.
Et vice versa, за x ≥ 1, ако узмемо δx = 2 − x, онда jе (x − δx, x + δx) =
(x− (2− x), x + 2− x) = (2x− 2, 2) ⊂ (0, 2) док год jе x ≥ 1.

Исто тако, на основу претходне дефинициjе, можемо да видимо да униjа
два отворена интервала представља отворени скуп. Узмимо, на пример,
иниjу (0, 2) ∪ (3, 4) Ако x ∈ (0, 2), можемо као у претходном примеру да
узмемо δx = x или δx = 2−x, а ако x ∈ (3, 4) тада опет можемо да поделимо
разматрање на два случаjа. За x ∈ (3, 3 1

2 ] ако изаберемо δx = 1
2 (x− 3) тада

(x − δx, x + δx) = (x − 1
2 (x − 3), x + 1

2 (x − 3)) = (x2 + 3
2 ,

3
2x − 3

2 ) ⊂ (3, 4).
За x ∈ [3 1

2 , 4) можемо да узмемо δx = 1
2 (4 − x) и тада jе (x − δx, x + δx) =

(x− 1
2 (4− x), x + 1

2 (4− x)) = (32x− 2, 12x+ 2) ⊂ (3, 4).
Бесконачни отворени интервал, на пример (3,∞), jе отворени скуп, што

можемо да видимо ако узмемо δx = x − 3, тj. за x ≥ 3, (x − δx, x + δx) =
(x, 2x− 3) ⊂ (3,∞).

Како свака тачка отвореног скупа припада неком отвореном интервалу,
можемо да тврдимо да jе отворени скуп униjа отворених интервала. Како
jе скуп S непреброjиви подскуп скупа реалних броjева, онда jе он униjа
бесконачно много отворених интервала, заправо, униjа околина сваке своjе
тачке. Ово тврђење могуће jе преточити у следећи

Теорем 1. Униjа произвољно много отворених скупова jе отворени скуп.

Доказ. Нека jе {Si} колекциjа отворених скупова, i ∈ I. Ако x ∈ ⋃i∈I
Si, то

значи да тачка x сигурно припада неком од Si. Како jе Si отворен, постоjи
нека околина тачке x у Si, тj. (∃δx > 0)((x − δx, x + δx) ∈ Si). Како jе
ова околина садржана у Si, онда jе она такође садржана и у униjи

⋃
i∈I

Si.
Овим смо доказали да (∀x ∈ ⋃i∈I

Si)(∃(x− δx, x+ δx) ∈
⋃

i∈I
Si), што значи

да jе униjа
⋃

i∈I
Si отворен скуп. 2

На следећем примеру ћемо видети да кад причамо о пресеку више отво-
рених скупова морамо да будемо опрезниjи. Наиме, посматраjмо колекциjу
отворених скупова:

S1 = (−1, 1), S2 = (−1,
1

2
), S3 = (−1,

1

3
), . . . , Si = (−1,

1

i
), . . . ,

и нека jе P пресек ових скупова P = S1 ∩ S2 ∩ S3 ∩ . . .∩ Si ∩ . . .. Видимо да
jе скуп P заправо интервал (−1, 0] коjи ниjе отворен, тj. тачка 0 не може
слободно да дише. Новонастли проблем jе регулисан следећим теоремом:

Теорем 2. Било коjи коначни пресек колекциjе отворених скупова jе отво-
рен скуп.

Доказ. Нека jе S1, S2, . . . , Sn коначна колекциjа отворених скупова. Ако
x ∈ ⋂n

i=1 Si, како jе сваки од ових скупова отворен, важи следећи исказ
(∀i)(∃δx,i > 0)((x− δx,i, x+ δx,i) ∈ Si). Нека jе δx = min(δx,1, . . . , δx,n). Како
има кончно много позитивних броjева δx,i, и њихов минимум ће такође бити
позитиван, тако да ће да важи: (∀i)(∃(x−δx, x+δx) ⊂ (x−δx,i, x+δx,i) ⊂ Si).
Овде видимо да jе отворени интервал (x − δx, x+ δx) садржан у сваком Si,
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што за последицу има да jе оваj интервал садржан и у пресеку свих ових
скупова, одакле закључуjемо да jе и пресек свих ових отворених скупова
отворен скуп. 2

Постоjе и два екстремна примера отворених скупова. Први jе цео скуп
реалних броjева R jер (∀x ∈ R)(∀δx > 0)(x − δx, x + δx) ∈ R), а други jе
празан скуп ∅. Према дефинициjи отворени скуп захтева да свака тачка
има простор за дисање, што jе за празан скуп аутоматски задовољено jер
празан скуп ∅ нема тачака.

После дефинициjе отвореног купа потребно jе дефинисати и комплемент
овог скупа, тj. затворени скуп.

Дефинициjа 3. Подскуп S ⊂ R jе затворен ако jе његов комплемент R\S
отворен скуп.

Скуп [a, b] jе, на основу ове дефинициjе, затворен jер jе његов компле-
мент (−∞, a)∪ (b,∞), као униjа два отворена скупа, отворен скуп. Jасно jе
да су ова два интервала отворена, што може да се види ако узмемо δx = a−x
за x < a, односно δx = x−b за x > b. На основу исте дефинициjе можемо да
видимо да скуп (2, 3) ниjе затворен jер његов комплемент (−∞, 2] ∪ [3,∞)
ниjе отворен док на пример, скуп (2, 3] ниjе ни отворен ни затворен. Оваj
скуп ниjе отворен зато што ниjе отворени интервал, а са друге стране ниjе
ни затворен jер његов комплемент (−∞, 2] ∪ (3,∞) ниjе отворени скуп. То
међутим не важи и за бесконачни полу-отворени интервал коjи jе затворени
скуп. То можемо да видимо на примеру (−∞, 2] jер jе његов комплемент
отворени интервал (2,∞).

2.3 Непрекидност и отворени скупови

На краjу овог одељка биће формулисан кључни теорем коjи jе неопходан
да би се у потпуности интуитивно jасно прешло на концепт непрекидности
у тополошком смислу. Дати теорем се односи на везу између поjма отво-
реног скупа и поjма непрекидности. Често се у стандардним текстовима о
топологиjама креће од дефинициjе непрекидности за пресликавање jедног
тополошког простора у други, али без jасне интуитивне представе зашто
се то тако дефинише. Оваj одељак, као и претходна два, имаjу управо
ту функциjу да надокнаде недостаjућу везу. Наjпре ћемо увести неколико
додатних поjмова.

Дефинициjа 4. Нека jе f : D → C функциjа. Скуп D у том случаjу
нзивамо домен функциjе, a скуп C кодомен функциjе. Ако jе S ⊂ C
подскуп кодомена, тада jе предлик скупа S, f−1(S) подскуп домена D,
дефинисан као:

f−1(S) = {x ∈ D|f(x) ∈ S}.
Другим речима, предлик скупа S се састоjи од свих тачака коjе се у S
пресликаваjу функциjом f .
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Узмимо, на пример, функциjу f : R → R коjа jе дефинисана са f(x) =
x2 − x. Тада важе следећа тврђења коjа се виде непосредно из дефинициjе:
f−1(R) = R, f−1[−1,∞) = R, f−1[0,∞) = (−∞, 0)∪(1,∞). На овом примеру
можемо да видимо да предлик може да буде и само jедна тачка, то jест:
f−1(−∞,−1] = { 1

2} или чак празан скуп: f−1(−∞,−1) = ∅.
Пре него што докажемо следећи важан теорем, потребно jе показати

понашање предликова функциjе у комбинациjи са основним скуповним опе-
раторима.

Лема 1. Нека jе дата функциjа f : S → T и нека су U, V ⊂ T , тада важе
следећи искази:

i) f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V ),

ii) f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V ),

iii) f−1(∅) = ∅,

iv) f−1(T ) = S.

Доказ. i) x ∈ f−1(U ∩ V ) ⇒ f(x) ∈ U ∩ V , односно, f(x) ∈ U ∧ f(x) ∈ V ⇒
x ∈ f−1(U)∧x ∈ f−1(V ), то jест, x ∈ f−1(U)∩f−1(V ). ii) x ∈ f−1(U ∪V ) ⇒
f(x) ∈ U ∪ V , односно, f(x) ∈ U ∨ f(x) ∈ V ⇒ x ∈ f−1(U) ∨ x ∈ f−1(V ),
то jест, x ∈ f−1(U) ∪ f−1(V ). iii) Предлик f−1(∅) jе увек празан скуп, jер
када би садржао неки елемент s, тада би важило f(s) = ∅, што jе немогуће
jер jе у контрадикциjи са дефинициjом функциjе. iv) f−1(T ) = S jер jе
(∀s ∈ S)(f(s) = T ). 2

И коначно, очекивани теорем, коjи даjе везу између товорених скупова
и непрекидности:

Теорем 3. Нека jе f : R → R функциjа. Ако jе f непрекидна функциjа,
тада jе f−1(S) отворен скуп, кад год jе S ⊂ R отворен скуп. Важи и обрнуто:
Ако jе f−1(S) отворен скуп, кад год jе S отворени подскуп скупа R, тада jе
f непрекидна функциjа.

Доказ. Неопходност доказуjемо тако што полазимо од претпоставке да jе
f непрекидна, што значи да (∀x0 ∈ R)(∀ǫ > 0)(∃δ > 0)(x ∈ (x0 − δ, x0+ δ) ⇒
f(x) ∈ (f(x0)−ǫ, f(x0)+ǫ)). Нека jе сада S отворени подскуп у R. Да бисмо
показали да jе f−1(S) отворен, узећемо да jе x0 било коjа тачка у f−1(S) и
наћи ћемо позитиван броj δ, такав да jе (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ f−1(S). Ако x0 ∈
f−1(S), тада f(x0) ∈ S, па како jе S отворен (∃ǫ > 0)(f(x0)−ǫ, f(x0)+ǫ) ⊂ S.
Како jе f непрекидна функциjа то значи да (∃δ > 0)(x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⇒
f(x) ∈ (f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ)). Интервал (f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ) ⊂ S, видимо да
f(x) ∈ S кад год x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). То значи да (x0 − δ, x0 + δ) ∈ f−1(S),
што значи да jе f−1(S) отворен. Q.E.D.

Довољност доказуjемо тако што претпоставимо да jе f−1(S) отворен кад
год jе S отворен. Нека jе x0 тачка из домена функциjе f , а ǫ > 0 реалан
броj. Интервал (f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ) jе отворен, тако да jе и његов предлик
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f−1(f(x0) − ǫ, f(x0) + ǫ) отворен. Оваj предлик садржи тачку x0 зато што
jе f(x0) садржано у (f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ). Како jе предлик отворен, можемо
да нађемо интервал (x0 − δ, x0 + δ) коjи jе садржан у предлику. Отуда
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ f−1(f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ) ⇒ f(x) ∈ (f(x0)− ǫ, f(x0) + ǫ),
што значи да jе f непрекидна. Q.E.D. 2

2.4 Тополошки простори

Сада желимо да дефинишемо ширу класу математичких обjеката коjа
ће да задржи неке особине поља реалних броjева, али при томе хоћемо да
та шира класа математичких обjеката поседуjе уопштење поjма отвореног
скупа. Ми можемо да уопштимо дефинициjу непрекидности, ослањаjући се
на дефинициjу уопштења отвореног скупа са коjим jе поjам непрекидности у
нераскидивоj вези, што смо демонстрирали последњим теоремом. Оно што
jе наш краjњи циљ jесте jедна широка класа структура над коjом ћемо моћи
да дефинишемо непрекидност као jедну од наjфундаменталниjих особина
пресликавања. Управо су тополошки простори jедна тако широка класа
обjеката. У дефинициjу тополошког простора ћемо да уградимо оне особине
коjе имаjу отворени скупови на пољу реалних броjева, а при томе ћемо
оствити слободу да одредимо шта ће то бити проглашено за отворени скуп.

Дефинициjа 5. Тополошки простор jе уређени пар (X, T (X)), скупа
X и подскупа његовог партитивног скупа T (X) ⊂ P(X) коjи задовољава
следеће аксиоме:

τ1. Скуп X jе отворен.

τ2. Празан скуп ∅ jе отворен.

τ3. Произвољна униjа отворених скупова jе отворен скуп.

τ4. Коначан пресек отворених скупова jе отворен скуп.

Колекциjа отворених подскупова скупа X , T (X) назива се топологиjа
на X , а елементe скупа X ћемо звати тачке. Аксиоми τ1− τ4 се засниваjу
на особинама отворених скупова коjе смо претходно размотрили. То нам
гарантуjе да ће се отворени скупови било ког тополошког простора пона-
шати као отворени подскупови у R.

Први пример тополошког простора jе онаj коjи смо већ имали пред
собом, тополошки простор R. Већ смо видели да су цео R и ∅ отворени
скупови, а да jе на пољу реалних броjева произвољна униjа отворених
скупова отворен скуп и да jе коначан пресек отворених скупова отворен
скуп, видели смо на основу теорема 1 и 2, респективно.

Ако имамо скупX = {a, b}, коjи се састоjи од само два елемента, можемо
на овом скупу да задамо топологиjу на више начина. Наjпре, можемо да се
сложимо да празан скуп ∅ и цео скуп {a, b} назовемо отвореним скупом. У
том случаjу су задовољени аксиоми τ1 и τ2. Аксиом τ3 jе такође задовољен
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jер jе jедина могућа униjа ∅ ∪ {a, b} = {a, b} отворен скуп. Задовољен jе и
аксиом τ4 jер jе пресек ∅ ∩ {a, b} = ∅ исто тако отворен скуп.

На овом скупу сада можемо да задамо неку топологиjу. Скуп X ћемо
топологизовати тако што ћемо његове подскупове, на пример, ∅, {a}, {b},
{a, b} назвати отвореним. Тиме смо на скупу X задали топологиjу T (X) =
{∅, {a}, {b}, {a, b}}. Ово ниjе био jедини избор. Могли смо да се определимо
и за топологиjу T ′(X) = {∅, {a}, {a, b}} тиме што подскуп {b} не бисмо
прогласили отвореним скупом. Уређени пар (X, T (X)) jе тополошки про-
стор. Аксиоми τ1 и τ2 су задовољени jер су и цео скуп X и празан скуп ∅
отворени скупови, а аксиоми τ3 и τ4 су такође задовољени jер су униjе и
пресеци отворени скупови зато што су сви подскупови скупа X отворени.

На датом скупу X имамо више начина да се конструишемо тополошки
простор. Као што смо већ видели, можемо да прогласимо отвореним скупо-
вима само цео скуп X и празан скуп и у том случаjу имамо индискретну
топологиjу. Ако, насупрот томе, све подскупове скупа X прогласимо
отвореним, тада смо задали дискретну топологиjу. Само задавање топо-
логиjе на неком скупу дефинише шта су то отворени подскупови. По ана-
логиjи са скупом реалних броjева, и овде можемо да дефинишемо шта jе то
затворени скуп.

Дефинициjа 6. Нека jе дат тополошки простор (X, T ). Подскуп Y ⊂ X
je затворен ако jе комплемент X\Y отворен.

У претходно наведеном примеру где смо имали индискретну топологиjу
T (X) = {∅, {a, b}} на скупу X = {a, b}}, jедини отворени скупови су били
∅ и {a, b}}. Ови подскупови скупа X су у исто време и затворени jер су
њихови комплементи, респективно, {a, b}} и ∅ отворени скупови. Остали
подскупови скупа X су {a} и {b}, а они нису затворени jер њихови компле-
менти {b} и {a} нису отворени скупови. Дакле ови подскупови нису ни
отворени ни затворени. У случаjу топологиjе T (X) = {∅, {a}, {b}, {a, b}},
сваки комплемент ових отворених скупова jе неки од отворених скупова,
тако да су сви ови скупови у исто време и затворени.

Ми смо дефинисали тополошки простор како бисмо могли да уопштимо
дефинициjу непрекидности на много ширу класу математичких обjеката.

Дефинициjа 7. Функциjа f : X → Y коjа пресликава jедан тополошки
простор на други jе непрекидна ако jе њен предлик f−1(U) било ког отво-
реног скупа U ⊂ Y отворен скуп у X .

Када причамо о тополошким просторима уобичаjено jе да се уместо
термина функциjа користи термиин мапа и при томе се обично мисли на
непрекидну функциjу.

Нека скуп X = {a, b} из раниjих примера има дискретну топологиjу
T (X) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}. Ако дефинишемо пресликавање f : X → R
следећим релациjама f(a) = −1 и f(b) = 1. Потребно jе да проверимо да
ли jе ова функциjа непрекидна. Нека jе U отворени скуп у R. Тада су
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предликови дати са:

f−1(x) =





{a} ако −1 ∈ U ∧ 1 /∈ U,
{b} ако −1 /∈ U ∧ 1 ∈ U,
{a, b} ако −1 ∈ U ∧ 1 ∈ U,
∅ ако −1 /∈ U ∧ 1 /∈ U.

У сваком од ових случаjева, предликови су отворени скупови, па jе f непре-
кидна мапа.

Нека jе скуп X = {a, b} опремљен дискретном топологиjом T (X) =
{∅, {a}, {b}, {a, b}}, а скуп Y = {a, b} индискретном топологиjом T (Y ) =
{∅, {a, b}}. дефинишемо пресликавање f : X → Y тако да f(a) = a и f(b) =
b. Тада су предликови отворених скупова из Y : f−1(∅) = ∅ и f−1(Y ) = Y
отворени скупови, па jе f непрекидна мапа. Ако имамо инверзно пресли-
кавање g : Y → X такво да jе g(a) = a и g(b) = b видећемо да ово
пресликавање ниjе непрекидно jер jе, на пример, {a} отворени скуп у X ,
a g−1({a}) = {a} ниjе отворени скуп у Y , тако да ово пресликавање ниjе
непрекидно.

Видели смо да jе преко дефинициjе тополошког простора могуће про-
ширити поjам непрекидности и на дискретне математичке обjекте, али оно
што jе од интереса за даља разматрања, jесу вишедимензионални конти-
нууми, као што су R2, R3, простор Минковског, итд. Jедан од кључних
тополошких обjеката помоћу коjег ове скупове можемо да опремимо топо-
логиjом jе отворена лопта.

У случаjу дводимензионалног еуклидског простора R2, за било коjу
тачку (x, y) ∈ R2 и било коjи реални броj δ > 0 можемо да дефинишемо
отворену лопту као:

Bδ(x, y) = {(x′, y′)|
√
(x − x′)2 + (y − y′)2 < δ}.

Оваj скуп се назива дводимензионална отворена лопта радиjуса δ и пред-
ставља аналогон отвореном интервалу у R. Подскуп Q ⊂ R2називамо
отвореним, ако (∀(x, y) ∈ Q)(∃δ > 0)(Bδ(x, y) ∈ Q). Интуитивно jе jасно
да jе (R2, Bδ) тополошки простор. Аксиом τ1 jе задовољен jер jе цео R2

садржан у лопти B∞, а за празан скуп jе аксиом τ2 аутоматски задовољен.
Аксиоми τ3 и τ4 су задовољени праволиниjским уопштавањем теорема 1 и
2 на дводимензионални случаj.

На основу овог разматрања, ми можемо да топологизуjемо еуклидски
простор Rn на исти начин као и у случаjу R2 увођењем отворене лопте:

Bδ(~x) = {~y ∈ Rn|d(~x, ~y) < δ},

где jе d(~x, ~y) =
√
(x1 − x1)2 + . . .+ (xn − yn)2 за ~x = (x1, . . . , xn) и ~y =

(y1, . . . , yn). И тада, кажемо да jе неки подскуп Rn отворен, ако око сваке
тачке тог скупа може да се нађе отворена лопта коjа припада том подскупу.
Простор опремљен мером дужине d(~x, ~y) назива се метрички простор.

Како у отвореном подскупу скупа Rn око сваке тачке може да се опише
отворена лопта коjа jе садржана у том подскупу, отуда jе таj подскуп униjа



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

свих тих отворених лопти. Онда можемо да тврдимо да jе сваки отворени
скуп униjа отворених лопти, што нас доводи до следеће дефинициjе.

Дефинициjа 8. У тополошком простору (X, T (X)) колекциjа B отворених
подскупова скупа X назива се базис топологиjе на X , ако сваки отворени
скуп у X представља униjу скупова из B.

У случаjу скупа R базис топологиjе jе колекциjа свих коначних отво-
рених интервала (a, b), a, b ∈ R jер сваки отворени скуп садржи отворени
интервал око сваке тачке, и самим тим, представља униjу тих отворених
интервала.

У случаjу скупа {a, b, c} са дискретном топологиjом, сваки подскуп jе
отворени скуп и тада скупови {a},{b} и {c} чине базис топологиjе jер се
сваки подскуп скупа {a, b, c} може представити као униjа неког од ових
подскупова.
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Предавање 3

Тополошки простори и

многострукости-интуитивни

приступ

Лука Ненадовић, Висока технолошка школа, Шабац,

Alma mater: Физички факултет, Београд

3.1 Тополошке особине

Ширина дефинициjе тополошких простора оставља места за веома ве-
лику класу онога што можемо да подразумевамо под поjмом простор. Ме-
ђутим, без додатних особина тополошки простор jе превише општи поjам
да бисмо могли да оперишемо над њим и без додатних рестрикциjа може да
испољи и неке jако дивље особине. Због тога ћемо дефинисати неке додатне
поjмове коjи се односе на тополошке просторе.

Jедан од првих и основних, а коjи нам jе интуитивно jасан, jе концепт
повезаности. Интуитивно нам jе jасно да jе неки подскуп еуклидског про-
стора R3 повезан, ако било коjе две тачке тог скупа можемо да повежемо
непрекидном кривом, а да при томе не изађемо из тог скупа.

Дефинициjа 9. Кажемо да jе тополошки простор (X, T (X)) неповезан
ако можемо да нађемо два отворена подскупа U, V ∈ X таква да:

• U и V немаjу пресек, тj. U ∩ V = ∅,

• U и V покриваjу X , tj. U ∪ V = X ,

• ни U ни V нису празни, тj. U 6= ∅, V 6= ∅.
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Ако унутар X нема таквих скупова, тада jе тополошки простор (X, T (X))
повезан.

Размотримо отворене подскупове . . . , (−2, 0), (−1, 1), (0, 2), (1, 3), . . . ∈ R.
Jасно нам jе да ови отворени скупови у потпуности прекриваjу скуп R. Зато
уводимо два нова поjма.

Дефинициjа 10. Отворени покривач тополошког простора (X, T (X))
jе колекциjа отворених подскупова у X , таквих да свака тачка коjа припада
X , припада наjмање jедном од тих отворених подскупова.

За тополошки простор (X, T (X)) кажемо да jе компактан ако дозво-
љава коначно пречишћење. То значи да за сваку бесконачну колекциjу
отворених скупова коjи покриваjу X , можемо да одбацимо све осим коначно
много и да они и даље представљаjу отворени покривач (X, T (X)).

Постоjи и еквивалентна дефинициjа коjа каже да jе скуп компактан ако
сваки отворени покривач има коначан потпокривач.

Да (0, 1) ниjе компактан, може лако да се покаже дефинисањем отво-
рених скупова Un, n ∈ N ∧ n > 1:

U2 = (
1

2
, 1), U3 = (

1

3
, 1), . . . , Un = (

1

n
, 1), . . .

Ови интервали покриваjу цео скуп (0, 1) jер за било коjи реалан броj x
између 0 и 1, постоjи довољно велики броj n, тако да x ∈ ( 1

n
, 1) за довољно

велико n. Међутим, ако покушамо да нађемо било какво коначно пречиш-
ћење, на пример Ui1 , . . . , Uik , оно неће покрити цео интервал (0, 1) jер ће
униjа такве коначне колекциjе бити неко Ui = (1

i
, 1), где jе i максимум свих

i1, . . . , ik. Оваj интервал не садржи тачку 1
i
, па закључуjемо да оваj скуп

нема коначно пречишћење, односно ниjе компактан.
Да jе [0, 1] компактан, лако jе показати довођењем претпоставке да jе

некомпактан до апсурда. Размотримо два интервала [0, 12 ] и [ 12 , 1]. Претпо-
ставимо да бар jедан од њих нема коначно пречишћење и назовимо га I1.
Ако jе I1 = [0, 12 ] онда оваj интервал можемо да поделимо на два интервала
[0, 14 ] и [ 14 ,

1
2 ], а ако jе I1 = [ 12 , 1], поделићемо га на [ 12 ,

3
4 ] и [ 34 , 1]. У том

случjу бар jедан од ових интервала неће имати коначно пречишћење и њега
назовемо I2. Тада и таj интервал можемо поделити на два интервала, и
тако даље. Настављаjући оваj процес добиjамо низ затворених интервала:

[0, 1] ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · ·

Ови интервали имаjу све мању дужину. Интервал In има дужину 1
2n , а

по претпоставци ни jедан од ових интервала нема коначно пречишћење.
Пресек свих ових интервала биће jедна тачка x ∈ [0, 1]. Ова тачка мора
бити садржана у бар jедном отвореном скупу из отвореног покривача. Како
jе оваj скуп отворен, он мора садржати неки простор за дисање око тачке x,
односно, x ∈ (x−δx, x+δx)∩[0, 1], (δx > 0). Оваj отворени скуп ће садржати
неки од затворених интервала In, ако jе дужина отвореног интервала мања
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од δ, tj. 1
2n < δx, односно, n > log2(

1
δx
). То значи да ће за довољно велико

n интервал In бити садржан у (x − δ, x + δ) коjи jе садржан у отвореном
покривачу. Отуд, In има коначно пречишћење почетног покривача, што jе у
контрадикциjи са почетном претпоставком да In нема коначно пречишћење.

Компактност простора jе у корелациjи са постоjањем границе неког про-
стора. Као што затворени интервал [0, 1] садржи граничне тачке 0 и 1, а
отворени интервал (0, 1) не, исто тако и лопта садржи спољну сферу као
своjу границу, док отворена лопта не саджи своjу границу.

Последња веома важна особина тополошког простора jе Хаусдорфова
(Hausdorff) особина.

Дефинициjа 11. Тополошки простор (X, T (X)) jе Хаусдорфов ако за
сваке две различите тачке x, y ∈ X , постоjе отворени подскупови U, V ⊂ X
такви да x ∈ X и y ∈ Y и при томе важи да U ∩ V = ∅.

За Хаусдорфов простор се jош каже да jе различив, односно да можемо
да разликуjемо било коjе две тачке тог простора у смислу да свака тачка
има своj простор за дисање. Користи се jош и термин отуђеност тачака.

Интервал [0, 1] jе Хаусдорфов. Да бисмо то показали, узмимо да су
x, y ∈ [0, 1] две различите тачке. Тада jе |x−y| > 0 и ако узмемо δ = 1

2 |x−y|
и дефинишемо U = (x−δ, x+δ)∩ [0, 1] и V = (y−δ, y+δ)∩ [0, 1]. Како су ово
пресеци са отвореним скуповима, ови пресеци су отворени. На основу тога
како смо дефинисали U и V , x ∈ U и y ∈ V и U ∩V 6= ∅, па jе оваj интервал
Хаусдорфов тополошки простор. Слично, Rn je Хаусдорфов тополошки
простор за све n.

Скоро сви простори са коjима jе већина нас имала искуство до сада су
Хаусдорфови. Насупрот томе, скуп {a, b} са индискретном топологиjом ниjе
Хаусдорфов тополошки простор. Ако узмемо x = a и y = b, тада jе jедини
отворени скуп коjи садржи x цео скуп, коjи исто тако садржи и тачку y.

Постоjе и егзотичниjи примери простора коjи нису Хаусдорфови. Jедан
jе права линиjа са додатном нулом 0̃. Оваj тополошки простор L ћемо кон-
струисати на следећи начин: за сваки подскуп скупа R коjи не садржи тачку
0 постоjи одговараjући подскуп скупа L коjи проглашавамо отвореним, ако
jе одговараjући подскуп R отворен. За сваки отворени подскуп скупа R коjи
садржи тачку 0 постоjе три одговараjућа подскупа скупа L. Jедан садржи
тачку 0, други садржи тачку 0̃, а трећи садржи и 0 и 0̃. Сва ова три подскупа
L проглашавамо отвореним ако jе одговараjући подскуп скупа R отворен.
Отворени подскупови L задовољаваjу аксиоме тополошког простора. Ова
конструкциjа се назива реална линиjа са двоструком нулом. Већина
тачака на овоj линиjи jе отуђено, међутим, ако узмемо у обзир тачке 0 и 0̃
онда то не можемо са сигурношћу да тврдимо. Сваки отворени подскуп L
коjи садржи тачке 0 и 0̃ одговара отвореном подскупу скупа R коjи садржи
0. Свака два таква подскупа R ће се преклапати и њихов пресек ће садржати
неки отворени интервал (−δ, δ), Одавде следи да ако узмемо у обзир jедан
отворени подскуп из L коjи садржи 0 и jедан коjи садржи 0̃, они ће се
преклапати, па закључуjемо да L ниjе Хаусдорфов тополошки простор.
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3.2 Хомеоморфизми

Да би два простора била тополошки еквивалентна, неопходно jе да може
да се направи прелаз са jедног простора на други у том смислу да непре-
кидна мапа са доменом у jедном простору има одговараjућу непрекидну
мапу са доменом у другом простору и обрнуто. Потребно jе и да непрекидна
мапа са ликовима у jедном простору има одговараjућу мапу са ликовима у
другом простору и обрнуто.

Дефинициjа 12. За два тополошка простора (X, T (X)) и (Y, T (Y )) су
хомеоморфна (тополошки изоморфна) ако постоjе непрекидне мапе f :
X → Y и g : Y → X такве да

(f ◦ g) = idY и (g ◦ f) = idX .

У том случаjу мапе f и g називамо хомеоморфизмима. idX и idY су
идентичне мапе скупова X и Y на саме себе. Мапе f и g су међусобно
инверзне, тако да пишемо f−1 уместо g и g−1 уместо f .

Ако кажемо да jе f : X → Y хомеоморфизам, тада подразумевамо да jе
f непрекидна мапа и да постоjи непрекидна мапа g : Y → X инверзна мапи
f , и обрнуто.

Можемо лако да покажемо да су свака два интервала на реалноj правоj
хомеоморфна. Узмимо, на пример, X = (−1, 1) и Y = (0, 3). Овде можемо
да дефинишемо f : X → Y и g : Y → X као

f(x) =
3

2
(x+ 1), g(x) =

2

3
x− 1. (3.1)

Ове мапе су непрекидне и очигледно међусобно инверзне и непрекидне као
композициjе сабирања и множења. Одатле следи да су X = (−1, 1) и Y =
(0, 3) хомеоморфни.

Сваки отворени интервал на реалноj правоj jе хомеоморфан целоj ре-
алноj правоj. Ово можемо да докажемо и ствар jе техничке природе, па ћемо
ово само илустровати jедним примером. У случаjу отвореног интервала
(−π

2 ,
π
2 ) ако дефинишемо непрекидну мапу f : (−π

2 ,
π
2 ) → R:

f(x) = tg(x). (3.2)

Како jе ова мапа биjекциjа можемо да дефинишемо и инверзну мапу g :
R → (−π

2 ,
π
2 ):

g(x) = arctg(x). (3.3)

У тополошком жаргону, хомеоморфни простори су идентични jер испо-
љаваjу исте тополошке особине. Можемо видети да компактност простора
чини класу еквиваленциjе хомеоморфизама и да компактни простори могу
да буду међусобно хомеоморфни, те да не постоjи хомеоморфизам између
компактног и некомпактног простора.
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Ово можемо показати на примеру круга S1. Круг можемо задати експо-
ненциjалном мапом e : [0, 1] → S1 коjу ћемо дефинисати параметризациjом
e(t) = (cos(2πt), sin(2πt)). Нека jе U отворени покривач круга S1, па jе
самим тим U колекциjа отворених подскупова у S1. За сваки подскуп
U ∈ U , постоjи отворени подскуп f−1(U) ∈ [0, 1] jер jе f непрекидна мапа.
Колекциjа свих ових отворених подскупова f−1(U) ∈ U jе отворени по-
кривач интервала [0, 1], тако да ова колекциjа има коначно пречишћење.
Нека jе V коначна колекциjа скупова U таквих да ∪U∈Vf−1(U) покрива
[0, 1]. Тада jе V коначно пречишћење отвореног покривача U круга S1.
Ово можемо да закључимо из следећег резоновања: ако x ∈ S1, тада jе
x лик мапе f , ако jе f сирjективна, што значи да постоjи y ∈ [0, 1] такво
да f(y) = x. Како jе [0, 1] покривен скупом ∪U∈Vf−1(U), мора да постоjи
U ∈ V такво да y ∈ f−1(U), што значи да f(y) ∈ U , односно, x ∈ U . Одавде
закључуjемо да за сваку тачку x ∈ S1, постоjи неки подскуп у V коjи садржи
x, што значи да jе V коначно пречишћење отвореног покривача U , па jе круг
S1 компактан.

Ово резоновање има неколико фундаменталних последица. Прва после-
дица jе исказ да ако jе f : X → Y непрекидна мапа и скуп X jе компактан,
онда jе и скуп Y компактан. Дакле лик компактног простора jе компактан,
што значи да не постоjи сирjективна непрекидна мапа [0, 1] → (0, 1). Оно
што jош можемо да закључимо, а што jе последица свега овога, jесте да
не постоjи хомеоморфизам између компактног и некомпактног тополошког
простора. То значи да интервали [0, 1] и (0, 1) нису хомеоморфни.

Ово наравно не значи да су сви компактни простори међусобно хомео-
морфни. То можемо показати на већ познатом примеру интервала [0, 1]
и jеднодимензионалне сфере S1. Разлог овоме можемо лако да видимо.
Ако из интервала [0, 1] изузмемо тачку 1

2 добиjамо неповезан простор, док
ако изоствимо било коjу тачку на сфери, добиjамо повезан простор. Ако
су ови простори били хомеоморфни пре уклањања тачака, мораjу бити
хомеоморфни и после уклањања.

3.3 Тополошке многострукости

У овом делу ћемо увести поjам тополошких многострукости коjе имаjу
jако jедноставну структуру.

Дефинициjа 13. Нека jеM тополошки простор. Кажемо да jе М тополошка
многострукост димензиjе n ако задовољава следеће аксиоме:

τµ1. M jе Хаусдорфов тополошки простор. За сваки пар тачака p, q ∈ M
постоjе отворени подскупови U, V ∈M такви да су U ∩V = ∅ за p ∈ U
и q ∈ V .

τµ2. Топологиjа на M има преброjив базис.

τµ3. M локално изгледа као еуклидски простор димензиjе n. Свака тачка
у M има околину коjа jе хомеоморфна са отвореном околином у Rn.
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То да многострукост M локално изгледа као еуклидски простор, значи
да за сваку тачку p ∈ M можемо да нађемо отворени подскуп U ∈ M коjи
садржи тачку p, отворени подскуп Ũ ∈ Rn и хомеоморфизам ϕ : U → Ũ .

Наjjедноставниjи пример n−димензионалне тополошке многострукости
jе сам еуклидски простор Rn. Оваj простор jе Хаусдорфов и има преброjив
базис jер увек можемо да нађемо колекциjу отворених лопти са рационалним
центрима и рационалним полупречницима и том колекциjом прекриjемо
цео Rn. Наравно, Rn jе хомеоморфан самом себи, не само локално, него и
глобално.

Дефинициjа 14. Нека jе M тополошка многострукост димензиjе n. Ко-
ординатна карта или само карта jе уређени пар (U,ϕ), где jе U отворени
подскуп у M , а ϕ : U → Ũ хомеоморфизам из U у отворени подскуп
Ũ = ϕ(U) ⊂ Rn.

Свака тачка p ∈ M jе садржана у домену неке карте (U,ϕ). За дату
карту (U,ϕ), скуп U називамо координатни домен или координатна
околина дате тачке. Мапа ϕ се тада назива локална координатна мапа,
а компоненте (x1, . . . , xn) функциjе ϕ дефинисане преко хомеоморфизма
ϕ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) називаjу се локалне координате на U .

3.4 Диференциjабилне многострукости

Да би смо могли да заснуjемо анализу на многострукостима, како би
реалне функциjе, криве и мапе над многострукостима имале смисла, потребно
jе да уведемо додатне структуре на већ постоjећу тополошку структуру
многогострукости. Неопходно jе да уведемо критериjум по коjем ћемо моћи
да одлучимо да ли jе нека функциjа на многострукости глатка или не.

Кренућемо од аналогиjе са еуклидским простором. Ако су U и V отворени
подскупови еуклидског простора Rn, функциjу f : U → V називамо глатка
или бесконачно диференциjабилна функциjа, што се наjчешће обележава
са C∞, ако свака компонента ове функциjе има непрекидне све парциjалне
изводе свих редова. Додатно, ако jе f биjекциjа и има глатку инверзну мапу,
онда ћемо jе звати дифеоморфизам. У овом случаjу, дифеоморфизам jе
хомеоморфизам.

Размотримо сада неку многострукост M димензиjе n. Било коjа тачка
ове многострукости jе у домену неке координатне мапе задате са ϕ : U →
Ũ ⊂ Rn. Конзистентна дефинициjа глатке функциjе на M би била да ка-
жемо да jе функциjа f : M → R глатка ако jе сложена функциjа f ◦ ϕ−1 :
Ũ → R глатка у горе наведеном смислу. Ово jе сасвим довољна мотивациjа
за следећу дефинициjу.

Дефинициjа 15. Нека jе M тополошка многострукост димензиjе n. Ако
су (U,ϕ) и (V, ψ) две координатне карте такве да се прекриваjу U ∩ V 6= ∅,
сложена мапа ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) назива се мапа прелаза са ϕ
на ψ. Као композициjа хомеоморфизама, ова мапа jе хомеоморфизам. За
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две карте (U,ϕ) и (V, ψ) кажемо да су глатко компатибилне или ако jе
U ∩ V = ∅ или ако jе мапа прелаза ψ ◦ ϕ−1 дифеоморфизам.

Често се за глатку компатибилност користи термин глатко шивење. То
интуитивно значи да jе прелаз са jедне карте на другу гладак.

Дефинициjа 16. Нека jе M тополошка многострукост димензиjе n. Дефи-
нишемо атлас A многострукости M као колекциjу карта чиjи домени у
потпуности покриваjу M . Атлас A називамо глатки атлас ако су било
коjе две карте у A глатко компатибилне jедна са другом.

У општем случаjу, постоjи више могућих избора атласа коjи ће дати
исту глатку структуру. Размотримо на пример следећа два атласа на Rn:

A1 = {(Rn, idRn)}, A2 = {(B1(x), idB1(x))|x ∈ Rn}.

Иако су ово два различита глатка атласа, jасно jе да jе мапа f : Rn →
R глатка на оба атласа ако и само ако jе глатка у смислу стандардног
диференциjалног рачуна.

Ми можемо да дефинишемо глатку структуру као класу еквиваленциjе
глатких атласа под одређеном релациjом еквиваленциjе, али jе уобичаjено
да то урадимо на следећи начин.

Дефинициjа 17. Глатки атлас A на многострукости M jе максималан
ако ниjе садржан ни у jедном већем глатком атласу.

Ово значи да било коjа карта коjа jе глатко компатибилна са сваком
картом у A jе већ у A. Такав гладак атлас се често назива и комплетни
атлас. Сада ћемо дефинисати централни обjекат диференциjалне геоме-
триjе.

Дефинициjа 18. Глатка структура на тополошкоj многострукости M
димензиjе n jе максимални глатки атлас. Уређени пар (M,A), где jе M
тополошка многострукост димензиjе n, а A глатка структура на M , назива
се диференциjабилна многострукост димензиjе n.
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Предавање 4

Svo�eƬe matematiqog modela

жice koja osciluje na sistem

linearnih jednaqina

ƨubica Mati�, Matematiqki fakultet

4.1 Таласна jедначина

Definicija 5. U svakodnevnom жivotu qesto nailazimo na pojave koje
su opisane mnogim fiziqikim, mehaniqim, statiqim osobinama. Iz
жeƩe da ih boƩe razumemo i preciznije opixemo, nastala je xiroka
teorija koja istom zadatku prilazi sa razliqitih aspekata.
Razmotrimo oscilaciju tanke жice koja je uqvrs�ena na jednom svom
kraju, dok je suprotan kraj slobodan. RazmatraƬe vrximo uz pret-
postavku da oscilacije zavise samo od horizontalne promenƩive x i
vremenske t. Tako�e, uqvrs�en kraj жice oznaqimo sa a, a slobodan
sa b.

OdstupaƬe od ravnotaжnog poloжaja taqke жice sa apscisom x u
vremenskom trenutku t oznaqimo sa u = u(x, t).

Pri kretaƬu slobodnog kraja жice, u fiziqom smislu moжemo iz-
uqavati putaƬu, brzinu prilikom kretaƬa koja moжe biti konstantna
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ili ne, postojaƬe poqetne brzine, ubrzaƬa...
Tako�e, moжe se prouqavati dejstvo spoƩaxƬih i unutraxƬih fak-
tora kao xto su: sile koje uzrokuju otpor pri kretaƬu, morfoloxke
karakteristike tela (oblik, gustina, homogenost, elastiqnost). .

U statici su izuqene osnovne korelacije izme�u veliqina koje opi-
suju dato kretaƬe. Na primer, iz formule s = v·t vidimo da se brzina
moжe posmatrati kao izvod puta po vremenu, a (zbog v = a·t) diferen-
ciramo li tu veliqinu jox jednom po vremenu, dobi�emo ubrzaƬe.

Ovo pokazuje da se, uz poznavaƬe odgovaraju�e matematiqke apara-
ture, moжe smaƬiti broj promenƩivih koje opisuju dato kretaƬe xto
dovodi do znaqajnog upros�avaƬa i mogu�nosti za detaƩnije istraz-
hivaƬe. .
Upravo se zbog ovih praktiqnih potreba razvila teorija koju su rav-
nomerno podsticali matematiqari, fiziqari, mehaniqari..
Klasa jednaqina koju definixe ova teorija se naziva jednaqinama ma-
tematiqke fizike.

Pokaжimo sada kako izgleda generisaƬe matematiqkog modela na
primeru жice koja osciluje:

Sa T (x, t) obeleжimo silu istezaƬa (ona je tangentna na жicu), sa
ρ(x) gustinu жice, a sa F (x, t) silu koja se odnosi na spoƩaxƬe uti-
caje.

Prema Hukovom zakonu, sila istezaƬa T (x, t) �e biti konstantna
tj. |T (x, t)| = To.
Posmatrajmo segment жice (x, x + ∆x) i ispitajmo sile koje na Ƭega
deluju.
Tu su: sila istezaƬa qiji je intenzitet jednak slede�oj razlici
T (x+ ∆x, t) − T (x, t), zatim spoƩaxƬa sila qije �emo dejstvo oznaqa-
vati sa F (x, t).

Drugi ƫutnov zakon govori o tome da je rezultuju�a sila koja de-
luje na telo jednaka proizvodu mase i ubrzaƬa tog tela.
Kada ovo primenimo u konkretnom sluqaju oscilacije жice i posma-
tramo komponentu paralelnu sa u osom, dobi�emo:

(Tosinα)|x+∆x − (Tosinα)|x + F (x, t)∆x = m · a = ρ(x)∆x∂2u
∂t2

(x, t)

PosledƬa jednakost je ispuƬena jer smo ubrzaƬe posmatrali kao
∂2u
∂t2

, a masu kao proizvod linearne gustine i duжine. Tako�e, pri
malim oscilacijama , tj. kada je mala vrednost ugla α, moжemo da
izvrximo slede�u aproksimaciju:
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sinα = tanα√
1+(tanα)2

≈ tanα

Uoqavamo da je tanα upravo promena u(x, t) zavisno od prve koor-
dinate, odnosno izvod, tako da pixemo:

sinα = tanα√
1+(tanα)2

≈ tanα = ∂u
∂x

Dakle, masu, ubrzaƬe i sinα smo izrazili preko funkcija u(x, t) i
ρ(x).
Kada obe strane jednakosti podelimo sa ∆x , dobi�emo:

T0
1

∆x
[∂u(x+∆x,t)

∂x
− ∂u(x,t)

∂x
] + F (x, t) = ρ(x)∆x∂2u

∂t2
(x, t)

S obzirom da posmatramo proizvoƩan interval (x, x+∆x), moжemo
zahtevati da ∆x−→0. U tom sluqaju izraz

1
∆x

[∂u(x+∆x,t)
∂x

− ∂u(x,t)
∂x

]

konvergira ka ∂2u
∂x2 (x, t)

Dakle, drugi ƫutnov zakon i teoreme fizike su nam dali jednac-
hinu koja opisuje kretaƬe taqaka жice. Uz izvesne aproksimacije, tu
jednaqinu svodimo na slede�u:

ρ(x)∂
2u

∂t2
(x, t) = To

∂2u
∂x2 (x, t) + F (x, t)

i konaqno, kada prethodnu jednakost podelimo sa ρ(x), dobi�emo:

∂2u
∂t2

(x, t) = p·∂2u
∂x2 (x, t) + f(x, t)

gde je p = To

ρ(x) pozitivan koeficijent.

Primetimo da smo pri generisaƬu matematiqog modela razmatrali
samo uticaj spoƩaxƬe sile i sile istezaƬa. Kada u razmatraƬe uvr-
stimo i elastiqne sile, model dobija komplikovaniji oblik:

∂2u
∂t2

(x, t) = p·∂2u
∂x2 (x, t) − q(x)u(x, t) + f(x, t)
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gde je q(x) funkcija koja opisuje elastiqnu silu koja deluje na жicu
u taqki x.

Pravac sile elastiqnosti se poklapa sa samom putaƬom taqaka
жice, tako da postoji linearna vaza izme�u elastiqne sile i odstu-
paƬa od ravnoteжnog poloжaja u(x, t) xto je u prethodnoj jednaqini
predstavƩeno kao q(x)u(x, t).
Tako�e, prvi qlan desne strane jednakosti se odnosi na silu iste-
zaƬa, a drugi na elastiqnu silu. S obzirom da ove dve sile imaju
suprotan smer, postalo je jasno i zaxto su obrnuti predznaci qlanova
koji ih predstavƩaju.

Ovako izvedena jednaqina spada u klasu parcijalnih diferenci-
jalnih jednaqina.

Jednaqina u kojoj se javƩaju parcijalni izvodi nepoznate funkcije
u nezavisno promenƩivih x1, x2, ...xn se naziva parcijalna diferenci-
jalna jednaqina. ƫen red je odre�en redom najvixeg izvoda. Opxta
parcijalna diferencijalna jednaqina je oblika:

F (x1, x2, ...xn, u,
∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

.... ∂u
∂xn

, ∂
2u

∂x1
, ∂

2u
∂x2

.... ∂
2u

∂xn
.... ∂ku

∂x1
k1 ....∂xk

kn
)

gde je F data funkcija.

Naravno, ona ne mora da sadrжi sve nezavisno promenƩive, nepo-
znatu funkciju i sve Ƭene parcijalne izvode.
RexeƬe parcijalne diferencijalne jednaqine je funkcija iz nekog do-
pustivog skupa funkcija koja ovu jednaqinu identiqki zadovoƩava.

4.2 Фуриjеова метода раздваjања променљивих

Predstavimo u(x, t) kao proizvod:

u(x, t) = u(x)·τ(t)

Jednaqina

∂2u
∂t2

(x, t) = ∂
∂x

(p·∂u
∂x

)− q(x)u

se, ovako uvedenom smenom, transformixe na slede�i oblik:

u(x)τ”(t) = (p·u(x)′τ(t))′ − q(x)u(x)τ(t) = τ(t)[(pu(x))′ − q(x)u(x)]
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ili

τ”(t)
τ(t) = p·u(x)′τ(t))′−q(x)u(x)

u(x) = λ

kada posledƬu jednakost drugaqije napixemo, dobi�emo:

−((p·u(x)′)′ + q(x)u(x) = λu(x) = f(x)
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4.3 Апроксимациjа помоћу коначних разлика

Metoda konaqnih razlika se zasniva na zameni izvoda koliqnicima
konaqnih razlika.
Ideja se sastoji u tome da se odabere konaqno mnogo taqaka segmenta
na kom je definisana promenƩiva x. Te taqke nazivamo qvorovima
mreжe.
Ukoliko su qvorovi ravnomerno raspore�eni, mreжa je ravnomerna,
inaqe je neravnomerna.
Mreжa definisana korakom h, rastojaƬem me�u qvorovima, je data sa:

wh = [xi|xi = ih; i = 0, 1...n;h = l
n
]

gde je l duжina segmenta na kom je promenƩiva x definisana.

Na ovako definisanoj mreжi izvode aproksimiramo na slede�i
naqin:

ux,i =
1
h
[u(xi+1)− u(xi)]

ux̄,i =
1
h
[u(xi)− u(xi−1)]

ux̄x,i =
1
h
(ux,i − ux̄,i) =

1
h2 [u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)]

Koris�eƬem konaqnih razlika, prethodno definisan zadatak:

−((p·u(x)′)′ + q(x)u(x) = λu(x) = f(x)
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moжe biti predstavƩen matriqnom jednaqinom:

ili,

Au = f

Dakle, ovim smo dobili sistem linearnih jednaqina.
Naizgled apstaktan problem pronalaжeƬa odgovaraju�eg matematiq-
kog modela za oscilatorni proces i Ƭegovo rexavaƬe je svedeno na
dobro poznat teren linearne algebre.



Предавање 5

IspitivaƬe osobina sfernih i

planarnih soqiva na bazi

metamaterijala

OgƬen Tripunovi�, Matematiqka gimnazija

Apstrakt

Metamaterijali predstavƩaju relativno novu grupu vextaqkih ma-
terijala qija se glavna karakteristika ogleda u negativnom indeksu
prelamaƬa ovakvih struktura. Zbog svojih izuzetnih performansi,
mogu�e ih je koristiti za pravƩeƬe supersoqiva, tj. soqiva koja
prevazilaze difrakcioni limit. U ovom radu dat je teorijski opis
prostiraƬa svetlosti kroz soqivo napravƩeno od metamaterijala uz-
imaju�i u obzir dve geometrije: planarnu i sfernu. Numeriqki re-
zultati pokazuju zavisnost prelomƩenog dela poƩa od opsega frekven-
cija, upadnog ugla, kao i od samog oblika poƩa puxtenog na supersoc-
hivo. Prikazana je mogu�a primena sfernog soqiva baziranog na me-
tamaterijalu kao rutera u optiqkim telekomunikacionim sistemima.

5.1 Увод

Glavne elektromagnetne karakteristike nekog materijala su Ƭe-
gova dielektriqna permitivnost ε i magnetna permeabilnost µ. Za
razliku od prirodnih sredina, kao xto su staklo, kristal, itd., u
kojima su ova dva parametra (tj. Ƭihovi realni delovi) uvek pozi-
tivne veliqine, za neke metamaterijale vaжi da je ε, µ < 0. Takvi
metamaterijali se nazivaju levoruki metamaterijali (LHM- left han-
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ded metamaterial) [1], jer u Ƭihovom elektromagnetnom poƩu vaжi ta-
kozvano pravilo leve ruke.

Istorija metamaterijala poqiƬe 1968. godine idejom ruskog fi-
ziqara Viktora Veselaga o postojaƬu supstance sa istovremeno ne-
gativnim vrednostima ε i µ [2]. Promenom algebarskog znaka tih
parametara u qetiri Maksvelove jednaqine [3], dobija se levoruka
trojka elektriqnog poƩa E , magnetnog H i faznog vektora k [1]. Tri-
desetak godina kasnije osmixƩene su strukture bazirane na peri-
odiqnom ponavƩaƬu blokova napravƩenih od tankih metalnih жica
(TW- metal thin wire) i prstenastih rezonatora (SRR- metal split ring
resonator). Gradivni elementi bloka, nezavisno jedni od drugih, u
nekim opsezima frekvencija poseduju negativnu dielektriqnu permi-
tivnost (TW), odnosno magnetnu permeabilnost (SRR). Kombinacijom
ovakva dva elementa napravƩeni su metamaterijali sa elektromagnet-
nim svojstvima koja se u prirodi ne mogu prona�i.

Bitna osobina metamaterijala jeste da im je proseqna dimenzija
jediniqne �elije mnogo maƬa od talasne duжine upadnog zraqeƬa. U
krajƬem sluqaju, ona moжe iznositi qetvrtinu vrednosti talasne duz-
hine upadnog zraqeƬa. To je uslov koji osigurava da pri prelamaƬu
talasa kroz metamaterijal ne do�e do efekata rasejaƬa i difrakcije
[1].

Indeks prelamaƬa neke sredine (n = n′ + in′′, gde su n′ i n′′ realan
i imaginaran deo indeksa prelamaƬa, respektivno) zavisi od pomenu-
tih dveju velicina ε i µ. Iako se obiqno smatra da je n′ > 0 , relacija
n′ < 0 ne krxi nikakve fundamentalne zakone. Materijal sa istovre-
meno negativnim realnim delovima dielektriqne permitivnosti ε′ i
magnetne permeabilnosti µ′ �e uvek posedovati negativan efektivni
indeks prelamaƬa (ubudu�e samo indeks prelamaƬa). Glavna osobina
ovih materijala je inverzan Snelov zakon. Zakon prelamaƬa je dat
izrazom n1 sinα1 = n2 sinα2 pri qemu su α1 i α2 upadni, odnosno prelo-
mƩeni ugao, a n1 i n2 indeks prelamaƬa sredine iz koje talas dolazi,
odnosno materijala kroz koji se talas prelama. Poxto je indeks pre-
lamaƬa LH metamaterijala negativan, znaqi da se kroz takvu sredinu
svetlost prelama pod negativnim uglom, tj. sa iste strane normale
na razdvojnu povrxinu kao i upadni talas. Potrebno je napomenuti
da indeks prelamaƬa zavisi i od frekvencije i da u zavisnosti upad-
nog ugla (Brusterov ugao) moжe do�i do pojave totalne refleksije.
U ovim materijalima prime�eni su i fenomeni inverznog Doplerovog
efekta, obrnute Qerenkove radijacije itd. [4].

Zbog mnoxtva specifiqnih svojstava, metamaterijali bi u veli-
koj meri mogli doprineti razvoju optike, medicine i raznih nauqnih
grana. Naime, predvi�aƬa ukazuju na to da bi se od Ƭih mogla pro-
izvesti tzv. supersoqiva koja bi bila planarna za razliku od kon-
vencionalnih i davala oxtriju sliku predmeta, znaqajno smaƬuju�i
aberaciju. Ova pojava sledi iz qiƬenice da bi kod ovakvih soqiva
bio prevazi�en difrakcioni limit, pa bi se ona mogla primeniti i
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u medicini za npr. posmatraƬe minijaturnih �elija raka [1]. Super-
soqiva bi se mogla koristiti za pove�aƬe kapaciteta memorije kod
optiqkih diskova i kao pojaqavaqi antena [5]. Jox jedna neobiqna
primena metamaterijala jeste pravƩeƬe plaxta za nevidƩivost. Na-
ime, napravƩene su strukture koje primoravaju EM zrak da zaobi�e
predmet koji se nalazi unutar Ƭih, pa predmet, na taj naqin, postaje
nevidƩiv za naxe oko.

CiƩ rada je ispitivaƬe osobina planarnih soqiva na bazi metama-
terijala, odnosno izraqunavaƬe uslova pri kojima se ovo soqivo moжe
okarakterisati kao supersoqivo. Drugi ciƩ predstavƩa ispitivaƬe
osobina sfernog soqiva konstruisanog od metamaterijala, kao i ispi-
tivaƬe mogu�nosti za upotrebu takvog soqiva kao rutera u optiqkim
(telekomunikacionim ili raqunarskim) sistemima.

5.2 Модели

U ciƩu izvo�eƬa izraza za indeks prelamaƬa metamaterijala korix�en
je Lorencov model [6]. Relativna dielektriqna permitivnost, mag-
netna permeabilnost i indeks prelamaƬa dati su izrazima:

ε = ε∞ ·
(
1− ω2

p

ω2 − ω2
r + iωΓe

)
, (5.1)

µ = 1− Fω2
0

ω2 − ω2
0 + iωΓm

, (5.2)

n = ±√
ε · µ, (5.3)

gde su ε∞ pozadinska dielektriqna konstanta, ω frekvencija upad-
nog talasa, ωp plazma-frekvencija koja predstavƩa jaqinu interakcije
oscilatora sa elektriqnim poƩem, ωr rezonantna frekvencija elek-
triqnog dipola, F jaqina interakcije elektriqnog i magnetnog poƩa,
ω0 rezonantna frekvencija magnetnog dipola, a Γe i Γm faktori pri-
guxeƬa u elektriqnom i magnetnom poƩu, respektivno. Ukoliko je
zadovoƩen uslov (ε′ > 0 ∨ µ′ > 0) ∧ (ε′ · µ′′ + ε′′ · µ′ > 0) vrednost indeksa
prelamaƬa u jednaqini (3) �e biti pozitivna. U ostalim sluqajevima
indeks prelamaƬa je negativan.

Apsorpcija predstavƩa slabƩeƬe svetlosti pri prolasku kroz neku
sredinu i Ƭena vrednost se kre�e u opsegu od 0 do 1. Apsorpcija EM
talasa kroz metamaterijal je data slede�im izrazom [7]:

A =
1

γ0|E0|2
∫ L

0

[
Im(γ2b )|Ey(x)|2 − Im

(µ′

µ
E′E∗

y

)]
,

gde je E0 upadna amplituda elektriqnog poƩa, E∗
y koƬugovano kom-

pleksna vrednost y-komponente elektriqnog poƩa u supersoqivu, γ0 =√
k20εsµs, gde je k0 talasni broj u vakuumu, β konstanta propagacije
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talasa, a εs i µs permitivnost i permeabilnost okolne sredine, re-
spektivno. PoƩe unutar metamaterijala na poziciji x, oznaqeno je
sa Ey(x) dok su ostale relevantne veliqine date izrazima µ′ = dµ

dx ,

E′
y =

dEy

dx , γb =
√
εs · µs + ε · µ · sin2 α, pri qemu je α upadni ugao.

Pri svakom prelasku zraka svetlosti u novu sredinu, deo svetlosti
se reflektuje, a ostatak se transmituje. Procenat svetlosti koji se
transmituje dat je slede�om relacijom:

T = 1−
(

tg(β − α)

tg(β + α)

)2

,

gde su α i β vrednosti upadnog i prelomƩenog ugla, respektivno. Deo
svetlosti koji pro�e kroz metamaterijal je dat slede�om formulom:

Tuk = T1 · T2 · (1−A),

gde su T1 i T2 koeficijenti transmisije pri ulasku, odnosno izlasku
iz metamaterijala.

5.2.1 Планарно сочиво од метаматериjала

Neka je dato planarno soqivo debƩine d i neka se taqkasti izvor
svetlosti nalazi na rastojaƬu p od soqiva (Slika 1). Frekvencija
svetlosti zadovoƩava uslov da je n′ < 0. Neka je θs ugao pod kojim
neki zrak upada na soqivo. Ako je ns indeks prelamaƬa sredine, prema
Snelovom zakonu prelamaƬa, ima se da je ugao prelamaƬa jednak

θ = arcsin
( sin θs · ns

|n|
)
.

Glavna osa sadrжi izvor svetlosti i normalna je na soqivo. S druge
strane soqiva, zrak seqe glavnu osu u tacki L. Kako je AB = PB · tgθs
i AB = BC · tgθ, izjednaqavaƬem dobijamo

BC = BE − CE = PB
tgθs
tgθ

(5.4)

Analogno se dobija da je

CE = EL
tgθs
tgθ

. (5.5)

Imaju�i u vidu da je PB = p, BE = d i EL = x, iz jednaqina (4) i (5)
sledi:

x = d
tgθ

tgθs
− p. (5.6)

U sluqaju x < 0 preseqna taqka L je imaginarna i nalazi se sa druge
strane prave DE.
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Slika 1: Planarno soqivo napravƩeno od metamaterijala

5.2.2 Сферно сочиво од метаматериjала

Posmatra se 2-D model homogene sfere polupreqnika Rs od metama-
terijala u (x, y) koordinatnom sistemu (Slika 2). Ukoliko, paralelno
x-osi, kroz sferno soqivo pustimo svetlosni zrak qija frekvencija
zadovoƩava uslov n′ < 0 on �e se dva puta prelomiti, kao xto je
prikazano na Slici 2. Radi detekcije, sa druge strane x-ose moжemo
postaviti zastor na kome �e ovaj zrak padati u taqku L. Ukoliko
su koordinate upadne taqke P (x1, y1) koordinatu x′′ taqke L moжemo
izraqunati na naqin opisan u slede�em pasusu.

Radi jednostavnosti recimo da je x′′ > 0. Neka je (x, y) kompleksna
ravan. Taqka A se dobija rotacijom taqke P oko centra soqiva za ugao
2β + π. Otuda vaжi

(x1 + iy1)e
i(2β+π) = x2 + iy2. (5.7)

Ako je γ = 2β + π, realni i kompleksni delovi leve strane jednaqine
(7) respektivno su dati izrazima x2 = x1 cos γ − y1 sin γ i y2 = y1 cos γ +
x1 sin γ. Iz sliqnosti trouglova △DAO i △CBO sledi da je x′ = x2

y3

y2
.

Na sliqan naqin se dobija da je |AB| = Rs
y3−y2

y2
. Tako�e vaжi θ1 =

π
2 −arccos x2

Rs
, pa je ugao kod taqke L jednak θ2 = π

2 −θ1−α. PrimeƬuju�i

sinusnu teoremu na trougao △BLA dobija se da je |BL| = |AB| sinα
sin θ2

.
SabiraƬem duжi CB i BL dobijena je traжena koordinata tj. x′′ =
x′+|BL|. Ukoliko svetlost padne na levu stranu zastora u nekoj taqki,
sliqnim postupkom je mogu�e odrediti Ƭene koordinate. Koordinata
y3 je odre�ena poloжajem zastora.

Potrebno je napomenuti da, za razliku od planarnih, u praksi do
sada nisu konstruisane sferiqne strukture na bazi metamaterijala,
tako da je, naжalost, sferni pojam metamaterijala jox uvek samo te-
orija.
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Slika 2: 2-D model sfernog soqiva napravƩenog od metamaterijala

5.3 Резултати и дискусиjа

Pri prouqavaƬu modela metamaterijala potrebno je izabrati oso-
bine istog koje su okarakterisane parametrima iz jednaqina (1) i
(2). U ovom radu korix�eni su parametri iz rada [7]. Za tako oda-
brane parametre, opseg talasnih duжina u kom je indeks prelamaƬa
negativan kre�e se izme�u 799nm i 818nm Vrednosti parametara su:
ωp = 2700THz, ωr = 0, ω0 = 2300Hz, F = 0.052, ε∞ = 3.1, Γe = 35THz,
Γm = 35THz i Rs = 50nm.

U odabranom modelu zanemareni su faktori priguxeƬa. DebƩina
soqiva iznosi d = 1cm, a udaƩenost taqkastog izvora je p = 0.5cm. Za
koeficijent indeksa prelamaƬa sredine uzimano je ns = 1.

5.3.1 суперсочиво

Na Slici 3 prikazano je mereno rastojaƬe preseqne taqke L od soc-
hiva u zavisnosti od frekvencije (jednaqina (6)). Proraqun je ra�en
za vixe razliqitih upadnih uglova. Pikovi na Slici 3 predstavƩaju
frekvencije pri kojima dolazi do totalne refleksije zraka, tako da
pri ve�im frekvencijama od te, zrak ne seqe glavnu osu. Odatle vi-
dimo da se opseg dozvoƩenih frekvencija smaƬuje sa pove�aƬem upad-
nog ugla (porede�i po uglovima sa Slike 3, za θs =

π
4 opseg je najmaƬi,

a za θs =
π
10 najve�i). Taqka preseka za koju vaжi da je x = d− p = 5mm
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odgovara sluqaju kada je ns = −n (uve�ani deo na Slici 3), xto znaqi
da je ovo potreban i dovoƩan uslov da ovakvo soqivo ispoƩava osobine
supersoqiva. Na uve�anom delu Slike 3 moжemo oqitati frekvenciju
pri kojoj je dati uslov zadovoƩen. Sa Slike 3 se vidi da su, za maƬe
frekvencije upadne svetlosti, neka rastojaƬa negativna, xto znaqi
da je u svakom od tih sluqajeva presek zraka sa glavnom osom imagi-
naran. Ovaj problem se prevazilazi smaƬeƬem udaƩenosti taqkastog
izvora p od supersoqiva, tako da svaki zrak seqe glavnu osu i unutar
soqiva.

Slika 3: UdaƩenost preseqne taqke L od soqiva u zavisnosti od
frekvencija upadnog zraqeƬa za razliqite upadne uglove

5.3.2 Сферно сочиво

Kod sferne geometrije vrxeni su proraquni za dva sluqaja (Slika
2): kada je upadni zrak zanemarƩivo male xirine i kada je lansiran
laserski impuls, tj. oblika gausijana.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

U prvom sluqaju zrak nosi talase razliqitih frekvencija svetlo-
sti qija je jaqina odre�ena Gausovom raspodelom po frekvencijama.
Na Slici 4 dat je uporedni prikaz raspodela jaqina svetlosnog zraka
pri ulasku u soqivo i pri Ƭenom izlasku. Upadni ugao je iznosio 0.4
radijana.

Slika 4: Pore�eƬe raspodela zastupƩenosti frekvencija zraka
svetlosti pri ulasku odnosno izlasku iz sfernog soqiva (za upadni

ugao od 0.4 rad)

Maksimum jaqine talasa pri ulasku nije isti kao maksimum jaqine
talasa pri izlasku, ve� je frekvencija drugog malo vixa. Raspodela
se deformisala, jer su se, pri prelamaƬu upadnog zraka, zbog razlic-
hitih indeksa prelamaƬa, talasi razliqitih frekvencija prelamali
pod razliqitim uglovima i na taj naqin prelazili razliqite puteve
pri prolasku kroz sferu. Ova pojava ima za posledicu razliqitost u
koeficijentu transmisije svakog talasa kojeg nosi upadni zrak. Ve-
lika varijabilnost indeksa prelamaƬa metamaterijala uzrokuje ras-
prxivaƬe ovakvog zraka pri prelamaƬu kroz isti.

Vidi se da su gubici relativno veliki (oko 50%). Za razliqite
upadne uglove dobijani su relativno sliqni grafici, s tim xto je
pri upadnim uglovima ve�im od 0.5 radijana dozvoƩeni opseg fre-
kvencija veoma uzak, tj. dolazi do potpune refleksije nekih talasa
u posmatranom opsegu. Porede�i gubitke, ustanovƩeno je da su oni
uvek maksimalni za talas frekvencije ωGUB ≈ 2345THz, nezavisno od
upadnog ugla. Utvr�eno je da je za tu frekvenciju indeks prelamaƬa
najmaƬi i iznosi oko -1.3. Frekvencije za koje su gubici minimalni
zavise od upadnog ugla i ti gubici se kre�u do 40%.
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U drugom sluqaju posmatran je laserski impuls qija je xirina
reda veliqine polupreqnika sfere. Jaqina impulsa je data prostor-
nom Gausovom raspodelom (po xirini impulsa) za odre�enu frekven-
ciju svetlosti. Ako se odabere frekvencija ω1 takva da je indeks
prelamaƬa metamaterijala 1, za Ƭu pri prolasku zraka kroz sferu ne
dolazi do refleksije; koeficijenti obe transmisije jednaki su jedi-
nici, pa su tada gubici najmaƬi. Na Slici 5 se vidi da su gubici
svedeni na minimum i iznose oko 3%.

Slika 5: Pore�eƬe raspodela jaqina svetlosti pri ulasku odnosno
izlasku iz sfernog soqiva u odnosu na visinu, za n = 1

Slede�i primer posmatra zastor postavƩen kao na Slici 2, tako
da je y3 = −2RS. Ako je frekvencija ω2 laserskog zraka takva da je in-
deks prelamaƬa negativan, zrak �e padati na zastor. Frekvencija ω2

je odabrana tako da je n′ = −1. Na Slici 6 se jasno vidi kako se gau-
sijan na zastoru pri ovoj frekvenciji laserskog impulsa spustio zbog
gubitaka i deformisao. Do deformacije je doxlo jer su se zraci sve-
tlosti koji su na ulasku bili bliжi x-osi, prelamali pod relativno
malim uglom i prexli najve�i put do zastora. Zato se deformacija
gausijana na izlasku moжe smaƬiti podizaƬem doƬeg dela laserskog
impulsa, jer bi tako sve komponente snopa padale bliжe y-osi i dobi-
jeni gausijan bi bio uжi. Gubici su pribiжno iznosili 52%. Radi
provere izraqunato je i da su gubici najve�i za frekvenciju ωGUB

i iznose oko 65%. Ali uprkos tome, to je ,,sigurna” frekvencija,
jer je graniqni upadni (Brusterov) ugao pri kome dolazi do totalne
refleksije najve�i.

Ukoliko bi se postavio jox jedan zastor vertikalno u II kva-
drant, izborom frekvencije upadnog zraka (ω1 ili ω2), mogu�e je dik-
tirati pravac prostiraƬa svetlosti kroz ovakvo sferno soqivo. Na-
ime, za prvu frekvenciju svetlost bi skrenula levo, dok bi za drugu
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nastavila prostiraƬe u istom smeru zavrxivxi na ovom zastoru. Na
ovaj naqin, mogu�e je realizovati optiqki ruter koji bi izborom fre-
kvencije usmeravao zrak u жeƩenom pravcu.

Slika 6: Raspodela intenziteta svetlosti na zastoru sa gubicima
odnosno bez Ƭih pri n = −1

5.4 Закључак

Indeks prelamaƬa metamaterijala je veoma promenƩiv u zavisno-
sti od karakteristika EM zraka koji se puxta kroz Ƭega. Dokazano
je da, u opsezima frekvencija koje smo koristili, a u skladu sa datim
parametrima, supersoqivo moжe postojati iskƩuqivo ako je Ƭegov ko-
eficijent indeksa prelamaƬa jednak negativnom koeficijentu indeksa
prelamaƬa sredine. Prime�eno je da se najve�i gubici, pri prolasku
EM talasa kroz sferno soqivo napravƩeno od metamateriala, dexa-
vaju pri minimalnom indeksu prelamaƬa. Interesantno je i to da na
gubitke gotovo ne utiqe upadni ugao zraka.

Projekat bi se mogao poboƩxati i kada bi se u obzir uzelo da u
realnom sluqaju laserski impuls nije odre�en samo jednom, glavnom
frekvencijom. Naime, laserski impuls sadrжi niz talasa frekven-
cija bliskih glavnoj frekvenciji zraqeƬa lasera. ƫihova zastupƩe-
nost je data Gausovom raspodelom. Na taj naqin bi na zastor u jednu
taqku stizali zraci vixe frekvencija koje bi morale da se slaжu i
po fazama.

Konstrukcija sfernih soqiva bi mogla da doprinese razvitku ru-
tera, ure�aja koji bi, u zavisnosti od frekvencije signala koji xa-
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Ʃemo, omogu�ili skretaƬe signala u жeƩenom smeru.
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Предавање 6

Hiperboliqka geometrija,

uvod i modeli

Aleksandra Perixi�, Matematiqki fakultet

6.1 Увод

Hiperboliqka geometrija je nastala u prvoj polovini devetnae-
stog veka, u pokuxaju da se razume Euklidovo aksiomatsko zasnivaƬe
geometrije. To je ne-Euklidova geometrija, dakle, geometrija koja
protivreqi jednoj od Euklidovih aksioma.

Savremenim jezikom izreqene Euklidove aksiome glase:
1. Svake dve taqke mogu se spojiti jedinstvenom pravom linijom.
2. Svaka prava linija se moжe beskonaqno produжiti u oba smera.
3. Postoji jedinstveni krug unapred izabranog polupreqnika i cen-
tra.
4. Svi pravi uglovi su me�usobno podudarni.
5. Ako prava linija koja seqe dve prave linije, pravi sa Ƭima dva
oxtra ugla, sa iste strane, onda se te dve linije, beskonaqno pro-
duжene, seku u jednoj taqki koja je sa iste strane kao ta dva oxtra
ugla.

Peta aksioma je ekvivalentna slede�oj Aksiomi paralelnosti i
glasi:
5’.Postoji jedinstvena prava koja je paralelna unapred datoj pravoj
i sadrжi unapred datu taqku.

Prve qetiri aksiome zasnivaju Apsolutnu geometriju, dakle one
su osnova svake geometrije. ƫih je zabeleжio grqki matematiqar Eu-
klid 300 godina pre nove ere. Vekovima su matematiqari pokuxavali
da kao teoremu dokaжu petu aksiomu iz prve qetiri. To je bilo ne-
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mogu�e bez dodatnih pretpostavki. Tako su matematiqari, na qelu sa
Gausom i Lobaqevskim uveli potpuno nov pravac u geometriji, zame-
nivxi aksiomu paralelnosti novom aksiomom:
5’. Postoji vixe od jedne prave koja je paralelna unapred datoj pravoj
i sadrжi unapred datu taqku.

Ova aksioma nije u kontradikciji sa prve qetiri aksiome i to
je na nekoliko modela dokazao Italijanski matematiqar Beltrami.
Danas su najzastupƩeniji modeli hiperboliqke ravni: Poenkareov
disk mode, Poenkareov poluravanski model i Klajnov model.

6.2 Линиjе и углови у хиперболичкоj геометриjи

Analogno pojmu paralelnosti u Euklidskoj geometriji, u Hiperbo-
liqkoj geometriji se uvode pojam hiperparalelnost i ultraparalel-
nost (koju �emo od sada zvati paralelnost). Neka je data prava p i
taqka P kao na slici. Neka je taqka B ∈ p takva da je PB ortogonalno
na pravu p. Neka je q1 prava koja sadrжi taqku P, ne seqe pravu p (ova
prava postoji na osnovu aksiome 5’) i tako da je ugao izme�u PB i q1
najmaƬi mogu�i. Za pravu q1 kaжemo da je paralelna pravoj p.

Simetriqno u odnosu na PB postoji i prava q2 i to su jedine dve
paralelne prave pravoj p koje sadrжe taqku P. Sve druge prave koje
sadrжe taqku P, ali ne seku pravu p su hiperparalelne prave i Ƭih
ima beskonaqno mnogo. Ugao izme�u normale PB i prave q1 se naziva
ugao paralelnosti. On zavisi od duжine PB. Funkcija koja jedno-
znaqno pridruжuje ugao paralelnosti segmentu PB se naziva funkcija
Lobaqevskog ⊓(PB). Dok je u Euklidskoj geometriji ugao paralelno-
sti 90◦, u Hiperboliqkoj on zavisi od duжine PB. Xto je duжna PB
ve�a, ugao paralelnosti je maƬi, i xto je duжina PB maƬa, taj ugao
je ve�i i pribliжava se 90◦. U skladu sa tim, xto je trougao ve�i i
zbir Ƭegovih uglova je maƬi. Dakle, zbir uglova u Hiperboliqkom
trouglu je maƬi od 180◦. Jedna bitna posledica toga je da postoji
jedinstvena prava koja sadrжi unapred zadatu taqku i ortogonalna
je na datu pravu, xto vaжi i u Euklidskoj geometriji. DaƩe, zbir
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uglova u Hiperboliqkom qetvorouglu je maƬi od 360◦, pa sledi da
za dve hiperparalelne prave postoji jedinstvena zajedniqka normala
(dok ih je u Euklidskoj beskonaqno mnogo).1

Evo jox nekoliko zanimƩivih primera koje je nemogu�e zamisliti
u Euklidskoj geometriji.

Zadatak 1. Ako se prave p i q seku u taqki S odrediti pravu para-
lelnu pravoj q, a ortogonalnu pravoj p, a zatim odrediti projekciju
prave q na pravu p.
RexeƬe: Ako je a traжena prava i A preseqna taqka pravih p i a, onda
je ⊓(SA) ugao paralelnosti za pravu a i taqu S, a to je bax oxtar
ugao izme�u pravih p i q.

Dakle, SA = ⊓−1(∢p, q). Odredimo na pravoj p taqku A tako da vaжi
SA = ⊓−1(∢p, q). Imaju�i u vidu unakrsni ugao izme�u prava p i q sa
druge strane taqke S, prave p postoji i taqka A′ takva da je SA′ =
⊓−1(∢p, q). Projekcija prave q na pravu p je otvorena duж AA′ (ili
samo taqka A, u sluqaju da su prave p i q ortogonalne).�

Zadatak 2. Ako su date dve paralelne prave p i q, odrediti pravu a
koja je ortogonalna na pravu p i paralelna pravoj q, a zatim odrediti
projekciju prave q na pravu p.
RexeƬe: Ako je a traжena prava i A preseqna taqka pravih p i a, neka
je s prava ortogonalna na q koja sadrжi taqku A. Neka je A′ taqka u
preseku pravih q i s. Tada je ∢(AA′, p) ugao paralelnosti za pravu p
i taqku A. Dakle, ∢(AA′, p) = ⊓(AA′) i sliqno ∢(AA′, a) = ⊓(AA′).

1Ugao paralelnosti je uvek maƬi od 90
◦, dakle, dve paralelne prave

nemaju zajedniqku normalu.
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Sledi 90◦ = ∢(a, p) = 2⊓ (AA′), pa AA′ = ⊓−1(45◦). Znaqi, taqka A je
na udaƩenosti ⊓−1(45◦) od prave q i pripada pravoj p. Sada je prava
a jedinstvena prava koja sadrжi taqku A i ortogonalna je na pravu
p. Projekcija prave q na pravu p je otvorena poluprava sa temenom u
taqki A. �

Zadatak 3. Ako su date dve hiperparalelne prave p i q, odrediti
pravu a koja je ortogonalna na pravu p i paralelna pravoj q, a zatim
odrediti projekciju prave q na pravu p.
RexeƬe: Neka je PQ zajedniqka normala za p i q, neka je a traжena
prava i A preseqna taqka pravih a i p. Ako je prava s paralelna sa a
i q onda je ∢(s, PQ) = ⊓(PQ) i ∢(s, PA) = ⊓(PA).

Zbir tih uglova je 90◦, pa je PA = ⊓−1(90◦−⊓(PQ)). Tako dobijamo
taqku A, a onda je prava a jedinstvena koja sadrжi tu taqku i ortogo-
nalna je na p. Analogno, sa druge strane PQ postoji jox jedna prava
a′ i taqka A′. Projekcija prave q na p je otvorena duж AA′. �

6.3 Сакериjев и Ламбертов четвороугао

Imaju�i u vidu da je zbir uglova u trouglu u Hiperboliqkoj geo-
metriji maƬi od 180◦, sledi da je u qetvorouglu maƬi od 360◦. Qetvo-
rougao u kome su dva ugla na istoj osnovici 90◦, a naspramne stranice,
ortogonalne na tu osnovicu, jednakih duжina naziva se Sakerijev qe-
tvorougao. (Primetimo da je to u Euklidskoj geometriji pravougao-
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nik.)

AB− osnovica, CD−protivosnovica, AD,BC−boqne ivice

Poxto je zbir uglova maƬi od 360◦ zakƩuqujemo da su uglovi na
protivosnovici oxtri.

Zadatak 4. Pokazati da je prava odre�ena sredixtima osnovice i
protivosnovice Ƭihova zajedniqka normala.�

Qetvorougao u kome su tri ugla jednaka 90◦ naziva se Lambertov
qetvorougao. Na slici je prikazano kako zajedniqka normala osnovice
i protivosnovice Sakerijevog qetvorougla deli isti na dva Lamber-
tova.

6.4 Поенкареов полуравански модел

Posmatrajmo gorƬu poluravan Euklidske ravni R2, y > 0. Taqke u
ovom modelu definixemo kao Euklidske taqke, a prave linije su svi
polukrugovi ortogonalni na x−osu, dakle sa centrom na x−osi i Eu-
klidske prave linije ortogonalne na x−osu. x−osu nazivamo granicom
Hiperboliqke ravni.
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Proverimo da li vaжe aksiome Hiperboliqke geometrije. Neka su
P i Q dve proizvoƩne taqke. Ako one pripadaju istoj Euklidskoj pra-
voj ortogonalnoj na granicu ravni, onda je ta prava traжena hiperbo-
liqka prava. Ako ne pripadaju, onda odredimo Euklidsku simetralu
duжi PQ. Neka je taqka R preseqna taqka te simetrale i granice Hi-
perboliqke ravni. Traжena duж je Euklidski krug sa centrom u taqki
R i polupreqnikom RP. DaƩe, Hiperboliqki krug definixemo isto
kao i Euklidski. Odredimo jox Hiperboliqki ugao. Neka su A,B i C
tri nekolinearne taqke. Konstruiximo Euklidske tangente BA′ i BC′

iz taqke B na Euklidske krugove, odnosno Hiperboliqke duжi BA i
BC. Mera hiperboliqkog ugla ∢(AB,BC) jednaka je meri Euklidskog
ugla ∢(A′B,BC′).

Proverimo jox aksiomu 5′. Neka je data prava p i taqka P van Ƭe.
Jedinstvene dve Hiperboliqke prave q1 i q2 paralelne pravoj p koje
sadrжe taqku P, kao i nekoliko hiperparalelnih pravih prikazane su
na slikama.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Uporedimo jx neke karakteristike Euklidskog i Hiperboliqkog
trougla. Jox sa 17 godina quveni Nemaqki matematiqar Gaus je do-
kazao da je povrxina Hiperboliqkog trougla jednaka π − (α + β + γ),
gde su α, β, γ unutraxƬi uglovi trougla. Dakle, povrxina je uvek
strogo maƬa od π. DaƩe, zanimƩivo je i da pojam sliqnosti trou-
glova u Hiperboliqkoj geometriji ne postoji. Ako dva trougla imaju
iste uglove, onda su oni i podudarni.

6.5 Поенкареов диск модел

Posmatrajmo Euklidski krug, bez graniqne kruжnice, naziva�emo
ga apsoluta. Taqke u ovom modelu definixemo kao Euklidske taqke, a
prave kao preqnike kruga i kao delove kruжnica ortogonalne na dati
krug 2 .

Podsetimo se kako se konstruixe krug ortogonalan na dati krug k koji
sadrжi unapred izabranu taqku P (i time konstruixemo pravu kroz
datu taqku). Inverzijom u odnosu na apsolutu3 preslikamo taqku
P u taqku P ′.4 Svaki Euklidski krug koji sadrжi taqke P i P ′ je
ortogonalan na apsolutu (pogledati dodatak). Delovi tih krugova
unutar apsolute su Hiperboliqke prave.

Sada moжemo proveriti da u Poenkareovom disk modelu vaжe Hi-
perboliqke aksiome. Neka su P i Q proizvoƩne taqke u disku. Ako
su kolinearne sa centrom kruga onda je taj preqnik traжena hiper-
boliqka prava. Ako nisu, onda inverzijom u odnosu na apsolutu pre-
slikamo taqku P u taqku P ′. Postoji jedinstveni Euklidski krug koji
sadrжi taqke P,Q i P ′ i Ƭegov deo unutar apsolute je traжena Hi-
perboliqka prava.

Hiperboliqki krug i Hiperboliqki ugao se definixu sliqno kao
u prethodnom modelu.

2dva kruga su ortogonalna, ako su ortogonalne odgovaraju�e tan-
gente u preseqnim taqkama.

3inverzija u odnosu na krug centra O, polupreqnika r je preslika-
vaƬe koje taqki P dodeƩuje taqku P ′ tako da su P i P ′ kolinearne sa
centrom kruga, nalaze se sa iste strane i vaжi |OP | · |OP ′| = r2.

4U preseku normale iz taqke P na pravu OP i kruga k dobijemo taqku
T. Iz te taqke konstruixemo tangentu na krug k. Presek te tangente i
prave OP je traжena taqka P ′.
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Proverimo jox aksiomu 5′. Neka je data prava p i taqka P van Ƭe.
Jedinstvene dve Hiperboliqke prave q1 i q2 paralelne pravoj p koje
sadrжe taqku P, kao i nekoliko hiperparalelnih pravih prikazane su
na slici.

6.6 Додатак

Za par taqaka P,Q kaжemo da je harmonijski spregnut sa taqkama
R,S, oznaka H(P,Q;R,S) ako su kolinearne i vaжi

PR

RQ
= −PS

SQ
.

Zadatak5: Dokazati da je H(P,Q;R,S) ako i samo ako je |PO|2 = |OR| ·
|OS|, gde je taqka O sredixte duжi PQ. �

Neka su date taqke A i B na krugu k i taqka P, koja pripada pravoj
AB van kruga k. Neka je T dodirna taqka tangente iz taqke P na krug
k. Tada vaжi

|PT |2 = |PA| · |PB|.

Ova osobina se naziva potencija taqke P u odnosu na krug k.
Zadatak6: Dokazati ovu osobinu.�
Zadatak7: Neka taqke A i B pripadaju krugu k dijametralno su su-
protne, a taqke C i D krugu l i neka su ove 4 taqke kolinearne. Tada
su krugovi k i l ortogonalni ako i samo ako vaжi H(A,B;C,D).
RexeƬe: Neka je taqka O centar kruga k. Neka je T taqka na krugu l
tako da je |OT |2 = |OC| · |OD| (potencija taqke O u odnosu na krug l).
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Sada na osnovu zadatka5 H(A,B;C,D) vaжi ako i samo ako je |OT | =
|OA|, dakle ako taqka T pripada i krugu k, a tada su ti krugovi
ortogonalni.�

Primenimo rasu�ivaƬe iz ovog zadatka na taqke P i P ′ (gde je P ′

nastala inverzijom u odnosu na apsolutu), umesto taqaka C I D, i
na proizvoƩan krug l koji ih sadrжi. Ako su A i B preseqne taqke
prave PP ′ i apsolute, onda je zbog inverzije |OP | · |OP ′| = |OA|2, pa
zbog zadatka5 sledi H(A,B;P, P ′), a zbog zadatka 7 sledi da je krug l
ortogonalan na apsolutu.
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Предавање 7

Probabilistiqki metod u

teoriji grafova

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

7.1 Увод

Graf G = (V,E) je ure�eni par skupa temena (qvorova) i ivica
(grana), gde je E ⊂

(
V
2

)
podskup dvoqlanih podskupova od V . Skup

svih grafova sa n temena oznaqi�emo sa Gn. Broj temena grafa G
oznaqi�emo sa |G|, a broj ivica sa ||G||. Stepen qvora grafa predsta-
vƩa broj grana koje izlaze iz Ƭega. Ako je stepen nekog qvora grafa
jednak 0 kaжemo da je taj qvor izolovan.

Uvex�emo jox nekoliko standardnih termina iz teorije grafova.

Definicija 6. Put duжine k u grafu G = (V,E) je ure�ena k-torka
(v1, v2, . . . , vk) takva da je {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vk−1, vk} ∈ E.

Specijalan vid puta je ciklus:

Definicija 7. Ciklus duжine k u grafu G = (V,E) je ure�ena k-torka
(v1, v2, . . . , vk) takva da je {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vk−1, vk}, {vk, v1} ∈ E.

Drugim reqima ciklus je zatvoreni put. Povezanost graf je bitno
svojstvo grafa i definixe se kao:

Definicija 8. Graf je povezan ukoliko postoji put izme�u svaka dva
Ƭegova qvora.

Ako postoji put izme�u neka dva qvora onda postoji put koji pro-
lazi kroz svako teme najvixe jednom (ukoliko nije ciklus, gde se poc-
hetno i prvo teme poklapaju), pa moжemo pretpostaviti da svaki put
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sadrжi razliqita temena, osim moжda krajƬeg i poqetnog.

U delu o lemi o presecima i problemima diskretne geometrije
bi�e nam potreban pojam planarnog grafa:

Definicija 9. Za graf kaжemo da je planaran ukoliko se Ƭegova te-
mena mogu smestiti u ravan, tako da se za svaku Ƭegovu ivicu u toj
ravni moжe konstruisati neprekidna kriva koja povezuje dva odgova-
raju�a temena, pri qemu se nikoje dve od konstruisanih krivih ne seku u
unutraxƬosti.

Za planarne grafove vaжi Ojlerova teorema koju dokazujemo:

Teorema 17. Neka je G planaran povezan graf sa e ivica, n qvorova i
deli ravan na o oblasti. Onda je n+ o = e+ 2.

Dokaz: Tvr�eƬe dokazujemo indukcijom po broju oblasti o. Ako G
ima jednu oblast, onda nema ciklusa i povezan je, pa predstavƩa drvo.
Onda je e = n−1, pa vaжi e+2 = n+o. U suprotnom, izaberimo ivicu d
koja je ,,graniqna”ivica dve razliqite oblasti od G i izbriximo je. d
moжe da se pojavƩuje samo jednom na granici neke oblasti, pa Ƭegovim
brisaƬem graf ostaje povezan (svaki put koji prelazi preko d moжe
se zameniti putem koji ide ostatkom granice te oblasti). Ovakvo
brisaƬe smaƬuje i broj oblasti i broj ivica za 1, pa teorema po
principu matematiqke indukcije vaжi.

U odeƩku graniqne funkcije koriste�emo funkciju koja meri gu-
stinu grafa i definixe se:

Definicija 10. Funkcija ǫ meri gustinu grafa, tj. ǫ(G) = ||G||
|G| , za

neprazan graf G.

Kaжemo da je graf G balansiran ukoliko vaжi

ǫ(G) = max{ǫ(F ) | ∅ 6= F ⊂ G}.

Koristi�emo jox dva pojma iz teorije grafova - hromatski broj i
najve�i broj nezavisnih temena.

Definicija 11. Hromatski broj grafa G se oznaqava sa χ(G) i predsta-
vƩa najmaƬi broj boja kojim se mogu obojiti temena grafa G tako da su
svaka dva temena koja su povezana ivicom obojena razliqitim bojama.

Definicija 12. Najve�i broj nezavisnih qvorova grafa G koji se ozna-
qava sa α(G) predstavƩa najve�i broj qvorova grafa od kojih nikoja dva
nisu povezana ivicom.

Iz teorije verovatno�e potrebne su nam osnovne stvari. Svi pro-
stori verovatno�e koje posmatramo su konaqni i oznaqavamo ih sa Ω,
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recimo Ω = {ω1, ω2, . . . , ωk} i to �emo na daƩe smatrati. Za date re-
alne brojeve pi ≥ 0, za 1 ≤ i ≤ k, takve da

∑
1≤i≤k pi = 1, verovatno�u

doga�aja A definixemo kao

Pr[A] =
∑

ω∈A

Pr[ω],

gde je Pr[ωi] = pi za 1 ≤ i ≤ k. Lako se proverava da ova definicija
ispuƬava aksiome verovatno�e.

Za svaka dva doga�aja A i B vaжi

Pr[A ∪B] = Pr[A] + Pr[B] − Pr[A ∩B],

xto se za disjuntkne doga�aje svodi na Pr[A ∪B] = Pr[A] + Pr[B]. Ne-
zavisnost dva doga�aja definixemo kao:

Definicija 13. Dva doga�aja A i B su nezavisna ako vaжi

Pr[A ∩B] = Pr[A] · Pr[B].

Sluqajne promenƩive posmatra�emo samo nad realnim domenima i
definixemo ih kao realne funkcije Ω → R. Ako sluqajne promenƩive
nad istim prostorom verovatno�e sabiramo, oduzimamo, mnoжimo sa
skalarom ili mnoжimo me�usobno opet dobijamo sluqajne promenƩive.

OqekivaƬe sluqajne promenƩive X definixemo kao

E[X ] =
∑

ω∈Ω

Pr[ω]X(ω).

Za oqekivaƬe zbira sluqajnih promenƩivih vaжi slede�a jednakost:

Teorema 18. Neka su X i Y sluqajne promenƩive definisane nad Ω, a a
i b proizvoƩni realni brojevi. Onda vaжi:

E[aX + bY ] = aE[X ] + bE[Y ].

Dokaz: Imamo da je

E[aX + bY ] =
∑

ω∈Ω

Pr[ω](aX(ω) + bY (ω))

= a
∑

ω∈Ω

Pr[ω]X(ω) + b
∑

ω∈Ω

Pr[ω]X(ω)

= aE[X ] + bE[Y ].

OqekivaƬe proizvoda sluqajnih promenƩivih moжemo jednostavno
izraqunati u sluqaju kada su te sluqajne promenƩive nezavisne. Po-
jam nezavisnosti sluqajnih promenƩivih se definixe kao:
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Definicija 14. Dve realne sluqajne promenƩive X i Y na istom pro-
storu verovatno�e Ω su nezavisne ako vaжi

Pr[X = x ∩ Y = y] = Pr[X = x] · Pr[Y = y],

za proizvoƩne realne brojeve x i y, gde je X = x skup svih ω ∈ Ω za koje
je X(ω) = x.

Sliqno sa X ≥ t oznaqava�emo skup {ω |ω ∈ Ω, X(ω) ≥ t}. Za sluqaj
nezavisnih sluqajnih promenƩivih vaжi slede�a jednakost:

Teorema 19. Neka su X i Y nezavisne sluqajne promenƩive na istom
prostoru verovatno�e Ω. Onda je E[XY ] = E[X ] · E[Y ].

Dokaz: Imamo da je

E[X ] · E[Y ] =

(∑

ω∈Ω

Pr[ω]X(ω)

)
·
(∑

ω∈Ω

Pr[ω]Y (ω)

)

=
∑

ω,λ∈Ω

Pr[ω]Pr[λ]X(ω)Y (λ).

Neka X uzima vrednosti {x1, . . . , xm}, a Y vrednosti {y1, . . . , yn}.
Onda je

∑

ω,λ∈Ω

Pr[ω]Pr[λ]X(ω)Y (λ) =
∑

i,j

xiyjPr[X = xi]Pr[Y = yj].

Kako su X i Y nezavisne promenƩive to je

Pr[X = xi ∩ Y = yj ] = Pr[X = xi]Pr[Y = yj ],

za sve 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n. Onda vaжi

∑

i,j

xiyjPr[X = xi]Pr[Y = yj ] =
∑

i,j

xiyjPr[X = xi ∩ Y = yj],

xto je jednako
∑

ω∈Ω Pr[ω]X(ω)Y (ω).
U daƩem radu koristi�emo i slede�e dve nejednakosti:

Teorema 20. (MarkovƩeva nejednakost) Za sluqajni promenƩivu X koja
uzima nenegativne vrednosti nad Ω i t > 0 vaжi

Pr[X ≥ t] ≤ E[X ]

t
.
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Dokaz: Imamo da je

E[X ] =
∑

ω∈Ω

Pr[ω]X(ω) =
∑

ω∈Ω;X(ω)<t

Pr[ω]X(ω) +
∑

ω∈Ω;X(ω)≥t

Pr[ω]X(ω),

a kako je prvi sabirak nenegativan to je

E[X ] ≥
∑

ω∈Ω;X(ω)≥t

Pr[ω]X(ω) ≥ t · Pr[X ≥ t],

iz qega sledi traжena nejednakosti.

Teorema 21. (QebixevƩeva nejednakost) Za svaku sluqajnu promenƩivu
X nad Ω i t ≥ 0 vaжi

Pr [|X(x)− E[X ]| ≥ t] ≤ E[(X − E[x])2]

t2
.

Dokaz: Imamo da je Pr[|X −E[X ]| ≥ t] = Pr[(X −E[X ])2 ≥ t2], pa prime-
nom prethodne teoreme na sluqajnu promenƩivu (X − E[X ])2 dobijamo
da je

Pr[|X − E[X ]| ≥ t] = Pr[(X − E[X ])2 ≥ t2] ≤ E[(X − E[x])2]

t2
.

Veliqina E[(X−E[X ]2)] se zove disperzija sluqajne promenƩive X
i za Ƭu vaжi

E[(X − E[X ])2] = E[X2 − 2XE[X ] + E[X ]2]

= E[X2]− 2E[X ]E[X ] + E[X ]2

= E[X2]− E[X ]2

zbog linearnosti operatora oqekivaƬa.

7.2 Случаjни графови

Intuitivno, sluqajni grafovi su grafovi koji su nastali sluqa-
jnim procesom. Koristi�emo model u kome svaka ivica ima odre�enu
fiksiranu verovatno�u p = p(n) (funkcija od n) da se nalazi u grafu.
Te verovatno�e �e biti nezavisne jedna od druge. Ovakav model se
naziva Erdox-Renji model sluqajnog grafa. Prvo dokazujemo da se
moжe izabrati ovakva funkcija verovatno�e.

Teorema 22. Postoji funkcija verovatno�e na Gn, takva da su verova-
tno�e pojavƩivaƬa svake ivice nezavisne i jednake p (0 ≤ p ≤ 1).
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Dokaz: Oznaqimo sa e1, e2, . . . , ek, gde je k =
(
n
2

)
, skup svih dvoqlanih

podskupova skupa temena (ovo su potencijalne grane naxeg grafa).
Za svako ei, 1 ≤ i ≤ k, definixemo prostor verovatno�e na ei sa
Ωi = {0i, 1i}. Intuitivno sa 1i oznaqavamo postojaƬe ivice ei, a sa
0i suprotno. Tako�e definixemo funkciju verovatno�e Pri na Ωi sa
Pri[∅] = 0, P ri[0i] = q, Pri[1i] = p i Pri[Ω] = 1. Trivijalno, ova funkcija
ispuƬava aksiome verovatno�e. Za prostor verovatno�e na Gn uzi-
mamo Ω =

∏k
i=1 Ω

i. Funkciju verovatno�e na elementima Ω definixemo
kao

Pr[(ω1, ω2, . . . ωk)] =

k∏

i=1

Pri[ωi].

Tako�e uzimamo Pr[∅] = 0 i Pr[A∪B] = Pr[A] +Pr[B] za disjunktne do-
ga�aje A i B. Vidimo da ova funkcija ispuƬava aksiome verovatno�e.

Neka je As = {(ω1, ω2, . . . , ωk) |ωi ∈ Ωi, ωs = 1s} za 1 ≤ s ≤ k. Do-
ga�aj As predstavƩa skup svih grafova koji imaju ivicu s, drugim
reqima postojaƬe grane s. Sada moжemo da pokaжemo da su doga�aji
As nezavisni i da svaki od Ƭih ima verovatno�u p.

Imamo da je

Pr[As] = Prs[1s]

k∏

i=1;i6=s

Pri[Ωi] = p.

Dokaжimo da su As i Ar sa r 6= s nezavisni doga�aji. Imamo da je

Pr[Ar ∩ As] = p2
k∏

i=1;i6=r,s

Pri[Ωi] = p2 = Pr[Ar ]Pr[As].

Ovim smo zavrxili dokaz teoreme.
Sada smo konstrukcijom primera pokazali da na Gn moжemo defi-

nisati prostor i funkciju verovatno�e tako da se doga�aji postojaƬa
ivice nezavisni i sa verovatno�om p. U skladu sa ovom teoremom moz-
hemo definisati sluqajan graf za ovaj model.

Definicija 15. Sluqajni graf sa n qvorova i verovatno�om 0 ≤ p ≤ 1
je

G = (Gn, p,Ω, P r),

gde su Ω i Pr prostor i funkcije verovatno�e definisani kao u pret-
hodnoj teoremi.

U nastavku se ne�emo vra�ati na Ω i Pr, jer �e nam qiƬenica da se
grane javƩaju nezavisno sa verovatno�om p omogu�iti da izraqunamo
potrebne verovatno�e, pa �emo qesto oznaqavati G = (Gn, p).

Primer 1. Verovatno�a grafa G ∈ Gn na G jednaka je

p||G||(1− p)(
n
2)−||G||.
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RexeƬe: Svaka od ||G|| postoju u grafu sa verovatno�om p, a preo-

stale grane se ne nalaze u grafu sa verovatno�om (1− p)(
n
2)−||G||, pa je

verovatno�a grafa G ∈ Gn bax p||G||(1− p)(
n
2)−||G||.

Osobine sluqajnih grafova najqex�e �emo meriti sluqajnom pro-
menƩivom nad Gn.

Primer 2. Izraqunati oqekivan broj ivica grafa G ∈ Gn.

RexeƬe: Neka je X sluqajna promenƩiva koja predstavƩa broj ivica
grafa G ∈ Gn. Onda je

E[X ] =

(n2)∑

k=0

k

((n
2

)

k

)
pk(1− p)(

n
2)−k =

(
n

2

)
p,

kao xto se i oqekivalo.

Moжemo jednostavno izraqunati i oqekivani broj ciklusa duжine
k u sluqajnom grafu.

Teorema 23. Oqekivani broj ciklusa u grafu G ∈ Gn (u G) duжine k
jednak je

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

2k
· pk.

Dokaz: Za svaki potencijalni ciklus C = (v1, v2, . . . , vk) grafa G oznac-
himo sa IC indikator, t.j. funkciju koja predstavƩa da li se taj ci-
klus nalazi u grafu. Onda je

E(IC) = Pr[C ⊂ G] = pk,

jer IC uzima vrednosti 0 ili 1. Iz linearnosti oqekivaƬa imamo da
vaжi

E[X ] =
∑

C⊂G

E[IC ] = pk · n(n− 1) . . . (n− k + 1)

2k
,

jer k razliqitih qvorova moжemo izabrati na n(n − 1) . . . (n − k + 1)
naqina, a oni generixu 2k istih ciklova.

Me�utim, nije uvek jednostavno izraqunati oqekivaƬe neke osobi-
ne. U mnogim sluqajevima, kao na primeru hromatskog broja grafa,
to predstavƩa otvoren problem. ZanimƩivo je posmatrati xta se
dexava sa svojstvima grafa sa raznim vrednostima p kada n→ ∞. Za
oqekivani broj ciklusa duжine k imamo da vaжi:

lim
n→∞

E[X ] = lim
n→∞

1

2k

k−1∏

i=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)pk =
1

2k
lim
n→∞

(np)k.
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Ukoliko je p(n) = c
n

za neko c > 0 onda je oqekivana vrednost
ck

2k
.

Ako vaжi p(n)n → 0 za n → ∞ oqekivana vrednost broja ciklova duz-
hine k je 0, dok je za p(n)n → ∞ oqekivana vrednost jednaka ∞. Is-
postavƩa se da sliqno asimptotsko ponaxaƬe vaжi i za mnoge druge
osobine grafova. DetaƩnijim izuqavaƬem ovakvih funkcija bavi�emo
se u slede�em odeƩku.

7.3 Граничне функциjе

Kao xto smo pomenuli u prethodnom delu, za mnoga svojstva grafa
postoje graniqne funkcije. Formalno, svojstvom grafa smatramo skup
grafova koji je zatvoren u odnosu na izomorfizam. Sa Pr[G(n, p) ∈ P ]
oznaqavamo zbir svih verovatno�a grafova iz G(n, p) koji pripadaju
P. Prvo definiximo graniqnu funkciju:

Definicija 16. Za svojstvo P sluqajnog grafa funkciju verovatno�e
t(n) nazivamo graniqnom funkcijom ako ima slede�e osobine:

(1) lim
n→∞

Pr[G(n, p) ∈ P ] = 0 za p(n)
t(n) → 0 gde n→ ∞;

(2) lim
n→∞

Pr[G(n, p) ∈ P ] = 1 za p(n)
t(n) → ∞ gde n→ ∞.

Iz definicije sledi da ukoliko je t(n) graniqna funkcija za neko
svojstvo grafa onda je i ct(n) za c > 0 graniqna funkcija tog svoj-
stva. Na daƩe �emo odre�ivati graniqne funkcije do na konstantu.
Ukoliko je limn→∞ Pr[G ∈ P ] = 0 kaжemo da graf skoro sigurno nema
svojstvo P, a ukoliko je limn→∞ Pr[G ∈ P ] = 1 kaжemo da graf skoro
sigurno ima svojstvo P. Mnoga svojstva grafa se odnose na Ƭegove
podgrafe, pa tako moжe da nas zanima da li skoro sigurno svi gra-
fovi sadrжe potpun graf reda k. U tome nam moжe pomo�i slede�a
teorema koji su dokazali Erdox i Renji 1960. godine. Oznaqimo sa
PH, gde je H neki graf, svojstvo da graf ima podgraf izomorfan sa
H.

Teorema 24. Ako je H balansiran graf onda je graniqna funkcija za PH

jednaka n− 1
ǫ(H) .

Dokaz: Neka je X sluqajna promenƩiva koja pokazuje koliko podgrafa
izomorfnih sa H ima G. Oznaqimo sa k broj qvorova od H, a sa l broj
Ƭegovih grana. Sa H oznaqimo skup svih grafova izomorfnih sa H
qija su temena neka od temena proizvoƩnog grafa G ∈ Gn (svi grafovi
iz Gn imaju isti skup temena). Onda je po MarkovƩevoj nejednakosti

Pr[G ∈ PH ] = Pr[X ≥ 1] ≤ E[X ] =

(
n

k

)
hpl,
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gde je h broj automorfizama grafa H. Neka je p = γn− 1
ǫ(H) . Imamo da

je

E[X ] ≤ nkhγln− l
ǫ(H) = hγlnk− l

ǫ(H) = hγl,

zbog
(
n
k

)
≤ nk. Oqigledno za γ → 0 vaжi Pr[G ∈ PH ] ≤ E[X ] → 0, qime

smo dokazali da skoro sigurno graf nema svojstvo PH. Ostaje nam
da dokaжemo da ako γ → ∞ onda graf skoro sigurno pripada PH . To
�emo uqiniti koriste�i QebixevƩevu nejednakost. Imamo da je

Pr[X = 0] ≤ Pr[|X − E[X ]| ≥ E[X ]] ≤ E[X2]− E[X ]2

E[X ]2
,

pa je dovoƩno pokazati da E[X2]−E[X]2

E[X]2 → 0 za n→ ∞ i γ → ∞. Vidimo
da je

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G] = p2l−||Hi∩Hj ||,

za Hi, Hj ∈ H. Kako je H balansiran graf to je ǫ(Hi ∩ Hj) ≤ ǫ(H), pa
je ||Hi ∩Hj || ≤ |Hi ∩Hj | lk , odnosno

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G] = p2l−||Hi∩Hj || ≤ p2l−s l
k .

gde je s = |Hi∩Hj |. Neka je As =
∑

s Pr[Hi∪Hj ⊂ G], gde
∑

s oznaqava da
se sumiraƬe vrxi po svim parovima Hi, Hj ∈ H takvim da je |Hi∩Hj | =
s. Za s = 0 dobijamo da vaжi

A0 =
∑

0

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G] =
∑

0

Pr[Hi ⊂ G]Pr[Hj ⊂ G],

zbog nezavisnosti doga�aja Hi ⊂ G i Hj ⊂ G za |Hi ∩ Hj | = 0. Onda
vaжi

A0 ≤ (
∑

Pr[Hi ⊂ G])2,

gde se sumiraƬe vrxi po svim Hi ∈ H. PosledƬi izraz je jednak E[X ]2,
pa vaжi A0 ≤ E[X ]2. Ocenimo sada As za s > 0. Za fiksirani graf Hi

postoji taqno
(
k
s

)(
n−k
k−s

)
skupova sa k qorova koja sa Hi imaju zajedniqko

s qvorova. Kako je verovatno�a za Hi ∪Hj ⊂ G ne ve�a od p2l−s l
k i H

ima h automorfizama to je

As ≤
∑

Hi

(
k

s

)(
n− k

k − s

)
hp2l−s l

k ,

gde se sumiraƬe vrxi po svim Hi ∈ H. Kako takvih Hi ima
(
n
k

)
h to je

As ≤
(
n

k

)(
k

s

)(
n− k

k − s

)
h2p2l−s l

k .
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Imamo da je E[X ] =
(
n
k

)
hpl, pa je

As ≤ E[X ]2
(
k
s

)(
n−k
k−s

)
(
n
k

) p−s l
k .

Kako je

nk ≥
(
n

k

)
≥ cnk,

za neku konstantu c to je

As ≤ c1E[X ]2nk−sc2n
−k(γn− k

l )−s l
k = c1c2E[X ]2γ−s l

k

≤ c1c2E[X ]2γ−
l
k .

Sada je

Pr[X = 0] ≤ E[X2]− E[X ]2

E[X ]2
=

k∑
s=1

As

E[X ]2
≤ c3γ

− l
k .

Kako γ−
l
k → 0 za γ → ∞ to skoro za sve grafove vaжi Pr[X ≥ 1] = 1,

xto je i trebalo dokazati.
Ova teorema omogu�ava da izraqunamo graniqne funkcije za mnoga

svojstva grafova. Tako na primer za svojstvo grafa da sadrжi ci-
klus duжine k vaжi da je graniqna funkcija n−1 zbog balansiranosti
cikla. Poxto je stablo balansiran graf graniqna funkcija svojstva

da graf sadrжi stablo reda k je n− k
k−1 . Sliqno za svojstvo grafa

da sadrжi potpun graf reda k vaжi da je Ƭegova graniqna funkcija

n− 2
k−1 . UopxteƬe prethodne teoreme za svojstvo grafa da sadrжi sve

grafove sem trivijalnog praznog grafa dao je Bolobax1981. godine.
Ta teorema glasi:

Teorema 25. Za graf H, koji ima bar jednu ivicu, neka je

ǫ′(H) = max{ǫ(F ) | ∅ 6= F ⊂ H}.

Graniqna funkcija za svojstvo PH grafa je n
− 1

ǫ′(H) .

Dokaz: Kao u prethodnom dokazu oznaqimo sa X sluqajnu promenƩivu
koja meri koliko podgrafova izomorfnih sa H (koji ima l ivica i k
qvorova) ima G. Sliqno kao u prethodnom dokazu sa H oznaqimo skup
svih grafova na temenima proizvoƩnog grafa G ∈ Gn (svi grafovi iz

Gn imaju ista temena) koji su izomorfni sa H. Neka je p = γn
− 1

ǫ′(H) , a
neka je S podgraf od H takav da je ǫ(S) = ǫ′(H). Za γ → 0 iz prehodne
teoreme imamo da graf skoro sigurno ne sadrжi S, pa skoro sigurno
ne sadrжi ni H jer je PH ⊂ PS. Samim tim dovoƩno nam je da pokaжemo
da za γ → ∞ i n→ ∞ graf skoro sigurno sadrжi H. To �emo uraditi
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sliqno kao i u prethodnom dokazu pomo�u QebixevƩeve nejednakosti.
Imamo da vaжi:

Pr[X = 0] ≤ Pr[|X − E[X ]| ≥ E[X ]] ≤ E[X2]− E[X ]2

E[X ]2
.

DovoƩno je pokazati da E[X2]−E[X]2

E[X]2 → 0 za n→ ∞. Imamo da je

E[X2] =
∑

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G],

gde se sumiraƬe vrxi po svim Hi, Hj ∈ H. Kako je

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G] = p2l−||Hi∩Hj ||

grupiximo parove Hi i Hj po Ƭihovim presecima. Preciznije za svako
F ⊂ H neka je

AF =
∑

F

Pr[Hi ∪Hj ⊂ G],

gde
∑

F oznaqava da se sumiraƬe vrxi po svim Hi i Hj koji su izo-
morfni sa H i za koje vaжi da je Hi ∩Hj izomorfno sa F . Dobijamo
da je

A∅ =
∑

∅
Pr[Hi ⊂ G]Pr[Hj ⊂ G] ≤ E[X ]2.

Za fiksiran F 6= ∅ ima
(

n
|F |
)
mogu�nosti za izbor qvorova od F u

G. Za taj fiksiran F imamo
(
n−|F |
k−|F |

)
mogu�nosti za skup qvorova Hi .

Mogu�nosti za qvorove oba skupa Hi i Hj imamo taqno

(
n− |F |
k − |F |

)(
n− k

k − |F |

)
.

Verovatno�a da za fiksirane Hi i Hj vaжi Hi ∪Hj ⊂ G je p2l−||F ||, pa
je

AF ≤
(
n

|F |

)
f

(
n− |F |
k − |F |

)(
n− k

k − |F |

)
h2F p

2l−||F ||,

gde je hF broj automorfizama H → H takvih da podgraf izomorfan
sa F ostane fiksiran, a f broj automorfizama iz F u F . Kako za neku
konstantu c vaжi nk ≥

(
n
k

)
≥ cnk dobijamo da vaжi

AF ≤ cFn
2k−|F |p2l−||F ||.

Kako je p = γn
− 1

ǫ′(H) i E[X ] =
(
n
k

)
hpl (h je broj automorfizama od

H), to je
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AF ≤ cFn
2k−|F |+ ||F ||

ǫ′(H) γ−||F || E[X ]2

h2
(
n
k

)2 ,

odnosno

AF ≤ c′F γ
−||F ||n2k−|F |+ ||F ||

ǫ′(H)
E[X ]2
(
n
k

)2 .

Poxto je
(
n
k

)
≥ cnk za neku konstantu c to je

(
n
k

)−1 ≤ c1n
−k za neku

konstantu c1. Onda za neku konstantu c′′F vaжi

AF

E[X ]2
≤ c′′Fn

−|F |+ ||F ||
ǫ′(H) γ−||F ||.

Kako je ǫ′(H) ≥ ||F ||
|F | , to je n

−|F |+ ||F ||
ǫ′(H) ≤ 1, pa vaжi

AF

E[X ]2
≤ c′′F γ

−||F ||.

Za γ → ∞ dobijamo da vaжi AF

E[X]2 → 0. Konaqno imamo da je

Pr[X = 0] ≤
A∅ +

∑
∅6=F⊂H AF − E[X ]2

E[X ]2
≤

∑

∅6=F⊂H

AF

E[X ]2
.

Kako podskupova od H ima konaqana broj, a AF

E[X]2 → 0 to je limn→∞ Pr[X =

0] = 0, xto je i trebalo dokazati. Ovim je zavrxen dokaz teoreme.
Dokazali smo da svojstvo da graf sadrжi dati podgraf ima gra-

niqnu funkciju. ZanimƩivo je posmatrati koja ostala svojstva grafa
imaju graniqnu funkciju. Uvodimo slede�u definiciju:

Definicija 17. Svojstvo grafa P se naziva rastu�e ako se dodavaƬem
ivica u graf G ∈ P dobija graf iz P.

Dokaжimo slede�e intuitivno tvr�eƬe:

Teorema 26. Neka G(n, p1) i G(n, p2) sluqajni grafovi na istom skupu
temena, a P rastu�e svojstvo grafa. Ako je p2 ≥ p1 onda je

Pr[G(n, p1) ∈ P ] ≤ Pr[G(n, p2) ∈ P ].

Dokaz: Neka je H skup svih grafova sa datih n temena koji su elementi
P, a N =

(
n
2

)
. Za svojstvo P i p ∈ (0, 1) vaжi

Pr[G(n, p) ∈ P ] =
∑

A∈H

p|A|(1− p)N−|A|.

Oznaqimo sa hk za 0 ≤ k ≤ N broj grafova iz H sa taqno k grana.
Onda je
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Pr[G(n, p) ∈ P ] =
N∑

k=0

hkp
k(1− p)N−k.

Ova funkcija je neprekidna i diferencijabilna po p i vaжi

dPr[G(n, p) ∈ P ]

dp
=

N∑

k=1

khkp
k−1(1 − p)N−k −

N−1∑

k=0

(N − k)hkp
k(1 − p)N−k+1

=

N∑

k=1

pk−1(1− p)N−k(khk − (N − k + 1)hk−1).

Za svako G1 ∈ P ∩ H sa k − 1 grana postoji N − k + 1 grafova
G2 ∈ P ∩H sa k grana koji se dobijaju dodavaƬem jedne grane. Sliqno
za svako G2 ∈ P ∩H sa k grana postoji najvixe k grafova G1 ∈ P ∩H
sa k − 1 grana koji se dobijaju brisaƬem jedne ivice. Sledi da je
khk ≥ (N − k + 1)hk−1, pa je Pr[G(n, p) ∈ P ] rastu�a funkcija po p.

Pretpostavimo da svojstvo P nije trivijalno (∅ 6∈ P i postoji ele-
ment iz P za dato n). Vaжi da je Pr[G(n, 0) ∈ P ] = 0 i Pr[G(n, 1) ∈
P ] = 1. Kako je Pr[G(n, p) ∈ P ] neprekidna i rastu�a funkcija po p,
to za svako a ∈ (0, 1) postoji jedinstveno p(a, n) (za dato n) takvo da je
Pr[G(n, p(a, n)) ∈ P ] = a. Funkcija p(a, n) je rastu�a i neprekidna po
a, a kako je je Pr[G(n, 0) ∈ P ] = 0 i Pr[G(n, 1) ∈ P ] = 1 moжemo uzeti da
je p(0, n) = 0 i p(1, n) = 1. Onda je funkcija p : [0, 1]× N → [0, 1] bijek-
cija. Sada moжemo da dokaжemo slede�e vaжno tvr�eƬe za graniqne
funkcije. Ovu teoremu dokazali su Bolobax i Tomason 1979. godine.

Teorema 27. Svako rastu�e svojstvo P ima graniqnu funkciju.

Dokaz: Za dato ε ∈ (0, 1/2) postoji m ∈ N takvo da je (1 − ε)m ≤ ε.
Fiksirajmo n. Pokazali smo da za to ε postoji p(ε, n) ∈ (0, 1) takvo da
je

Pr[G(n, p(ε, n)) ∈ P ] = ε.

Ako napravimo uniju m nezavisnih grafova G(n, p(ε, n)) dobijamo
graf G(n, p′) gde je p′ = 1− (1− p(ε, n))m ≤ mp(ε) po Bernulijevoj nejed-
nakosti. Onda je

Pr[G(n, p′) ∈ P ] ≤ Pr[G(n,mp(ε, n)) ∈ P ].

Me�utim

Pr[G(n, p′) 6∈ P ] ≤ Pr[G(n, p(ε, n)) 6∈ P ]m = (1− ε)m ≤ ε,

pa je

Pr[G(n,mp(ε, n)) ∈ P ] ≥ Pr[G(n, p′) ∈ P ] ≥ 1− ε = Pr[G(n, p(1− ε, n)) ∈ P ],
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pa zbog prethodne teoreme vaжi mp(ε, n) ≥ p(1−ε, n). Zbog monotonosti
funkcije p(ε, n) (po ε) vaжi

p(ε, n) ≤ p

(
1

2
, n

)
≤ p(1− ε, n) ≤ mp(ε, n),

gde m zavisi od ε, ali ne od n. Dokaжimo da je p(12 , n) graniqna funk-
cija za svojstvo P. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji niz p′(n)
takav da vaжi (za n→ ∞)

p′(n)

p(12 , n)
→ 0 i lim inf

n→∞
Pr[G(n, p′(n)) ∈ P ] > 0

ili

p′(n)

p(12 , n)
→ ∞ i lim sup

n→∞
Pr[G(n, p′(n)) ∈ P ] < 1.

Ako je prvi sluqaj onda postoji δ ∈ (0, 1) tako da vaжi

Pr[G(n, p′(n)) ∈ P ] ≥ δ = Pr[G(n, p(δ, n)) ∈ P ],

pa je p(δ, n) ≤ p′(n). Iz ovoga sledi da p(δ,n)

p( 1
2 ,n)

→ 0, xto je nemogu�e zbog

prethodne nejednakosti. Sliqno, u drugom sluqaju postoji δ ∈ (0, 1)
tako da vaжi

Pr[G(n, p′(n)) ∈ P ] ≤ δ = Pr[G(n, p(δ, n)) ∈ P ],

pa je p′(n) ≤ p(δ, n). Onda p(δ,n)

p( 1
2 ,n)

→ ∞ za n → ∞, xto je opet nemogu�e

po prethodnoj nejednakosti. Ovim je teorema dokazana.

7.4 Ердошева теорема

U ovom delu izloжi�emo prvi rad iz teorije grafova koji se za-
sniva na upotrebi probabilistiqkog metoda. Autor je Pal Erdox
koji je ovaj rad objavio 1959. godine.

Teorema 28. Za svaki prirodan broj k postoji graf qiji je najkra�i ci-
klus duжine ve�e od k (ako nema ciklus smatramo da je minimalni ci-
klus duжine +∞), a hromatski broj ve�i od k.

U dokazu �emo koristiti slede�u lemu:

Лема 7. Neka je k prirodan broj i neka je p = p(n) funkcija od n takva
da je p ≥ 6k lnn

n
za velike vrednosti broja n. Onda je za G ∈ G(n, p)

lim
n→∞

Pr[α(G) ≥ n

2k
] = 0.
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Dokaz: Za sve prirodne brojeve n ≥ r ≥ 2 imamo da vaжi (za G ∈
G(n, p))

P [α(G) ≥ r] ≤
(
n

r

)
(1 − p)(

r
2) ≤ nr(1− p)(

r
2)

= (n(1 − p)
r−1
2 )r ≤ (ne−

p(r−1)
2 )r,

gde posledƬa nejednakost vaжi zbog 1 − x ≤ e−x za pozitivne brojeve
x (ova nejednakost se lako dokazuje odre�ivaƬe minimuma funkcije

f(x) = e−x + x− 1). Kako je p ≥ 6k lnn

n
i r ≥ n

2k
, vaжi

ne−
p(r−1)

2 = ne−
pr
2 + p

2 ≤ n · n− 3
2 · √e =

√
e√
n
,

xto teжi 0 kako n teжi +∞. Kako je p ≥ 6k lnn

n
(za velike n) za r =

⌈
n
2k

⌉

se dobija

lim
n→∞

Pr[α(G) ≥ n

2k
] = lim

n→∞
Pr[α(G) ≥ r] = 0.

Sada moжemo da se upustimo u dokaz Erdoxeve teoreme.

Dokaz: Neka je k ≥ 3 i fiksirajmo ε takvo da je 0 < ε < 1
k
. Tako�e neka

je p = nε−1. Oznaqimo sa X(G) sluqajnu promenƩivu koja predstavƩa
broj ciklusa duжine najvixe k u grafu G ∈ G(n, p). Iz Teoreme 7
sledi da je

E(X(G)) =

k∑

i=3

n(n− 1) . . . (n− i+ 1)

2k
pi ≤ 1

2

k∑

i=3

nipi ≤ 1

2
(k − 2)nkpk,

jer je (np)i ≤ (np)k, xto sledi iz np = nε ≥ 1. Iz MarkovƩeve nejedna-
kosti imamo da je

Pr
[
X(G) ≥ n

2

]
≤ E(X(G))

n/2
≤ (k − 2)nk−1pk

= (k − 2)nk−1n(ε−1)k = (k − 2)nkε−1.

Kako je kε− 1 < 0 (po izboru ε) imamo da je

lim
n→∞

Pr[X(G) ≥ n

2
] = 0.

Neka je n dovoƩno veliko tako da vaжi Pr[X(G) ≥ n
2 ] <

1
2 i Pr[α(G) ≥

n
2k ] <

1
2 , xto je mogu�e zbog prethodno dokazanih tvr�eƬa. Tada po-

stoji graf G ∈ G(n, p) sa maƬe od n
2 ciklusa qije su duжine ne ve�e od
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k i α(G) < n
2k . Iz svakog od ovih ciklusa izbriximo po teme i ivice

koje polaze iz tog temena da bi dobili graf H. Onda je |H | ≥ n
2 i

graf H mora ima ciklus duжine ve�e od k ili ih nema uopxte. Kako

je i α(G) ≥ α(H), to je χ(H) ≥ |H|
α(H) . Sada iz prethodnog zakƩuqujemo

da vaжi

χ(H) ≥
n
2
n
2k

= k.

Ovim smo dokazali da graf H ispuƬava uslove zadatka i time
dokazali Erdoxevu teoremu.

7.5 Лема о пресецима

U ovom delu prikaze�emo jednu lema koja se veoma lako dokazuje
probabilistiqkim metodom, a moжe se iskoristiti za rexavaƬe neko-
liko texkih problema diskretne geometrije. Za poqetak nam trebaju
Ojlerova teorema koja je dokazana u uvodu i jedna lema. Definiximo
prvo xta su preseci grafa.

Definicija 18. Ako je graf G postavƩen u ravan tako da Ƭegove ivice
obrazuju minimalni broj preseka, onda taj broj preseka oznaqavamo sa
Cr(G).

Ukoliko se neke tri ivice seku u jednoj taqki te preseke raqunamo
tri puta. Za dokaz leme o presecima treba nam i slede�a lema:

Лема 8. Za graf G sa e ivica i n qvorova vaжi Cr(G) ≥ e− 3n+ 6.

Dokaz: Od datog grafa G pravimo planaran graf tako xto svaki pre-
sek oznaqimo kao qvor, izbrixemo granu koja ga sadrжi i dodamo
dve nove grane koje taj novi qvor pravi. Ukolimo se bar tri ivice
seku u jednoj taqki onda ih moжemo razdvojiti i primenti navedenu
transformaciju. Onda dobijamo planaran graf sa n+ Cr(G) qvorova
i e+ 2Cr(G) grana. Data nejednakost se svodi na

3(n+ Cr(G)) ≥ e+ 2Cr(G) + 6,

odnosno na 3N ≥ M + 6 za planaran graf. Kako su izrazi i sa leve
i sa desne strane date nejednakosti linearni dovoƩno je pokazati
nejednakost za povezane grafove. Za Ƭih imamo da vaжi Ojlerova
teorema, odnosno da je N = M + 2 − O, gde je O broj oblasti na koji
povezan graf deli ravan. Nejednakost se svodi na 3(M+2−O) ≥M+6,
odnosno na 2M ≥ 3O, xto je taqno jer 2M predstavƩa zbir broja ivica
u oblastima xto nije maƬe od 3O jer svaka oblast ima bar 3 ivice.

Sada �emo dokazati lemu o presecima koriste�i probabilistiqki
argument.
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Лема 9. Ako graf G ima e ivica i n qvorova i vaжi e ≥ 4n onda je

Cr(G) ≥ 1

64

e3

n2
.

Dokaz: Posmatrajmo postavƩaƬe u ravan grafa G sa minimalni brojem
presecaƬa. Biramo svako teme sa verovatno�om p i neka je Gp graf
indukovan na tim qvorovima. Po prethodnoj lemi je Cr(Gp)−ep+3np ≥
0, gde su ep i np broj ivica i qvorova indukovanog grafa. Onda je
E[Cr(Gp) − ep + 3np] ≥ 0. Kako je E[np] = pn, E[ep] = p2e i E[Cr(Gp)] =
p4Cr(G) dobijamo da je

Cr(G) ≥ e

p2
− 3n

p3
.

Neka je p = 4n
e

≤ 1. Onda dobijamo da je

Cr(G) ≥ 1

64

e3

n2
,

xto je i trebalo dokazati.
Sada �emo dokazati tri teoreme koje predstavƩaju znaqajne pro-

blem iz diskretne geometrije, a lako se rexavaju primenom ove leme.

Teorema 29. U ravni je dato n taqaka i l pravih. Onda je broj pripadaƬa
datih taqaka datim pravama najvixe 4((nl)

2
3 + n+ l).

Dokaz: Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da svaka taqka
pripada nekoj pravoj i da svaka prava sadrжi bar jednu taqku. De-
finiximo graf G na datih n taqaka i spojimo dve taqke kao duж ako
su uzastopne na nekoj pravoj (od datih l). Onda je Cr(G) ≤ l2. Broj
pripadaƬa (oznaqimo ga sa i) jednak e+ l gde je e broj ivica grafa G.
Ako je e = i− l ≤ 4n, onda je

i ≤ l + 4n < 4((nl)
2
3 + n+ l).

U drugom sluqaju je e = i− l ≥ 4n, pa po lemi o presecima vaжi

l2 ≥ Cr(G) ≥ 1

64

(i − 4n)3

n2
.

Sre�ivaƬem ove nejednakosti dobija se da je (64l2n2)
1
3 ≥ i − 4n,

odnosno da je
i ≤ 4(nl)

2
3 + 4n ≤ 4((nl)

2
3 + n+ l),

xto je i trebalo dokazati.

Teorema 30. Neka su k i n prirodni brojevi takvi da je 2 ≤ k ≤ √
n. Za

n taqaka u ravni broj pravih koje sadrжi po bar k od Ƭih je ≤ 512 · n
2

k3
.
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Dokaz: Napravimo graf G sa qvorovima u datih n taqaka, tako xto
�emo spojiti taqke duжima ako su uzastopne taqke na nekoj od pravih
koja sadrжi bar k taqaka. Ukoliko je broj ovakvih pravih jednak l,
tada je Cr(G) ≤ l2. Tako�e ako je broj ivica grafa G jednak e vaжi
e ≥ l(k − 1). Ukoliko je l(k − 1) < 4n, onda je

l <
4n

k − 1
< 512 · n

2

k3
,

zbog 128n ≥ 128k2 > k3

k−1 . Ukoliko je e ≥ l(k − 1) ≥ 4n, onda je po lemi
o presecima

l2 ≥ Cr(G) ≥ 1

64

e3

n2
≥ 1

64

l3(k − 1)3

n2
,

pa je l ≤ 64 · n2

(k − 1)3
≤ 512 · n

2

k3
.

Teorema 31. Broj jediniqnih duжi me�u proizvoƩnih n taqaka u ravni
je najvixe 5n

4
3 .

Dokaz: Opiximo oko svake taqke kruжnicu polupreqnika 1. Ho�emo
da napravimo graf sa temenima u datim taqkama. Posmatrajmo samo
kruжnice koje sadrжi bar tri taqke. Taqke koje su povezane kruжnim
lukovima smatra�emo qvorovima grafa G, a lukove ivicama. Ukoliko
su neka dva qvora povezana sa dve ivice posmatramo samo jednu od Ƭih.
Tako dobijamo graf G. Neka je d broj duжi na jediniqnom rastojaƬu.
Onda je 2(d − n) ≤ 2e, gde je e broj ivica datog grafa. Ukoliko je
e < 4n, onda je d < 5n < 5n

4
3 . U suprotnom je e ≥ 4n, a kako se dve

kruжnice mogu se�i u najvixe dve taqke vaжi

n2 ≥ Cr(G) ≥ 1

64

e3

n2
,

odnosno e ≤ 4n
4
3 . Zbog e ≥ d− n dobijamo da je d ≤ 4n

4
3 + n < 5n

4
3 , xto

je i trebalo dokazati.2
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Предавање 8

Borsuk-Ulamova teorema

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

8.1 Увод

Borsuk-Ulamova teorema vaжi za jedno od najve�ih oru�a elemen-
tarne algebarske topologije, a jedan od razloga je i to xto se poja-
vƩuje u velikom broju ekvivalentnih verzija. Krenimo sa onom naj-
lakxom za pam�eƬe:

Teorema 32. Za svako neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Rn i n ∈ N0

postoji x, x ∈ Sn za koje vaжi f(x) = f(−x).

Xto se za n = 2 najlakxe interpretira na slede�a dva naqina:

Primer 3. U svakom trenutku se na planeti ZemƩi nalaze dve taqke
centralno simetriqne u odnosu na centar ZemƩe u kojima su tempera-
tura i pritisak jednake.

Primer 4. Uzmimo gumenu napumpanu gumenu loptu, ispumpajmo je, ra-
zvaliqimo ili sabijajmo je kako god, bez Ƭenog pucaƬa, a zatim je osta-
vimo da leжi na podu. Vaжi da postoje dve taqke na lopti koja su
jedna ispod druge, a koje su dok je lopta bila napumpana bile centralno
simetriqne u odnosu na centar.

Tvr�eƬe za n = 1 zahteva samo osnovno poznavaƬe sredƬoxkolske
analize.

Primer 5. Neka je f : S1 → R1. Uvedimo funkciju g : [0, 2π] → R za koju
vaжi da je g(x) jednako f(X) za X ∈ S1 pri qemu OX obrazuje ugao x sa
fiksiranom pravom a koja prolazi kroz O(centar kruжnice S). Vaжi
da je g neprekidna funkcija za koju vaжi g(0) = g(2π). Uvedimo funkciju
h : [0, 2π] → R za koju vaжi: x ∈ [0, π] ⇒ h(x) = g(x) − g(π + x). Odavde
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je: h(x) = −h(π + x). Ako je h(0) = 0 tvr�eƬe teoreme je dokazano ako
je h(0) 6= 0 onda su h(0) i h(π) razliqitog znaka pa iz teoreme o sredƬoj
vrednosti h ima nulu na intervalu [0, π] odakle sledi tvr�eƬe teoreme.

8.2 Еквивалентне верзиjе Борсук-Уламове теореме

Teorema 33. Za n ∈ N0 slede�a tvr�eƬa su ekvivalentna i taqna:
(BU1a) Za svako neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Rn postoji x, x ∈ Sn

za koje vaжi f(x) = f(−x).
(BU1b) Za svako neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Rn za koje vaжi
−f(x) = (f(−x)) za svako x ∈ Sn postoji x za koje vaжi f(x) = 0.
(BU2a) Ne postoji neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Sn−1 za koje vaжi
−f(x) = (f(−x)).
(BU2b) Ne postoji neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Sn−1 za koje vaжi
f(x) 6= (f(−x)).
(BU2c) Ne postoji neprekidno preslikavaƬe f : Bn → Sn−1 za koje vaжi
−f(x) = (f(−x)) za x na povrxini Bn, tj. x ∈ Sn−1 = δBn.
(BU3a) Ne postoji neprekidno preslikavaƬe f : Bn → Rn za koje vaжi
f(x) 6= (f(−x)).
(BU3b) Ne postoji neprekidno preslikavaƬe f : Bn → Rn za koje vaжi
−f(x) = (f(−x)) za x na povrxini Bn, tj. x ∈ Sn−1 = δBn.
(LS-c) Za svako prekrivaƬe F1, F2, . . . , Fn+1 sfere Sn sa n+1 zatvorenih
skupova postoji skup takav da sadrжi dve taqke centralno simetriqne
u odnosu na centar sfere(odnosno Fi ∩ (−Fi) 6= ∅).
(LS-o) Za svako prekrivaƬe U1, U2, . . . , Un+1 sfere Sn sa n+ 1 otvorenih
skupova postoji skup takav da sadrжi dve taqke centralno simetriqne
u odnosu na centar sfere(odnosno Ui ∩ (−Ui) 6= ∅).

Sada �emo dokazati neke od ekvivalencija:

(BU1a) ⇒ (BU1b):
Posmatrajmo bilo koje neparno(antipodalno) preslikavaƬe(tj. ono
preslikavaƬe za koje vaжi −f(x) = f(−x) za sve x iz domena f). Iz
teoreme (BU1a) dobijamo da postoji takvo x ∈ Sn za koje vaжi f(x) =
f(−x) pa je onda za to x: f(x) = −f(x) odakle je f(x) = 0.
(BU1b) ⇒ (BU1a):
Posmatrajmo antipodalno preslikavaƬe: g(x) = f(x) − f(−x). Iz
(BU1b) dobijamo da ono ima nulu na x ∈ Sn odakle za to x vaжi i:
f(x) = f(−x).
(BU1b) ⇒ (BU2a):
Antipodalno preslikavaƬe f : Sn → Sn−1 je tako�e antipodalno pre-
slikavaƬe f : Sn → Rn jer je Sn−1 ⊂ Rn.
(BU2a) ⇒ (BU1b):
Pretpostavimo suprotno, da vaжi (BU2a) i ne vaжi (BU1b), to onda
postoji neprekidno, antipodalno preslikavaƬe f : Sn → Rn koje ni
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u jednoj taqki ne uzima vrednost 0. Sada antipodalno preslikavaƬe
g : Sn → Sn−1 zadato sa g(x) = f(x)/ ‖ f(x) ‖ je kontradiktorno sa
(BU2a).
(BU2a) ⇔ (BU2b) se dokazuje analogno kao (BU1a) ⇔ (BU1b).
(BU2a) ⇔ (BU2c):
Posmatrajmo projekciju π : (x1, x2, . . . , xn+1) → (x1, x2, . . . , xn) je homeo-
morfizam gorƬe hemisfere U sfere Sn na loptu Bn. Pretpostavimo
da vaжi (BU2c), a ne vaжi (BU2a), odnosno postoji neprekidno anti-
podalno preslikavaƬe f : Sn → Sn−1. Sada je g : Bn → Sn−1 nepre-
kidno i antipodalno na δBn za g = f(π−1(x)). Pretpostavimo sada da
vaжi (BU2a), a ne vaжi (BU2c), odnosno postoji g : Bn → Sn−1 ne-
prekidno, i antipodalno na x ∈ δBn. Sada definixemo f : Sn → Sn−1

tako da je za x za koje vaжi xn+1 ≥ 0(odnosno gorƬu hemisferu lopte)
f(x) = g(π(x)), i definixemo f(−x) = −g(π(x)). f je neprekidna na obe
hemisfere pa je neprekidna na celoj lopti, a osim toga iz definicije
je f antipodalna svugde van ekvatora(xn+1 = 0), dok za ekvator vaжi
antipodalnost jer je g antipodalna na povrxini.
(BU1b) ⇔ (BU3b) se dokazuje analogno kao (BU2a) ⇔ (BU2c).
(BU3b) ⇔ (BU3a) se dokazuje analogno kao (BU1a) ⇔ (BU1b).
(BU1a) ⇒ (LS-c):
Posmatrajmo prekrivaƬe Sn zatvorenim skupovima F1, F2, . . . , Fn+1 i
definiximo neprekidno preslikavaƬe f : Sn → Rn sa:
f(x) = (d(x, F1), d(x, F2), . . . , d(x, Fn)). Iz (BU1a) zakƩuqujemo da po-
stoji x takvo da je f(x) = f(−x) = y. Ako je i-ta koordinata taqke
y jednaka nuli, onda je x,−x ∈ Fi. Ako sve koordinate y nisu nula,
onda x i −x ne pripadaju nijednom od skupova F1, F2, . . . , Fn pa onda
oba pripadaju skupu Fn+1.
(LS-c) ⇒ (BU2a):
Prvo nam je potreban pomo�ni rezultat: Postoji pokrivaƬe sfere
Sn−1 sa n+1 zatvorenih skupova(posmatrajmo n-simpleks(sadrжi n+1
strana) u Rn(politop u n dimezija) koji sadrжi nulu i projektujmo
mu strane iz nule na povrxinu sfere Sn−1, projekcija svake strane je
jedan zatvoreni skup). Pretpostavimo da ne vaжi (NU2a), odnosno da
postoji neprekidno, antipodalno preslikavaƬe f : Sn → Sn−1. Sada
je f−1(F1), f

−1(F2), . . . , f
−1(Fn+1)(f−1(Fi) su sve taqke sfere Sn koje f

slika u Fi) je prekrivaƬe sfere Sn sa n + 1 zatvorenih skupova kon-
tradiktorno sa (LS-c).

Teorema L�sternik-Xnirel’man je generalizovana na slede�u:
(LS-oc) Za svako prekrivaƬe F1, F2, . . . , Fn+1 sfere Sn sa n+1 zatvore-
nih ili otvorenih skupova postoji skup takav da sadrжi dve taqke cen-
tralno simetriqne u odnosu na centar sfere(odnosno Fi ∩ (−Fi) 6= ∅).

Teorema 34. (Brouverova teorema o fiksnoj taqki) Svako neprekidno
preslikavaƬe f : Bn → Bn sadrжi fiksnu taqku(tj. postoji x ∈ Bn za
koje vaжi f(x) = x).
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Dokaz:
Pretpostavimo da postoji f : Bn → Bn bez fiksne taqke. Pokaza�emo
postojaƬe g : Bn → Sn−1 qija je restrikcija na Sn−1 identitet. De-
finiximo g kao taqku preseka poluprave iz f(x) kroz x i sfere Sn−1.
Ovo g je kontradiktorno sa (BU1c) jer je neprekidno i antipodalno.
Jaqa forma Brouverove teoreme o fiksnoj taqki kaze da za svako ne-
prekidno preslikavaƬe iz konvenksnog, kompaktnog podskupa Eukli-
dovog prostora u samog sebe sadrжi fiksnu taqku. Ovo vaжi jer su
osobine funkcije kojima se bavimo(neprikidnost, da li je neka taqka
fiksna) invarijantne u odnosu na homeomorfizme.

Primer 6. Ako posmatramo lokacije qestica u izolovanoj, nepromen-
Ʃivoj prostoriji u dva razliqita vremenska trenutka, bar jedna se na-
lazi na istom mestu u oba vremenska trenutka.

8.3 Генерализациjа Борсук-Уламове теореме

Teorema 35. (Fanova teorema, generalizacija (LS-c)) Neka su A1, A2, . . . , Am

zatvoreni skupovi koji pokrivaju Sn tako da Ai∩(−Ai) 6= ∅ za sve i(Napomena:
prime�ujemo da je m nezavisno od n, pri qemu iz (LS-c) imamo da mora
biti m ≥ n + 2) onda postoje indeksi i1, i2, . . . in+2 i x ∈ Sn tako da
(−1)jx ∈ Aij , za j = 1, 2, . . . , n + 2. Tako�e se zatvoreni skupovi mogu
zameniti sa otvorenim.

Teorema 36. (Teorema Bourgina i Janga, generalizacija (BU1a)) Neka je
f : Sn → Rm, neprekidna funkcija onda je koincidentni skup x ∈ Sn : f(x) = f(−x)
dimenzije bar n−m.
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Предавање 9

Numeracija i druga

prebrojavaƬa

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

9.1 Задаци за рад

Zadatak 4. Koje je slovo na 10-om, a koje je na 30-om mestu u nizu
ABBVVV. . .?

RexeƬe: Niz je formiran tako da svako slovo naxe azbuke(redom)
zauzima onoliko mesta koliko je Ƭegov redni broj u azbuci: A-1,B-
2,V-3, itd. Odgovor: 1) 1(A) + 2(B) + 3(V) + 4(G) = 10 slova, tj. slovo
G; 2) 1(A) + 2(B) + 3(V) + 4(G) + 5(D) + 6(�) + 7(E) + 2(Ж) = 30 slova,
tj. slovo Ж.

Zadatak 5. Otkrij pravilo niza: 8, 13, 18, 23, . . . Koji je broj na 10-om
mestu?

RexeƬe: Niz je aritmetiqki: prvi qlan je 8, a svaki slede�i je za
5 ve�i:

a1 = 8, a2 = 8 + 5, a3 = 8 + 2 · 5, a4 = 8 + 3 · 5, . . . , an = 8 + (n− 1) · 5;

Odgovor: a10 = 8 + 9 · 5.

Zadatak 6. Koji broj je na 20-om mestu u nizu:

1)0, 1, 2, 3, 4, . . . ;

2)2, 4, 6, 8, . . . ;

3)0, 3, 6, 9, . . . ;
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4)1, 3, 5, 7, . . . ;

5)0, 1, 4, 9, 16, . . . ;

6)6, 10, 14, 18, . . .?

RexeƬe: Odgovor: 1)19; 2)40; 3)57; 4)39; 5) kvadrati brojeva za 1
maƬi od broja mesta u nizu: 361; 6)82.

Zadatak 7. Uqenik je na raqunaru, bez razmaka, otkucao prirodne
brojeve do 200. Koja cifra se nalazi na: 1)11. mestu; 2)222. mestu;
3)311. mestu?

RexeƬe: 1) Prvh 9 mesta zauzimaju jednocifreni brojevi, 10-to
mesto zauzima cifra desetica broja 10, a 11-to cifra jedinica tog
broja. Dakle, na 11-tom mestu je cifra 0. 2) Jednocifreni brojevi
zauzeli su 9 mesta, dvocifreni 90 ·2 = 180 mesta, a preostala 222−(9+
180) = 33 mesta trocifreni. Dakle, na 33 mesta zauzelo je prvih 11
trocifrenih brojeva. Na 222. mestu je cifra 0. 3) Cliqno prethodnom:
311− (9 + 180) = 122; 122 : 3 = 40(2). U tom nizu je pored jednocifrenih
i dvocifrenih brojeva i 40 trocifrenih i 2 cifre 41. (a to je broj
140). Dakle, posledƬa cifra je 4.

Zadatak 8. Koliko se cifara upotrebi za numerisaƬe kƬige koja ima
120 strana, ako je: 1) svaka strana numerisana arapskim ciframa; 2)
prvih 8 strana i posledƬe 2 nisu numerisane, a ostale jesu poqev od
broja 9; 3) prvih 6 strana je numerisano rimskim brojevima, a ostale
redom brojevima 1, 2, 3, . . .?

RexeƬe: 1) 9 · 1 + 90 · 2 + (120− 9− 90) · 3 = 252; 2) 1 · 1 + 90 · 2 + (118−
91) ·3 = 262; 3) UpotrebƩene rimske cifre su I, II, III, IV, V, V I-Ƭih 11.
Odgovor: 11 + 9 · 1 + 90 · 2 + (120− 6− 9− 90) · 3 = 245.

Zadatak 9. Koliko kƬiga ima strana ako je za Ƭenu numeraciju upo-
trebƩeno 2010 cifara, ako prvih 6 strana nije numerisano, a ostale
su numerisano poqev od broja 7?

RexeƬe: Neoznaqenih strana ima 6; strana sa jednocifrenim bro-
jem ima 3(7, 8, 9), sa dvocifrenim brojem ima 90, a sa trocifrenim bro-
jem ima (2010−3+90·2) : 3 = 609. KƬiga ima ukupno: 6+3+90+609 = 708
strana.

Zadatak 10. U jednoj staroj kƬizi sve strane su numerisane. Neko je
iscepao, poqev od 88. strane 20 listova. PosledƬa strana numerisana
je brojem 320. Koliko je cifara upotrebƩeno za oznaqavaƬe ostatka
kƬige?

RexeƬe: Da je kƬiga kompletna za neku numeraicju bilo bi upo-
trebƩeno: 9 · 1 + 90 · 2 + (320− 9− 90) · 3 = 852 cifre. Kako je unixteno
20 listova, to treba odbaciti 40 strana i to (99 − 86) = 13 sa dvoci-
frenim brojevima i 40− 13 = 27 sa trocifrenim brojevima. Odgovor:
852− (13 · 2 + 27 · 3) = 745.
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Zadatak 11. U jednoj ulici ima 99 ku�a, i to sa desne strane 2 puta
vixe nego s leve. Sve ku�e su oznaqene uzastopnim neparnim broje-
vima s leve i uzastopnim parnim brojevima s desne strane. 1) Koji
broj je na posledƬoj ku�i sa leve, a koji sa desne strane? 2) Koliko
cifara je upotrebƩeno za oznaqavaƬe scih ku�a u toj ulici?

RexeƬe: S desne strane ima (99 : 3) · 2 = 66, a sa leve 33. 1) Na
posledƬoj ku�i sa leve strana je 65, a sa desne 132. 2) S leve strane
je 5 ku�a s jednocifrenim i 28 sa dvocifrenim neparnim brojem, a s
desne je 4 sa jednocifrenim i 45 sa dvocifrenim i 17 sa trocifrenim
parnim brojem. Odgovor: (5 · 1 + 28 · 2) + (4 · 1 + 45 · 2 + 17 · 3) = 206.

Zadatak 12. Koja je posledƬa cifra zbira svih prirodnih brojeva
koji: 1) nisu ve�i od 500; 2) su maƬi od 2010?

RexeƬe: 1) Treba izraqunati zbir: 1+ 2+ 3+ . . .+498+ 499+ 500 =
(1+500)+(2+499)+ . . .+(250+251) = 501 ·250 = 125250. PosledƬa cifra
je 0. 2) 1 + 2 + 3 . . . + 2007 + 2008 + 2009 = (1 + 2008) + (2 + 2007) + . . . +
(1004 + 1005) + 2009 = 1004 · 2009 + 2009 = 1005 · 2009 = 2019045 Odgovor:
cifra 5.

Zadatak 13. Odrediti posledƬe 4 cifre proizvoda prvih 20 prirod-
nih brojeva.

RexeƬe: Posmatrajmo proizvod uzastopnih brojeva: 1·2 = 2, 1·2·3 =
6, 1 · 2 · 3 · 4 = 24, 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120. Qim se pojavi broj 5 kao qinilac,
prozivod uzastopnih brojeva �e se zavrxavati nulom. Broj 5 �e se
pojaviti kao qinilac jox u brojevima 10, 15 i 20, tj. na kraju �e se
pojaviti jox 3 nule. Odgovor: 4 nule.

9.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 14. Koliko puta se upotrebi cifra 9 u zapisivaƬu svih bro-
jeva prve hiƩade?

Zadatak 15. Ispisani su redom parni prirodni brojevi. Koja cifra
je na 200. mestu?

Zadatak 16. Ispisan je niz znakova 1, 2, 3, . . . , 2010. Koje znak je na: 1)
4−tom; 2) 100−tom mestu?

Zadatak 17. Sa koliko nula se zavrxava proizvod svih brojeva prve
stotine?

Zadatak 18. Jedna kƬiga ima 104 lista.Prvih 6 strana i posledƬi
list nisu numerisani, a ostale su obeleжene poqev od broja 7. Koliko
je cifara upotrebƩeno za numerisaƬe: 1) prve polovine; 2) druge
polovine te kƬige?
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Предавање 10

Metoda duжi u rexavaƬu

problemskih zadataka

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

10.1 Задаци за рад

Zadatak 19. KƬiga je 3 puta skupƩa od sveske, a sveska 4 puta od
olovke. Zajedno kƬiga, sveska i olovka koxtaju 510 dinara. Odredi
Ƭihove cene.

RexeƬe: Olovka je najjeftinija i neka je Ƭena cena x dinara. U
tom sluqaju sveska kosta 4x, a kƬiga 12x. Vaжi: x + 4x + 12x = 510,
17x = 510, x = 30. Cena olovke je 30 dinara, sveske 120, a kƬige 360.

Zadatak 20. Koliqnik dva broja je 6, razlika 180. Koji su to brojevi?

RexeƬe: Ako je koliqnik 6, to znaqi da je jedan broj 6 puta ve�i
od drugog, tj. a = 6x, b = x. ƫihova razlika je 6x− x = 180, 5x = 180,
x = 36. Brojevi su 36 i 216.

Zadatak 21. Zbir dva broja je 411, a razlika 17. Odredi te brojeve.
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RexeƬe: Kako je razlika tih brojeva 17, to je jedan broj za 17 ve�i
od drugog: a = x + 17, b = x. Prema uslovu zadatka a + b = 411,
2x+ 17 = 411, x = 197, a = 214, b = 197.

Zadatak 22. Dukserica je 7 puta skupƩa od majice, a majica je 900
dinara jeftinija od duksa. Kolike su Ƭihove cene?

RexeƬe: Prema uslovima zadatka dukserica vredi 7x, a majica x,
pa vaжi 7x− x = 900, 6x = 900, x = 150 dinara.

Zadatak 23. Na prvoj polici ima 6 puta maƬe kƬiga nego u drugoj, a
6 kƬiga maƬe nego na tre�oj. Kada bi premestili sve kƬige sa prve
na tre�u policu, onda bi na Ƭoj bilo 78 kƬiga maƬe nego na drugoj.
Koliko ima ukupno kƬiga?

RexeƬe: Prva polica: x, druga polica 6x, tre�a polica x + 6.
Posle premextaƬa na drugoj polici bi�e: 4x− 6 = 78, x = 21. Ukupno
ima 174 kƬige.

Zadatak 24. Deqak u jednom 
epu ima 4 puta vixe novca nego u drugom.
Kada se iz prvog premesti 18 dinara u drugi, onda �e u drugom biti
30 dinara maƬe nego u prvom. Koliko deqak ima novca?

RexeƬe: Prvi 
ep: 3x, drugi 
ep: x. Uslov 2x = 18+30+18, x = 33.
Ima 4 · 33 = 132 dinara.
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Zadatak 25. U prvom vagonu bilo je 5 puta vixe putnika neko u drugom
vagonu. Kada je iz prvog vagona prexlo 40 putnika u drugi, onda je u
drugom vagonu bilo 24 putnika vixe nego u prvom. Koliko putnika je
u oba vagona?

RexeƬe: Prvi vagon: 5x, drugi vagon: x. Uslove iz zadatka prika-
zati duжima: 4x = 40 + 40− 24, x = 6. Bilo je 6 · 14 = 84 putnika.

Zadatak 26. Pre 2 godine otac, majka i sin imali su 58 godina (za-
jedno). Za 2 godine majka �e biti 5 puta starija od sina. Koliko
godina, sada, sin, majka i otac, ako je majka 4 godine mla�a od oca?

RexeƬe: Za dve godine oni �e zajedno imati 58 + 3 · 4 = 70 godina,
a posebno: sin: x, majka: 5x, otac: 5x+ 4. Uslov: 11x+ 4 = 70, x = 6.
Sada imaju: sin 6− 2 = 4 godine, majka 5 · 6− 2 = 28, a otac 28 + 2 = 30
godina.

Zadatak 27. Razlika dva broja je 2010. Ako prvi pomnoжimo sa 3, a
drugi sa 5, dobi�emo isti proizvod. Odredi te brojeve.

RexeƬe: Iz uslova zadatka: 3a = 5b = p, name�e se da proizvod p
treba izraziti preko tre�e promenƩive. Uvex�emo da je p = 15x, tj.
3a = 15x i 5b = 15x, konaqno a = 5x i b = 3x. DaƩe, 5x − 3x = 2010,
x = 1005, a = 5025, b = 3015.

Zadatak 28. Aca, Bane i Cane ravnopravno su uqestvovali u kupovini
lopte. Aca je dao polovinu svog novca, Bane tre�inu svog a Cane
qetvrtinu svog novca. Koliko je ko imao novca, ako Aca i Bane imaju
1200 dinara vixe od Cana. Kolika je cena lopte?

RexeƬe: Ako Aca ima a, Bane b a Cane c dinara, onda su oni za
loptu dali 1

2 · a, 1
3 · b i 1

4 · c. Kako su ravnopravno uqestvovali u
kupovini lopte, to je 1

2 · a = 1
3 · b = 1

4 · c = k. Oqigledno je: a = 2k,
b = 3k, c = 4k, pa je 2k + 3k − 4k = 1200, tj. k = 1200. Aca je imao 2400,
Bane 3600 a Cane 4800 dinara. Lopta koxta 3600 dinara.

10.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 29. Odrediti 4 uzastopna prirodna broja qiji je zbir 2010.

Zadatak 30. Broj ima 9 puta vixe novca od sestre. Ako brat dobije
70 dinara, a sestra 30, ima�e po�ednako. Koliko je ko imao novca na
poqetku?
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Zadatak 31. Sin je 7 puta mla�i od majke, a godinu od sestre. Majka
je 24 godine starija od svoje dvoje dece. Kada je ko ro�en?

Zadatak 32. Tata i Ƭegovih dvoje dece imaju zajedno 70 godina. Broj
godina jednog deteta jednak je polovini, a drugog qetvrtini tatinih
godina. Koliko ko ima godina?

Zadatak 33. Kada je Ana potroxila 1
2 svog novca, SaƬa 3

4 svog a TaƬa
4
5 svog novca, ostalo im je po�ednako. Koliko je ko imao novca, ako su
pre troxeƬa, imali zajedno 3300 dinara.
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Предавање 11

Logiqko kombinatorni

zadaci(Tablice,grafovi)

MioƩub Isailovi�, Ox ”Nikolaj Velimirovi�”

11.1 Задаци за рад

Zadatak 34. Pola jata golubova za pola dana pojede 2kg hrane. Koliko
hrane pojede celo jato za 10 dana?

RexeƬe:

Golubovi Dani Koliqina hrane
Pola jata Pola dana 2 kg
Pola jata Ceo dan 4 kg
Celo jato Ceo dan 8 kg
Celo jato Deste dana 80 kg

Zadatak 35. Maqka i po za dan i po pojede 2 i po mixa. U podrumu
ima 120 mixeva i 3 maqke. Za koliko dana �e te 3 maqke pojesti tih
120 mixeva?

RexeƬe: Prema podacima iz zadatka, formirati tabelu sliqno
prethodnom zadatku. RexeƬe je 36 jaja.

Zadatak 36. U qaxi, balonu i kanti nalaze se limunada, mleko i
voda. U kanti nije limunada ni mleko. U qaxii nije limunada. Koja
se teqnost nalazi u balonu?

RexeƬe:
Qaxa Balon Kanta

Limunada − + −
Mleko + − −
Voda − − +
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Zadatak 37. Tri drugarice: Vera, Jelena i Ka�a, doxle su na x-
kolsku priredbu u haƩinama razliqitih boja: jedna u plavoj, jedna
u beloj i jedna u ruжiqastoj haƩini. Ka�a nije bila u ruжiqastoj
haƩini, a Vera ni u plavoj ni u ruжiqastoj haƩini. Koja je bila boja
Ka�ine haƩine?

RexeƬe: Obrazovati tabelu sliqnu tabeli prethodnog zadatka.
Ka�ina haƩina je plave boje.

Zadatak 38. Razgovaraju tri druga: Beli�, Crnkovi� i Жutelija.
Crnokosi kaжe Beli�u: ZanimƩivo je da je jedan od nas sa belom
kosom, jedan sa crnom i jedan sa жuutom ali ni jednome prezime ne
odgovara boji kose. Kakvu boju kose ima svaki od drugova?

RexeƬe: Koriste�i uslove iz zadatka razvrstane u tabelu dobi-
jamo da Beli� ima жutu kosu, Crnkovi� belu kosu a Жutelija crnu
kosu.

Zadatak 39. U jednoj zgradi stanuju tri drugara: pekar, lekar i apo-
tekar. Oni se prezivaju: Beli�, Ivi� i Pili�. Pekar je jedinac i
najmla�i od trojice. Pili� je oжeƬen sestrom Beli�a i stariji je
od lekara. Kako se preziva pekar, kako lekar , a kako apotekar?

RexeƬe: Iz uslova zadatka sledi da Beli� i Pili� nisu pekari
( jer Beli� ima sestru a Pili� nije najmla�i); onda je pekar Ivi�.
Poxto Pili� nije lekar on je apotekar, dok je Beli� lekar.

Zadatak 40. Koja se od figura na slici moжe nacrtati jednim pote-
zom olovke polaze�i iz: a) jedne utvr�ene taqke; b) bilo koje taqke
figure.

RexeƬe: Figura se moжe nacrtati jednim potezom ako je svako teme
parnog stepena ili ako postoje dva temena tre�eg stepena, a ostala
su parna. Figura A se ne moжe nacrtati jednim potezom, figura B
moжe polaze�i iz neparnog temena, a zavrxavaju�i u drugom neparnom
temenu, dok se figura V moжe nacrtati jednim potezom polaze�i iz
bilo kog temena.

Zadatak 41. U taqki A nalazi se garaжa. Rukovodioce te maxine
interesuje da li je mogu�e da maxina oqistiti sneg u celom gradu,
a da pri tom maxina, koja je poxla iz garaжe, svakom ulicom pro�e
samo jednom? Moжe li se napraviti takva putaƬa da se maxina na
kraju posla opet na�e u taqki A?

RexeƬe: Maxina mora po�i iz temena A i zavrxiti u temenu ste-
pena 3, jer su sva ostala temena parnog stepena.

Zadatak 42. Od tri olovke (A,B,C) jedna je crvena, druga bela, a
tre�a plava. Koje boje je koja olovka ako je samo jedna od slede�ih
izjava taqna: A je crvena, B nije crvena, a C nije plava.
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RexeƬe: Ispituju�i jednu po jednu tvrdƬu zakƩuqujemo da je olovka
A plava, B crvena, a C je bela.

Zadatak 43. Lazi�, Miki� i Naki� rade u banci kao kƬigovo�a, bla-
gajnik, raqunovo�a. Ako je Naki� blagajnik, Miki� je raqunovo�a.
Ako je Naki� raqunovo�a, Miki� je kƬigovo�a. Ako je Lazi� kƬi-
govo�a, Naki� je raqunovo�a. Ko se qme bavi?

RexeƬe: Iz datih uslova dobija se: ako je Lazi� kƬigovo�a, Naki�
je raqunovo�a, a ako je Naki� raqunovo�a, to je Miki� kƬigovo�a,
xto je nemogu�e. Dakle Lazi� i Miki� nisu kƬigovo�e, tj. Naki� je
kƬigovo�a. Iz prvog uslova sledi da Miki� nije raqunovo�a; on je
blagajnik. Lazi� je raqunovo�a.

11.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 44. Koka i po za dan i po snese jaje i po. Koliko jaja �e
sneti 10 koka za 15 dana?

Zadatak 45. Koje se figure mogu nacrtati jednim potezom?

Zadatak 46. Kosti�, Majki� i Spasi� stanovnici su naxe ulice.
Jedan je stolar, drugi je moler a tre�i vodoinstalater. Moler je
zamolio stolara da mu nexto popravi u stanu, ali on nije mogao jer
je radio kod vodoinstalatera. Spasi� i Majki� se ne poznaju. Ko se
qime bavi?

Zadatak 47. Kora�, Doki�, Mari� i Sari� su pekar, lekar, inжe-
Ƭer i milicioner. Kora� i Doki� su komxije i na posao se uvek voze
zajedno. Doki� je stariji od Mari�a. Kora� je boƩi stonoteniser
od Sari�a. Pekar na posao uvek ide pexke. Miliconer nije koms-
hija lekara. InжeƬer i milicioner su se sreli samo jednom kada
je milicioner kaznio inжeƬera. Milicioner je stariji od lekara i
inжeƬera. Ko se qime bavi?

Zadatak 48. U trci na 100 metara uqestvovali su Aca, Branko, Dra-
gan, Mladen, Dositej i Vuk. Utvrdite redosled na kraju trke, ako je
poznato slede�e: 1) Dragan je brжi od Mladena; 2) Dositej je zauzeo
tre�e mesto; 3) Aca je stigao posle Vuka, ali pre Dragana; 4) Vuk
nije pobedio.
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Предавање 12

PrebrojavaƬa u geometriji

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

12.1 Задаци за рад

Zadatak 49. Na jednoj pravoj dato je 17 taqaka. Koliko duжi, a koliko
polupravih, na toj pravoj, odre�uje zadate taqke?

RexeƬe: Broj duжi je (17 · 16) : 2 = 136, jer iz svake taqke polazi
16 duжi, pri qemu se svaka duж pojavƩuje dva puta. Jedna taqka na
pravoj odre�uje dve poluprave, pa je odre�eno 17 · 2 = 34 poluprave.

Zadatak 50. Koliko najmaƬe, a koliko najvixe pravih moжe odrediti
5 taqaka?

RexeƬe: NajmaƬe jednu ako su kolinearne, a najvixe 10 ako ne po-
stoje 3 taqke koje su na istoj pravoj.

Zadatak 51. Moжete li rasporediti 2011 taqaka, tako da one odre�uju
taqno 2011 pravih?

RexeƬe: Mogu�e je: 2010 rasporedimo na jednu pravu, a van Ƭe
preostalu taqku.

Zadatak 52. Na dve razne paralelne prave uoqeno je 9 taqaka, 5 na
jednoj i 4 na drugoj. Koliko duжi, koliko pravih, koliko trouglova
i koliko qetvorouglova odre�uju te taqke?

RexeƬe: Broj duжi je: (9 · 8) : 2 = 36. Broj pravih nije 36. Svaka
prava je odre�ena sa dve razne taqke, pa svaka taqka sa jedne prave sa
svojom taqkom druge prave odre�uje 5 · 4 = 20 pravih, i jox dve date;
ukupno 22. Postoje trouglovi qije su osnovice na jednoj (5 · 4 : 2 = 10
osnovica) i na drugoj pravoj (4 · 3 : 2 = 6 osnovica),a tre�e teme na
drugoj pravoj: 10 · 4 + 6 · 5 = 70 trouglova. Da bi dobili qetvorougao
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moжemo uzeti jednu duж na jednoj pravoj (ima ih 10) i upariti sa
jednom duжi druge prave (ima ih 6). Qetvorouglova ima 10 · 6 = 60.

Zadatak 53. Na kruжnici je 10 taqaka. Koliko one odre�uju: 1) du?i;
2) pravih; 3) trouglova; 4) qetvorouglova?

RexeƬe: 1) (10 · 9) : 2 = 45; 2) (10 · 9) : 2 = 45; 3) (10 · 9 · 8) : 6 = 120,
jer prvo teme moжemo izabrati na 10 naqina, drugo na 9, a tre�e na
8, a me�u tim izborima ima 6 koji predstavƩaju isti trougao (npr.
ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA), zato se deli sa 6. 4) Sliqno pret-
hodnom, (10 · 9 · 8 · 7) : 24 = 210 qetvorouglova.

Zadatak 54. Koliko duжi, a koliko kvadrata ima na xahovskoj tabli?

RexeƬe: U jednom pravcu ima 9 · 8 : 2 = 36 duжi, a takvih pravaca
ima 18, pa je ukupan broj duжi 36 · 18 = 648. Prvo treba izbrojati
kvadrate sa jednim poƩem, zatim sa 4, pa sa 9, itd. Ima ih: 64 + 49 +
36 + 25 + 16 + 9 + 4 + 1 = 204.

Zadatak 55. Koliko ima kvadrata na xahovskoj tabli ako se okrƬe
dva ugaona poƩa?

RexeƬe: 204− (8 + 7) = 189.

Zadatak 56. Tri paralelne prave preseqene su sa 4 na Ƭih normalne
prave. Koliko pravougaonika one odre�uju?

RexeƬe: Svaka duж sa horizontalne prave sa svakom duжi sa ver-
tikalne odre�uje jedan pravougaonik. Zato ih ima ((4 · 3) : 2) · ((3h2) :
2) = 18.

Zadatak 57. Koliko najmaƬe pravougaonika sa razliqitim strani-
cama mogu odrediti prave iz prethodnog zadatka?

RexeƬe: Takvih pravougaonika �e biti najmaƬe ako bude maksima-
lan broj kvadrata. Najvixe kvadrata �e biti ako su svi jednopoƩci
kvadrati. Tada ima 8 kvadrata, dakle najmaƬi broj pravougaonika
moжe biti 18− 8 = 10.

Zadatak 58. Na koliko najvixe delova mogu tri prave podeliti jedan
krug?

RexeƬe: Na sedam delova.

12.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 59. Koliko taqaka odre�uje taqno 55 duжi?

Zadatak 60. Koliko ima trouglova na slici?
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Zadatak 61. Koliko ima kvadrata na pravougaonoj polovini xahovske
table?

Zadatak 62. Koliko na xahovskoj tabli ima pravougaonika koji nisu
kvadrati?

Zadatak 63. Na jednoj kruжnici je raspore�eno 20 taqaka, tako da se
sve duжi koje one obrazuju me�usobno seku i da ne postoje 3 duжi koje
se seku u istoj taqki. Koliko ima preseqenih taqaka tih duжi unutar
te kruжnice?
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Предавање 13

Korpice

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

13.1 Задаци за рад

Zadatak 64. Odrediti zbir svih prirodnih brojeva koji su maƬi od
200.

RexeƬe: Neka je 1 + 2 + 3 + . . . + 197 + 198 + 199 = S. Napiximo taj
zbir obrnutim redosledom: 199 + 198 + 197 + . . . + 3 + 2 + 1 = S. Ako
saberemo ove dve jednakosti udruжuju�i sabirke po pravilu prvi sa
prvim, drugi sa drugim, . . . , dobija se:

(199+ 1)+ (198+ 2)+ (197+3)+ . . .+(3+ 197)+ (2+ 198)+ (1+199) = 2 ·S.

Nazovimo zagrade korpicama. Dakle dobili smo 199 korpica u kojima
je zbir 200. Dakle 199 · 200 = 2S, S = 19900.

Zadatak 65. Izraqunaj zbir svih trocifrenih brojeva ve�ih od 179.

RexeƬe:

180 + 181 + 182 + . . .+ 997 + 998 + 999 = S,

ili

999 + 998 + 997 + . . .+ 182 + 181 + 180 = S,

posle sabiraƬa dobija se 820 korpica po 1179, pa je 2S = 1179 · 820,
itd.

Zadatak 66. Izvedi formulu za zbir svih prirodnih brojeva koji
nisu ve�i od n.
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RexeƬe: Neka je S = 1 + 2 + 3 + . . . + (n − 2) + (n − 1) + n.Obrnuto
n+ (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 3+ 2 + 1 = S, pa se sabiraƬem, qlan po qlan
ove dve jednakosti dobija n korpica, u svakoj po n + 1, xto znaqi da
je 2S = n · (n+ 1), tj. S = n·(n+1)

2 .

Zadatak 67. Odredi formulu za izraqunavaƬe zbira svih parnih pri-
rodnih brojeva koji nisu ve�i od 2n.

RexeƬe: Postupaju�i kao u prethodnom zadatku, dobija se da je
S = n · (n+ 1).

Zadatak 68. Uprosti zbir: 1+ 3+ 5+ . . .+ (2n− 5) + (2n− 3)+ (2n− 1).

RexeƬe: Zbir neparnih prirodnih brojeva, primenom istog po-
stupka kao u prethodnim zadacima, iznosi n2 .

Zadatak 69. Xta je ve�e: zbir svih parnih prirodnih brojeva maƬih
od 1000 ili zbir svih neparnih brojeva prve hiƩade?

RexeƬe: Neka je 2+4+6+ . . .+994+996+998 = A, 1+3+5+ . . .+995+
997 + 999 = B. Zbir A ima 499 sabiraka, i svaki je za jedan ve�i od
prvih 499 sabiraka zbira B, ali zbir B ima i 500-ti sabirak (999),
pa je B > A za 999− 499 = 500.

Zadatak 70. Olovka i sveska koxtaju 47 dinara. Dve olovke i tri
sveske koxtaju 126 dinara. Koliko xta koxta?

RexeƬe: Ako je cena olovke x dinara, a cena sveske y dinara, onda
vaжi x + y = 47 i 2x + 3y = 126. Zamislite da je jedna korpica x +
y = 47. Drugu jednaqinu ”raspakujemo”na korpice koje sadrжe prvu:
(x + y) + (x + y) + y = 126 tj. 47 + 47 + y = 126, 94 + y = 126, y = 32,
x = 47− 32 = 15.

Zadatak 71. Tri gumice i dve olovke koxtaju 54 dinara, a 4 gumice
i 3 olovke 77 dinara.Koliko xta koxta?

RexeƬe: : Ako je cena gumice x, a olovke y dinara, onda vaжi:
3x+ 2y = 54 i 4x + 3y = 77. Drugu jednaqinu ”raspakujte”preko prve:
4x+3y = (3x+2y)+(x+y) = 77, tj. x+y = 77−54 = 23. ”Raspakujte”prvu
(moжe i drugu) u korpice po x + y: 3x + 2y = (x + y) + (x + y) + x =
54, 23 + 23 + x = 54, x = 8, y = 15.

Zadatak 72. Zbir trostruke vrednosti broja A i qetvorostruke vred-
nosti broja B je 80. Zbir qetvorostruke vrednosti broja A i tro-
struke vrednosti broja B je 81. Odredite te brojeve.

RexeƬe: Iz uslova zadatka dobijamo 3A + 4B = 80 i 4A + 3B = 81.
Spakujte to sve u jednu korpicu i bi�e 7A+7B = 161, odakle se dobija
A+B = 23. ”Raspakujte”jednu od svih jednaqina u korpice A+B, npr.
drugu 4A+3B = (A+B)+(A+B)+(A+B)+A = 81, tj. 23+23+23+A =
81, A = 12, B = 11.
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Zadatak 73. Krofna i sok koxtaju 85 dinara, sok i qokoladica 55
dinara, a krofna i qokoladica 80 dinara. Koliko xta koxta?

RexeƬe: Ako je cena krofneK, soka S, a qokoladice C, vaжi K+S =
85, S + C = 55 i K + C = 80. Sve to spakujemo u jednu korpicu:
2K + 2S + 2C = 220, tj. K + S + C = 110. Koriste�i prvu i posledƬu
jednaqinu dobija se : K = 55, S = 30 i C = 25.

13.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 74. Odredi zbir svih prirodnih brojeva maƬih od 2011 i
deƩivih sa 3.

Zadatak 75. Odredi posledƬih 6 cifara zbira svih neparnih brojeva:
a) prve dve hiƩade ; b) maƬih od 2010.

Zadatak 76. Kojim se ciframa moжe zavrxavati zbir uzastopnih n
prirodnih brojeva?

Zadatak 77. Mama i sin imaju 46 godina, tata i mama 73, a tata i sin
48 godina. Koliko ko ima godina?

Zadatak 78. Odredi brojeve a, b i c, ako vaжi: a+2b+3c = 25, 2a+3b+c =
21 i 3a+ b+ 2c = 20.
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Предавање 14

Venovi dijagrami

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

14.1 Задаци за рад

Zadatak 79. U jednoj grupi dece Ƭih 6-oro voli samo jabuke, 5-oro
samo kruxke, a 10-oro i jedno i drugo vo�e. Koliko dece: 1) ima u toj
grupi; 2) voli jabuke; 3) voli kruxke?

RexeƬe: RexeƬe: 1) 21; 2) 16; 3) 15.

Zadatak 80. Na jednom slavƩu okupilo se 30-oro dece. ƫih 16-oro je
jelo krofne, a od Ƭih 7-oro je jelo i mekike. Koliko je uqenika jelo
mekike, ako se svako dete posluжilo mekikama ili krofnama?

RexeƬe: x+ 7 + 9 = 30;x = 14;M : 7 + 14 = 21.
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Zadatak 81. U jednom odeƩeƬu 25 uqenika se bavi sportom i to: 17
koxarkom, a 15 odbojkom. Koliko se uqenika bavi i koxarkom i od-
bojkom?

RexeƬe:
x+ y + z = 25, x+ y = 17; y + z = 15.

x = 25− 15, x = 10; y = 17− 10, y = 7;

z = 15− 7, z = 8, 7 uqenika.

Zadatak 82. Svi uqenici jednog odeƩeƬa, Ƭih 30, uqlaƬeni su u ma-
tematiqku ili sporcku sekciju. Samo u sporcku sekciju uqlaƬeno je
7 puta vixe nego xto je samo u matematiqkoj. Koliko uqenika poha�a
sporcku sekciju, ako 6 uqenika poha�a obe sekcije?

RexeƬe: 8x + 6 = 30, 8x = 24, x = 3. Sporcku sekciju poha�a 27 uqe-
nika.
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Zadatak 83. Svi uqenici jednog odeƩeƬa, Ƭih 30, je danas odgovaralo
matematiku ili srpski jezik. Od 20 uqenika koji su odgovarali srpski
jezik 17 nije odgovaralo matematiku. Koliko je uqenika odgovaralo:
1) oba predmeta; 2) samo matematiku; 3) samo iz jednog predmeta?

RexeƬe: 1)3; 2)10; 3)27.. Na slici je grexkom predstavƩeno 37 ume-
sto 17.

Zadatak 84. U odeƩeƬu koje ima 24 uqenika, 6 uqenika ne voli kruxke,
a 5 uqenika ne voli jabuke. Koliko uqenika voli i jabuke i kruxke,
ako 1 uqenik ne voli ni jabuke ni kruxke?

RexeƬe: Oba vo�a 14 (vidi sliku).

Zadatak 85. U grupi od 22 fudbalera, Ƭih 7 ne zna ni jedan strani
jezik, 9 govori engleski, a 8 xpanski. Koliko fudbalera govori: 1) i
xpanski i engleski; 2) samo xpanski?

RexeƬe: 1)2; 2)6.
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Zadatak 86. Od 36 mladih qetvrtina ne voli zabavnu muziku, tre�ina
voli rok, a polovina pop muziku. Koliko uqenika voli: 1) pop muziku;
2) samo rok muziku; 3) i pop i rok muziku?

RexeƬe: 1)18; 2)9; 3)3.

Zadatak 87. Od 15 devojqica, Ƭih 7 ima dugu kosu, a ostale kratku.
Pet devojqica ima plave oqi, a od Ƭih, 3 imaju dugu kiku. Koliko
ima devojqica sa kratkom kosom, a da nemaju plave oqi?

RexeƬe: 6 devojqica.
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14.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 88. Trideset uqenika jednog odeƩeƬa je radilo dva zadatka
na kontrolnoj veжbi. Oba zadatka je rexilo desetoro uqenika, a prvi,
lakxi zadatak je rexilo jox 12 uqenika. Me�utim, tri uqenika nisu
uspela nixta da urade. Koliko je uqenika rexilo teжi zadatak, a
lakxi nisu uspeli da urade?

Zadatak 89. U jednom odeƩeƬu petog razreda ima 30 uqenika. Od Ƭih
15 je pretpla�eno na qasopis MATEMATISKOP, 7 kupuje MATEMA-
TIQKI LIST, a 12 uqenika ne qita matematiqke qasopise. Uqesnici
matematiqkih takmiqeƬa kupuju i MATEMATISKOP i MATEMA-
TIQKI LIST. Koliko je uqenika iz ovog odeƩeƬa uqestvovalo na
matematiqkim takmiqeƬima?

Zadatak 90. U jednom odeƩeƬu 18 uqenika ima plave oqi, 16 crnu kosu,
a 10 pr�ast nos. Qetiri plavooka uqenika imaju crnu kosu i pr�ast
nos, 1 crnokosi uqenik ima pr�ast nos, a nema plave oqi, 6 uqenika
sa pr�astim nosem ima plave oqi, dok 5 crnokosih nema ni plave oqi
ni pr�ast nos. Koliko uqenika ima u tom odeƩeƬu?

Zadatak 91. Na jednom balu bilo je 100 dama, od kojih je 60 imalo
i narukvicu i ogrlicu, a bez toga je bilo 10 dama. Ostale dame su
imale ili narukvicu ili ogrlicu. Koliko je bilo dama s ogrlicom a
koliko s narukvicom, ako je broj dama samo s narukvicom 4 puta ve�i
od broja dama samo s ogrlicom?

Zadatak 92. Sto turista je letovalo na moru, jezeru i planini: na
moru 60, na jezeru 30, a na planini 20 turista. Oni koji su letovali na
moru nisu letovali na jezeru. Broj onih koji su posle mora otixli na
planinu jednak je broju onih koji su posle jezera otixli na planinu.
Koliko je turista letovalo: 1) i na moru i na planini; 2) samo na
jednom mestu?
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Предавање 15

Metoda ”Terazija”

MioƩub Isailovi�, OX ”Nikolaj Velimirovi�”

15.1 Задаци за рад

Zadatak 93. Uz pomo� terazija rexi jednaqine: 1) x + 250 = 3x+ 100;
2) 6x− 111 = 2x+9; 3) 370− 6x = 4x; 4) 30−x = 3x+2; 5) 3x− 5 = 10− 2x;
6) 17− 2x = 53− 11x.

RexeƬe: 1) Postavimo datu jednaqinu na terazije koje su u ravno-
teжi: na jedan tas 1 kuglicu X i jox 250, a na drugi 3 iste takve
kuglice 3X i jox 100. Terazije �e ostati u ravnoteжi ako sa oba tasa
skinemo po jednu kuglicu (2X) tada se dobija 250 = 2X+100, . . . , X = 75.
2) U ovom sluqaju kuglice na levoj strani su okrƬene za 111. Popra-
vimo prvo Ƭih: dodajmo 111 na obe strane. Dobija se 6X = 2X+9+111.
Skinimo po 2X, i tada nastaje jednaqina 4X = 120, ... 3) Sada je broj
370 oxte�en za 6X. Dodajmo i levoj i desnoj strani, bax tih 6X.
Dobija se 370 = 4X + 6X, itd. 4) Sliqno prethodnom: dodati X;
30 = 4X + 2. 5) Dodati 2X ! Dobija se 5X − 5 = 10, itd. 6) Posle
dodavaƬa 11X, dobija se 17 + 9X = 53,. . .

Zadatak 94. Ako se trostruka vrednost nekog broja umaƬi za 123,
dobija se isto, kao kada taj broj uve�amo za 299. Odredi nepoznat
broj.

RexeƬe: 3a− 123 = a+ 299 (skinuti po a) ; 2a− 123 = 299

Zadatak 95. KƬiga je 7 puta skupƩa od sveske. Ako uqenik kupi sve-
sku preostane mu 135 dinara, a ako kupi kƬigu, preostane mu samo
15 dinara. Odredi cenu sveske, cenu kƬige i koliko je novca imao
uqenik?

RexeƬe: a+ 135 = 7a+ 15 (skinuti po a); 135 = 6a+ 15
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Zadatak 96. Biciklista A je krenuo u 7h i vozi proseqnom brzinom
8km

h
. Za Ƭim, u 8h, istim putem krenuo je biciklista B voze�i pro-

seqnom brzinom 12km
h
. Kada je biciklista B stigao biciklistu A?

RexeƬe: Neka se to desi za a qasova od polaska bicikliste B. Da
bi biciklista B stigao biciklistu A treba da pre�u iste puteve tj.
8+ 8a = 12a. SkidaƬem po 8a dobija se 8 = 4a, a = 2. Sti�i �e ga u 10
qasova.

Zadatak 97. Pexak treba da pre�e put za x qasova, idu�i stalnom
brzinom. Ako bi prelazio po 7km svakog qasa, onda bi za to vreme
(x qasova) bio 2 kilometra ispred ciƩa. Kada bi ixao kilometar
brжe, bio bi za to vreme 3 kilometra iza ciƩa. Kolika je duжina
planiranog puta?

RexeƬe: Iz uslova zadatka dobija se 7x+2 = 8x−3. Posle skidaƬa
po 7x dobija se 2 = x− 3, x = 5. Duжina puta je 37km.

Zadatak 98. Brat ima 451 dinar, a sestra 199. Koliko dinara brat
treba da pokloni sestri da bi imali isto?

RexeƬe: 451− a = 199 + a (dodati a), 451 = 199 + 2a, itd.

Zadatak 99. �or�e ima 100 dinara, a Duxan 78. Kada �or�e kupi 3
sliqice, a Duxan jednu takvu sliqicu, ostane im po�ednako. Koliko
koxtaju sliqice?

RexeƬe: 100− 3a = 78− a (dodati 3a), 100 = 78 + 2a, itd. Napomena:
Moжe se dodati i samo a.

Zadatak 100. Jelena ima 450 dinara, a �or�e toliko da moжe kupiti
3 teniske loptice i reket od 350 dinara. Kada bi Jelena kupila jednu
lopticu, imala bi isto novca kao �or�e. Koliko koxta loptica?

RexeƬe: 450− a = 3a+ 350 (dodati a), 450 = 4a+ 350, itd.

Zadatak 101. Jednu traku treba ise�i na n jednakih delova duжine
ceo broj decimetara. Ako je duжina svakog dela 6dm preostane 4dm;
a, ako bi duжina bila 7dm, nedostajalo bi, za posledƬi deo, 2dm.
Kolika je duжina trake? Koliki moжe biti broj delova posle seqeƬa?

RexeƬe: 6n + 4 = 7n − 2, . . . , n = 6. Duжina trake je 4 metra. n ∈
{2, 4, 5, 8, 10, 20}.

Zadatak 102. Na autobuskoj stanici postoje dve qekaonice. U prvoj je
4 puta vixe putnika nego u drugoj. Ako iz prve otputuje 27 putnika, a
u drugu do�e tri putnika, onda ih ima po�ednako. Koliko je putnika
bilo, u obe qekaonice, na poqetku?

RexeƬe: 4a− 27 = a+ 3, 3a = 30, a = 10. Bilo ih je 50.
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15.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 103. Brat ima dva puta vixe novca od sestre. Da bi imali
isto novca, otac pokloni �erki 275 dinara, a sinu 27. Koliko su oni
imali novca pre, a koliko posle oqevog poklona?

Zadatak 104. Mama je 6 puta starija od svoje �erke. Da je mama mla�a
8 godina, bila bi 5 puta starija. Koliko ko ima godina?

Zadatak 105. Ako deqak kupi 8 sliqica, preostane mu 150 dinara, a
ako kupi 14, preostane mu 30 dinara. Koliko novca ima deqak?

Zadatak 106. Brat ima 205 dinara, a sestra 169. Kada je brat kupio 6
bojica, a sestra 4 iste takve bojice, ostalo im je po�ednako. Koliko
koxta bojica?

Zadatak 107. Ana ima 500 dinara, a SaƬa 220. Ana pozajmi SaƬi
taqno toliko novca koliko koxtaju 4 sveske. Posle poklona, Ana i
SaƬa su imale isto novca. Kolika je cena sveske?
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Предавање 16

Identiteti sa binomnim

koeficijentima

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

16.1 Теориjски увод

Definicija 19. Za nenegativne cele brojeve n i k, n ≥ k definixemo
broj (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Teorema 37. Za nenegativne cele brojeve n i k takve da je n ≥ k broj
razliqitih k-toqlanih podskupova skupa od n elemenata je

(
n
k

)
.

Teorema 38. (Paskalova teorema) Za prirodne brojeve n, k i n ≥ k
vaжi

(
n
k

)
+
(

n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
.

Teorema 39. (ƫutnova binomna formula) Za prirodan broj n i po-

linom (x+ 1)n vaжi (x+ 1)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk.

16.2 Задаци за рад

Zadatak 108. Za binomni koeficijent
(
n
k

)
vaжi

(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

RexeƬe 1: Broj
(
n
k

)
predstavƩa broj k-toqlanih podskupova skupa

od n elemenata. Svaki od tog k-toqlanog podskupa odre�uje taqno
jedan n− k-toqlan podskup (Ƭegov komplement), pa je broj podskupova
sa k i n− k elemenata jednak. Onda vaжi

(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.
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RexeƬe 2: Dokaz sledi iz slede�eg indentiteta
(
n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
=

n!

(n− k)! · k! =
(

n

n− k

)
.

Zadatak 109. Za nenegativne cele brojeve n,m, k, n ≥ m ≥ k vaжi
(
n

m

)(
m

k

)
=

(
n

k

)(
n− k

m− k

)
=

(
n

m− k

)(
n−m+ k

k

)
.

RexeƬe: Iz definicije binomnog koeficijenta slede naredne jed-
nakosti.

(
n

m

)(
m

k

)
=

n!

m!(n−m)!
· m!

k!(m− k)!
=

n!

k!(n−m)!(m− k)!
,

(
n

k

)(
n− k

m− k

)
=

n!

k!(n− k)!
· (n− k)!

(n−m)!(m− k)!
=

n!

k!(n−m)!(m− k)!
,

(
n

m− k

)(
n−m+ k

k

)
=

n!

(m− k)!(n−m+ k)!
· (n−m+ k)!

(n−m)!k!
=

n!

k!(n−m)!(m− k)!
.

Zadatak 110. (Paskalova teorema) Za prirodne brojeve n, k i n ≥ k
vaжi (

n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
.

RexeƬe: Kako je
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! i
(

n
k−1

)
= n!

(k−1)!(n−k+1)! , to je

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

n!

(k − 1)!(n− k)!
(
1

k
+

1

n− k + 1
) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
· n+ 1

k(n− k + 1)
=

(n+ 1)!

k!(n− k + 1)!
=

(
n+ 1

k

)
,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 111. Za nenegativne cele brojeve m i n vaжi
n∑

i=0

(
m+i
i

)
=

(
m+n+1

n

)
.

RexeƬe: Dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 jednakost oqigledno
vaжi. Pretposatvimo da jednakost vaжi za neko nenegativno celo n.
Vaжe slede�e jednakosti

n+1∑

i=0

(
m+ i

i

)
=

(
m+ n+ 1

n+ 1

)
+

n∑

i=0

(
m+ i

i

)
=

(
m+ n+ 1

n+ 1

)
+

(
m+ n+ 1

n

)
=

(
m+ n+ 2

n+ 1

)
,

xto zavrxava dokaz matematihkom indukcijom.
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Zadatak 112. Za nenegativan ceo broj n vaжi
n∑

k=0

(
n
k

)
= 2n.

RexeƬe: Primenimo ƫutnovu binomu formulu za x = 1. Dobijamo
da vaжi

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
· 1k =

n∑

k=0

(
n

k

)
.

Zadatak 113. Za svaki nenegativan ceo broj n vaжi
(
2n
n

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)2
.

RexeƬe: Posmatrajmo koeficijente uz xn u polinomu (x + 1)2n =
(x+1)n · (x+1)n. Koeficijent uz xn u (x+1)2n je po ƫutnovoj binomnoj
formulijednak

(
2n
n

)
. Koeficijent uz xn u polinomu (x + 1)n · (x + 1)n

jednak je
n∑

k=0

(
n
k

)(
n

n−k

)
. Kako je

(
n

n−k

)
=
(
n
k

)
, to je

n∑
k=0

(
n
k

)(
n

n−k

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)2
.

Me�utim, kako su polinomi (x+ 1)2n i (x+ 1)n · (x+ 1)n jednaki, to su
i Ƭihovi koeficineti uz xk jednaki. Znaqi da vaжi jednakost

(
2n

n

)
=

n∑

k=0

(
n

k

)2

,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 114. Za neneagativne cele brojeve m,n i a, a ≤ min(m,n)
vaжi

(
m+n
a

)
=
∑a

k=0

(
n
k

)(
m

a−k

)
.

RexeƬe: Posmatrajmo koeficijent uz xa u polinomu (x + 1)m+n =
(x+1)m·(x+1)n. Koeficijent uz xa u polinomu (x+1)m+n je

(
m+n
a

)
, dok je

koeficijent uz xa u polinomu (x+1)m ·(x+1)n jednak
a∑

k=0

(
n
k

)(
m

k−a

)
. Kako

su ova dva polinoma jednaka, to su i ova dva koeficijenta jednaka, pa
vaжi traжena jednakost

Zadatak 115. Za svaki prirodan broj n vaжi n
(
2n−1
n−1

)
=

n∑
k=1

k
(
n
k

)2
.

RexeƬe: U prethodnom zadatku stavimo a = m = n − 1 i dobijamo
(
2n−1
n−1

)
=

n−1∑
k=0

(
n
k

)(
n−1

n−1−k

)
. Kako je

(
n

n−k

)
= n

n−k

(
n−1

n−1−k

)
, to je

n

(
2n− 1

n− 1

)
= n

n−1∑

k=0

n− k

k

(
n

k

)(
n

n− k

)
=

n−1∑

k=0

(n− k)

(
n

n− k

)2

=

n∑

k=1

k

(
n

k

)2

,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 116. Dokazati da za prirodne brojeve n, q, n ≥ q vaжi
n∑

k=q

(
n
k

)(
k
q

)
=

2n−q
(
n
q

)
.
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RexeƬe: Prebrojimo na dva naqina broj razliqith izbora podsku-
pova skupa od n elemenata koji ima bar q elemenata od kojih je taqno
q oznaqenih. Fiksirajmo jedan podskup kojima k elemanat n ≥ k ≥ q.
ƫega moжemo izabrati na

(
n
k

)
naqina. Elemente od tih k eleme-

nata koje �emo oznaqiti moжemo izabrati na
(
k
q

)
naqina xto znaqi

da ukupno ima
n∑

k=q

(
n
k

)(
k
q

)
naqina za izbor podskupova od bar q eleme-

nata od kojih su q oznaqeni. Za drugi naqin izaberimo na poqetku q
elemenata koje �emo oznaqiti. To moжemo uraditi na

(
n
q

)
naqina, a

preostalih n − q elemenata moжemo na proizvoƩan naqin pridruжi-
vati skupu. Znaqi da ima taqno 2n−q

(
n
q

)
podskupova sa ovom osobinom.

Iz ovoga sledi traжena jednakost.

Zadatak 117. Za prirodan broj n vaжi
n∑

k=0

(
2n
2k

)(
2k
k

)
22n−2k =

(
4n
2n

)
.

RexeƬe: Posmatrajmo 4n objekata od kojih je 2n obojeno u belu
boju, a drugih 2n u crni boju. Tako�e oznaqimo bele i crne objekte
brojevima 1, 2, ..., 2n (svaki beli objekat taqno jednim brojem i svaki
crni objekat taqno jednim brojem). Prebroja�emo dva puta na koliko
razliqitih naqina moжemo od datih 4n objekata izabrati 2n razlic-
hitih. To je oqigledno mogu�e uraditi na

(
4n
2n

)
naqina. Za svako

prirodno k, 0 ≤ k ≤ 2n izbroja�emo koliko ima takvih izbora takvih
da se brojevi izabranih belih i crnih objekata poklapaju na taqno k
mesta. Izabranih k objekata kojima se brojevi poklapaju biramo na(
2n
k

)
naqina, xto nam ostavƩa mogu�nost da od 4n− 2k objekata izabe-

remo 2n−2k me�u kojima nema onih koji su oznaqeni istim brojem. To
moжemo uqiniti na

(
2n−k
2n−2k

)
22n−2k naqina, xto znaqi da ukupno imamo(

2n
k

)(
2n−k
2n−2k

)
22n−2k naqina. Kako je

(
2n

k

)(
2n− k

2n− 2k

)
=

(2n)!

k!(2n− k)!
· (2n− k)!

(2n− 2k)!k!
=

(2n)!

(2k)!(2n− 2k)!
· (2k)!
(k!)2

=

(
2n

2k

)(
2k

k

)
,

xto znaqi da je broj traжenih izbora objekata jednak taqno
n∑

k=0

(
2n
2k

)(
2k
k

)
22n−2k,

qime je traжena jednakost dokazana.

16.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 118. Neka su n i k prirodni brojevi takvi da vaжi n ≥ k+1.
Onda je

(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
= n

n−k

(
n−1
k

)
.

Zadatak 119. Za nenegativne cele brojeve m,n, n ≥ m vaжi
n∑

i=m

(
i
m

)
=

(
n+1
m+1

)
.
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Zadatak 120. Za nenegativan ceo broj n vaжi
n∑

k=0

(
n
k

)
(−1)k = 0.

Zadatak 121. Za nenegativne cele brojeve m,n, n ≥ m vaжi
(
n+m
m

)
=

m∑
k=0

(
n
k

)(
m
k

)
.

Zadatak 122. Za prirodne brojeve m i n vaжi jednakost
m∑

k=0

(
m
k

)(
n+k
m

)
=

m∑
k=0

(
n
k

)(
m
k

)
2k.
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Предавање 17

Homotetija

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

17.1 Теориjски увод

Definicija 20. Homotetija HO,k sa centrom u taqki O i koefi-
cijentom k (k 6= 0) je preslikavaƬe ravni u samu sebe takvo da je

HO,k(X) = Y , gde je Y takva taqka da vaжi ~OY = k ~OX, tj. ako je k > 0
taqka Y je na polupravoj OX takva da je OY = kOX, a ako je k < 0
taqka Y je na polupravoj XO takva da je OY = −kOX.

Teorema 40. Neka se pri homotetija HO,k taqke M i N slikaju u taqke
M ′ i N ′. Onda je △OMN ∼ △OM ′N ′ sa koeficijentom k.

Teorema 41. Pri homotetiji prave se slikaju u prave.

Teorema 42. Pri homotetiji kruжnica se slika u kruжnicu, a Ƭen
centar u centar nove kruжnice.

Teorema 43. Pri homotetiji ugao izme�u krivih se ne meƬa.

Teorema 44. Za svake dve kruжnice k1(O1, r1) i k2(O2, r2) koje nisu kon-
centriqne postoje taqno dve homotetije koje slikaju k1 u k2. Centri
tih homotetija se nalaze na pravoj O1O2 i dele je u razmeri r2

r1
i − r2

r1
.

17.2 Задаци за рад

Zadatak 123. Neka je taqka P na kruжnici k. Odrediti skup svih
sredixta duжi PX gde X ∈ k.

RexeƬe: Skup svih sredixta duжi PX je HP, 12
(k) xto je kruжnica

nad preqnikom PO, gde je O centar k.
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P

O X

k

Zadatak 124. U ravni su date taqke A i B i kruжnica k. Odrediti
skup svih teжixta trouglova ABX gde X ∈ k.

RexeƬe: Neka je M sredixte duжi AB. Kako je teжixte T trougla
ABX takva taqka na MX da MT

MX
= 1

3 , to je traжeni skup zapravo HM, 13
.

A M B

X

T

k

Zadatak 125. Neka se kruжnice k1 i k2 dodiruju spoƩa u K. Dve
prave kroz K seku k1 i k2 u taqkama A i B, odnosno u taqkama C i D.
Dokazati da su prave AC i BD paralelne.

RexeƬe: Posmatrajmo homotetiju sa centrom u K koja slika k1 u
k2. Onda se A slika u B, a C u D. Samim tim se prava AB slika u
pravu CD, pa vaжi AB||CD.

K

A

BC

D

k1 k2

Zadatak 126. Kruжnice k1 i k2 se dodiruju iznutra u P . Paralelne
tangente kruжnica k1 i k2 dodiruju ih redom u taqkama M i N . Do-
kazati da su taqke P,M i N kolinearne.
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RexeƬe: Kako se k1 i k2 dodiruju u P to postoji homotetija HP,k

koja slika k1 u k2. Onda se dve date tangente slikaju jedna u drugu,
pa se i M slika u N . Iz ovoga sledi da su taqke P,M i N zaista
kolinearne.

N

M

P

k1

k2

Zadatak 127. Stranice AD i BC trapeza ABCD seku se u P . Ako su
M i N sredixta stranica AB i CD, a S presek dijagonala dokazati
da su taqke P, S,M i N kolinearne.

RexeƬe: Posmatrajmo homotetiju HS,−AB
CD

. Ovom homotetijom se
M slika u N zbog sliqnosti trouglova SAB i SCD. Sledi da su
taqkeM,S i N kolinearne. Posmatrajmo sada homotetiju HP,AB

CD
. Zbog

sliqnosti trouglova PCA i PBA ovom homotetijom se N slika u M ,
pa su taqke P,N i M kolinearne. Sledi da su sve qetiri taqke P, S,M
i N kolinearne, xto je i trebalo dokazati.

A B

CD

S

P

N

M

Zadatak 128. Neka je H ortocentar trougla ABC. Dokazati da sre-
dixte duжi HX pripada Ojlerovoj kruжnici trougla ABC ako X
pripada kruжnici opisanoj oko trougla ABC.

RexeƬe: Neka su S i O centri Ojlerove i kruznice opisane oko
trougla ABC. Kako je SH = SO to se pri homotetiji HH, 12

opisana
kruжnica slika u Ojlerovu. To znaqi da za svako X sa opisane kruж-
nice sredixte duжi HX pripada Ojlerovoj kruжnici trougla ABC.
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A B

C

H

O

S

X

Zadatak 129. U trouglu ABC upisana kruжnica dodiruje stranicu
AB u taqki D. Neka je M dijametralno suprotna taqka od D u upi-
sanoj kruжnici. Ako je K sredixte stranice AB, a L taqka na AB
razliqita od D takva da je DK = KL dokazati da su taqke C,M i L
kolinearne.

RexeƬe: Oznaqimo upisanu kruжnicu sa k, a pripisanu kruжnicu
nad stranicom AB sa k1. Kruжnica k1 dodiruje stranicu AB u taqki
L. Posmatrajmo homotetiju sa centrom u C koja slika k u k1. Tangenta
u taqki M na k se slika u AB, pa se M slika u L. Iz ovoga sledi da
su taqke C,M i L kolinearne.

A B

C

D

M

LK

k

k1

Zadatak 130. Neka su a, b i c kruжnice istog polupreqnika koje dodi-
ruju krake uglova ∠BAC,∠ABC i ∠ACB. Ako a, b i c iznutra dodiruju
kruжnicu d dokazati da se centar kruжnice d nalazi na pravoj IO gde
je I centar upisane, a O centar opisane kruжnice u trougao ABC.

RexeƬe: Oznaqimo sa A1, B1 i C1 centre upisanih kruжnica u a, b
i c. Neka kruжnica d sa centrom S dodiruje a, b i c u taqkama A2, B2

i C2. Onda je SA2 = SB2 = SC2, a kako je A1A2 = B1B2 = C1C2 to je
SA1 = SB1 = SC1 xto znaqi da je S centar opisane kruжnice trougla
A1B1C1. Kako se prave AA1, BB1 i CC1 seku u I i A1B1||AB,A1C1||AC
i B1C1||BC to postoji homotetija sa centrom u I koja slika A1B1C1

u ABC. Pri toj homotetiji se S slika u O, pa su taqke I, S i O
kolinearne.
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A B

C

I

A1 B1

C1

A2 B2

C2

S

O

d

a b

c

Zadatak 131. Ako su R i r polupreqnici opisane i upisane kruжnice
nekog trougla ABC dokazati da je R ≥ 2r.

RexeƬe: Neka su A1, B1 i C1 sredixta stranica BC,AC i AB tro-
ugla ABC, a T Ƭegovo teжixte. Sa homotetijom HT,− 1

2
trougao ABC

se slika u trougao A1B1C1 xto znaqi da je polupreqnik R1 opisane
kruжnice trougla A1B1C1 jednak R

2 . DovoƩno je dokazati da je R1 ≥ r.
Povucimo tangente paralelne sa stranicama trougla na opisanu kruж-
nicu od A1B1C1. Neka one obrazuju trougao A′B′C′. Kako je trougao
ABC homotetiqan sa trouglom A′B′C′ sa koeficijentom ≤ 1 to vaжi
da je polupreqnik R1 upisane kruжnice u A′B′C′ ve�i ili jednak od
polupreqnika upisane kruжnice u ABC xto je r. Ovim smo dokazali
traжenu nejednakost.

A
B

C

A1B1

C1

T

A′ B′

C′

Zadatak 132. Neka su k1, k2 i k3 tri kruжnice za koje postoje tri homo-
tetije HA,p,HB,q i HC,r takve da je p, q, r > 0 i HA,p(k1) = k2,HB,q(k2) =
k3 i HC,r(k3) = k1. Dokazati da je pqr = 1 i da su taqke A,B i C
kolinearne.

RexeƬe: Neka su kruжnice k1(O1, r1), k2(O2, r2) i k3(O3, r3). Onda je
r2 = pr1, r3 = qr2 i r1 = rr3, pa je r1r2r3 = pqrr1r2r3 odnosno pqr = 1.
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Kako je p, q, r > 0 to se taqke A,B i C nalaze na pravama O1O2, O2O3

i O3O1 ali van duжi O1O2, O2O3 i O3O1 tim redom. Onda je
~AO2

~AO1
= p,

~BO3

~BO2
= q i

~CO1

~CO3
= r, pa je

~O1A

~AO2

·
~O2B

~BO3

·
~O3C

~CO1

=
−1

pqr
= −1.

Iz ove jednakosti sledi da su taqke A,B i C kolinearne po Mene-
lajevoj teoremi, qime je zadatak zavrxen.

O1

O2
O3A

B

C

k1

k2

k3

17.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 133. Neka su kruжnice k1 i k2 disjunktne. Dokazati da su cen-
tri homotetija koje slikaju k1 u k2 preseci unutraxƬih i spoƩaxƬih
tangenti k1 i k2.

Zadatak 134. U ravni su date taqke A i B i prava p. Na�i skup svih
teжixta trouglova ABX gde X ∈ p.

Zadatak 135. Kruжnice k1 i k2 se dodiruju spoƩa u taqki P . Pa-
ralelne tangente na k1 i k2 dodiruju ih redom u taqkama M i N .
Dokazati da su taqke P,M i N kolinearne.

Zadatak 136. Qetiri kruжnice istih polupreqnika ρ konstruisane su
tako da jedna dodiruje sve tri preostale, a ostale tri po dve stra-
nice trougla ABC. Ako su polupreqnici opisane i upisane kruжnice
trougla ABC jednake R i r izraqunati ρ.

Zadatak 137. Krug S dodiruje stranice AB i BC jednakokrakog tro-
ugla ABC (AB = BC) u P i K redom i dodiruje opisanu kruжnicu od
ABC. Dokazati da je sredixte duжi PK centar upisane kruжnice u
trougao ABC.
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Napomena: Tvr�ene zadatka vaжi za sve trouglove, ne obavezno za
jednakokraki.
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Предавање 18

Kombinatorna geometrija

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

18.1 Теориjски увод

Teorema 45. Za svaki skup od n tacaka (n ≥ 3) u ravni, od kojih nisu
sve kolinearne, postoji konveksan mnogougao sa temenima u nekim od
datih taqaka koji sadrжi svih n taqaka.

Definicija 21. Konveksan mnogougao za datih n taqaka iz prethodne
teoreme se naziva konveksan omotaq datog skupa od n taqaka.

Teorema 46. Konveksan omotaq datog skupa taqaka je najmaƬi (po po-
vrxini) konveksan mnogougao koji sadrжi date taqke.

Teorema 47. Neka se konveksna figura A nalazi unutar konveksne
figure B. Onda je obim figure A maƬi od obima figure B.

Teorema 48. (Pikova teorema) Mnogougao qija su temena u celobroj-
nim taqkama ima povrxinu i

2+u−1, gde je i broj celobrojnih taqaka na
konturi mnogougla, a u broj taqaka u unutraxƬosti datog mnogogula.

Teorema 49. (Van de Verdenova teorema) Za sve prirodne brojeve k i
r postoji prirodan broj w takav da kako god obojili brojeve 1, 2, ..., w
u k boja postoji jednobojna aritmetiqka progresija duжine r.

18.2 Задаци за рад

Zadatak 138. U ravni je dato nekoliko taqaka. Dokazati da postoji
taqka od datih za koju postoji rastojaƬe do ostalih taqaka koji se
realizijue ne vixe od 3 puta.
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RexeƬe: Posmatrajmo minimalno rastojaƬe izme�u datih taqaka
i taqke koje realizuje to rastojaƬe. DovoƩno je dokazati da postoji
taqka za koju se to rastojaƬe realizuje najvixe 3 puta. Uzmimo kon-
veksni omotaq taqaka koje uqestvuju u reazliciju minimalnog rastoja-
Ƭa. Neka je P jedno od temena konveksnog omotaqa. Neka su A i B taqke
takve da su AP i BP minimalna rastojaƬa. Onda je AB ≥ AP = BP , pa
je ∠APB ≥ 60◦. Ukoliko bi postojale bar qetiri taqke koje sa taqkom
P realizuju minimalno rastojaƬa onda bi ugao konveksnog omotaqa
kod ugla P bio ve�i od 3 · 60◦ = 180◦, xto je nemogu�e.

Zadatak 139. U ravni je dato 2n + 3 taqaka od kojih ne postoje tri
kolinearne ili qetiri na istoj kruжnici. Dokazati da postoje tri
taqke od datih tako da se u Ƭihovoj opisanoj kruжnici nalazi taqno
n preostalih taqaka.

RexeƬe: Neka su A i B dve susedne taqke na konveksnom omotaqu
od datih taqaka. Onda se sve od datih taqaka nalaze sa iste prave
AB. Oznaqimo preostale taqke sa X1, X2, ..., X2n−1 tako da je ∠AXiB <
∠AXjB za i < j (ovo je mogu�e posti�e jer nikoje qetiri taqke nisu na
istoj kruжnici). Posmatrajmo opisanu kruжnicu oko trougla AXn−1B.
Ona sadrжi taqke Xn, Xn+1, ..., X2n−1 kojih ima taqno n, a ne sadrжi
taqke X1, X2, ...Xn−1 qime smo rexili zadatak.

Zadatak 140. Dokazati da se svaki konveksan mnogougao povrxine 1
moжe smestiti u pravougaonik povrxine 2.

RexeƬe: Neka je AB najve�a dijagonala ili stranica konveksnog
mnogougla. Neka jeM neko drugo teme mnogougla. Onda je ∠ABM,∠BAM <
90◦ pa se ceo mnogougao nalazi u traci xirine AB koja je normalna
na AB. Neka su x i y najve�a rastojaƬa temena mnogougla sa jedne i
druge strane prave AB (ako je AB stranica mnogougla onda je ceo mno-
gougao sa jedne strane AB, pa se zadatak rexava posmatraƬem samo
jednog rastojaƬa). Kako je mnogougao konveksan i povrxine 1 to je
1 ≥ AB·x

2 + AB·y
2 , pa je AB · (x+ y) ≤ 2. Konstruihimo prave paralelene

sa AB na rastojaƬima x (sa one strane sa koje najve�e rastojaƬe x) i y
(sa one strane sa koje je rastojaƬe y). Onda se ceo mnogougao nalazi u
pravougaoniku stranica AB i x+y qija je povrxine AB ·(x+y) ≤ 2. Taj
pravougaonik se moжe proxiriti do pravougaonika povrxine taqno 2,
qime smo rexili zadatak.

Zadatak 141. U ravni je dato n taqaka (n ≥ 2) izme�u kojih je mak-
simalno rastojaƬe 1. Ako je d minimalno rastojaƬe izme�u datih
taqaka dokazati da je d < 2√

n−1
.

RexeƬe: Opiximo oko svake od datih taqaka kruжnice polupreq-
nika d

2 . Te kruжnice se ne seku, eventualno se dodiruju. Fiksi-
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rajmo jednu taqki i oko Ƭe opiximo i kruжicu polupreqnika 1 + d
2 .

Sve kruжnice polupreqnika d
2 se nalaze u ovoj kruжnici, pa je zbir

Ƭihovih povrxina maƬi od povrxine ove kruжnice, odnosno vaжi
nπ d2

4 ≤ π(1 + d
2 )

2. Iz ove nejednakosti sledi da je d < 2√
n−1

, xto je

i trebalo dokazati.

Zadatak 142. Svaka taqka ravni je obojena sa nekom od tri boje. Doka-
zati da postoji trougao qija su temena iste boje, polupreqnik opisane
kruжnice mu je taqno 2010, a jedan ugao je dva puta ve�i od jednog od
preostala dva ugla tog trougla.

RexeƬe: Posmatrajmo proizvoƩnu kruжincu polupreqnika 2010.
Po Van der Verdenovoj teoreimi postoji prirodan broj w takav da
niz 1, 2, ..., w sadrжi jednobojnu aritmetiqku progresiju duжine bar 4.
Upiximo pravilan w-tougao u datu kruжnicu i uzmimo isto bojeƬe
za date taqke kao bojeƬe ravni. Onda postoje qetiri taqke A,B,C
i D iste boje na toj kruжnici takve da je AB = BC = CD. Kako je
∠ADC = 2∠DAC to je trougao ACD traжeni.

Zadatak 143. U konveksnom 2m-touglu A1A2...A2m data je taqka P koja
ne pripada ni jednoj dijagonali. Dokazati da je broj trouglova sa
temenima u A1, A2, ..., A2m koji sadrжe taqku P paran.

RexeƬe: Sve dijagonale i stranice datog mnogougla dele ravan
na oblasti. Dokaza�emo da se prolaskom taqke P iz jedne oblasti u
drugu parnost broja trouglova kojima taqka P pripada ne meƬa. Kako
je za oblast van mnogugla taj broj 0, to �e slediti da je broj traжenih
trouglova za svaku oblast paran. Posmtrajmo dve susdne oblasti koje
su podeƩene dijagonalom ili stranicom PQ. Svaki trougao koji nema
stranicu PQ sadrжi obe date oblasti, pa je dovoƩno razmatrati one
trouglove koji sadrжe duж PQ. Neka je x broj trouglova sa strani-
com PQ koji sadrжe prvu oblast, a y broj trouglova sa stranicom PQ
koji sadrжe drugu oblast. Onda je x+ y = 2n− 2, a kako se prelaskom
iz jedne u drugu oblast broj trouglova koji sadrжe taqku P promeni
za y − x = 2n− 2− 2x xto je paran broj, zadatak je rexen.

Zadatak 144. U ravni je dato n taqaka (n ≥ 3) takvih da za svake dve
od Ƭih prava koja ih sadrжi sadrжi bar jox jednu od datih taqaka.
Dokazati da su datih n taqaka kolinearne.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tj. da nisu sve taqke kolinearne.
Posmatrajmo sva mogu�a rastojaƬa datih taqaka do pravih koje je ne
sadrжe. Me�u tim rastojaƬima postoji najmaƬe, jer ih ima konaqno
mnogo. Neka se to ostvaruje za taqku A i pravu p koja sadrжi taqke B
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i C. Neka je podnoжje normala iz A na p taqka M . Kako prava p sem
taqaka B i C sadrжi jox neku taqku D iz tog skupa onda postoje bar
dve taqke od B,C i D koje su sa iste strane taqke M prave p (neke
od B,C ili D mogu da se poklapaju sa M). Neka su to bez umaƬeƬa
opxtosti taqke B i C. Moжemo pretpostaviti i da je raspored taqaka
M,B i C bax M − B − C. Neka je N podnoжje normale iz B na AC i
neka je N1 presek normale iz B na p sa AC. Onda je AM ≥ BN1 > BN
xto znaqi da je rastojaƬe taqke B od prave AC maƬe od rastojaƬa A
do prave BC. Kako smo pretpostavili da je rastojaƬe AM najmaƬe
ovo je kontradikcija. Poqetna pretpostavka nije taqna xto znaqi da
su svih n taqaka kolinearne.

Zadatak 145. U koordinatnom sistemu dat je kvadrat stranice n. Do-
kazati da on sadrжi najvixe (n+ 1)2 celobrojnih taqaka.

RexeƬe: Neka je P konveksan omotaq celobrojnih taqaka koje se
nalaze unutar datog kvadrata. Neka kvadrat sadrжi N celobrojnih
taqaka, a konveksan omotaq k taqaka na svojoj granici. Po Pikovoj
teoremi povrxine od P je jednaka k

2 + N − k − 1 = N − k
2 − 1. Kako je

povrxina od P ne ve�a od n2, to je N ≤ n2 + k
2 + 1. Obim mnogougla P

je ve�i od k (rastojaƬe svake dve celobrojne taqke je ≥ 1), a maƬi od
obima kvadrata koji je 4n. Onda je k ≤ n, pa je N ≤ n2+ 4n

2 +1 = (n+1)2.

Zadatak 146. Dat je skup od S od n taqaka od kojih ne postoje tri
kolinearne sa svojstvom da za svaku taqku P iz S postoji bar k taqaka
iz S koje imaju istu udaƩenost od P . Dokazati da je k < 1

2 + 2n.

RexeƬe: Pretpostavimo suprtono tj. da je k ≥ 1
2 +

√
2n. Za svaku

taqku P postoji bar
(
k
2

)
skupova {A,B} takvih da je AP = BP . Onda je

broj ure�enih parova ({A,B}, P ) takvih da je AP = BP bar n
(
k
2

)
. Kako

je

n

(
k

2

)
≥ n

2
(
√
2n+

1

2
)(
√
2n− 1

2
) =

n

2
(2n− 1

4
) > n(n− 1) = 2

(
n

2

)
,

to postoje bar tri taqke P1, P2, P3 za fiksirane A i B, takve da je
AP1 = BP1, AP2 = BP2 i AP3 = BP3. Onda su taqke P1, P2 i P3 koline-
arne, xto je kontradikcija.

Zadatak 147. U kvadratu stranice n dato je (n+1)2 taqaka me�u kojima
nema tri kolinearne. Dokazati da postoje tri od datih taqaka koje
obrazuju trougao povrxine ne ve�e od 1

2 .

RexeƬe: Neka konveksan omotaq datih (n + 1)2 taqaka unutar mno-
gougla sadrжi k taqaka. Onda se u Ƭegovoj unutraxƬosti nalazi



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

(n + 1)2 − k taqaka. Uzmimo proizvoƩnu triangluaciju datog mnogo-

ugla. U Ƭoj ima (k−2)·π+((n+1)2−k)·2π
π

= 2(n2 + 2n) − k trouglova. Kako
je povrxine mnogogula ≤ n2, to postoji trougao u triangulaciji qija
je povrxina ne ve�a od n2

2n2+4n−k
. Za k ≤ 4n ovaj broj je ≤ 1

2 , pa smo

naxli trougao povrxine ne ve�e od 1
2 . Neka je sada k > 4n. Obim

datog mnogougla je ≤ 4n, pa za neke dve susedne stranice duжina a i b
tog mnogougla vaжi a+b

2 ≤ 4n
k
. Za povrxinu P trougla sa stranicama

a i b vaжi P ≤ ab
2 ≤ (a+b)2

8 ≤ 8n2

k2 . Za k > 4n vaжi 8n2

4k2 <
1
2 , pa i u ovom

sluqaju imamo trougao povrxine ne ve�e od 1
2 .

18.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 148. U ravni je dato n taqaka od kojih ne postoje tri koli-
nearne i qetiri na istoj kruжnici. Neka je k prirodan broj takav da
je 3 ≤ k ≤ n− 3. Dokazati da od datih n taqaka moжemo izabrati tri
A,B i C takve da kruжnica opisana oko trougla ABC sadrжi taqno k
od datih taqaka u svojoj unutrxƬosti.

Zadatak 149. Traka xirine x je skup svih taqaka koji se nalaze iz-
me�u ili na dve paralelene prave na rastojaƬu x. U ravni je dato n
taqaka (n ∈ N) takvih da se bilo koje tri od Ƭih mogu pokriti trakom
xirine 1. Dokazati da se svih n taqaka moжe pokriti trakom xirine
2.

Zadatak 150. Kruжnica je obojena sa k boja (k ∈ N). Dokazati da po-
stoje tri taqke na toj kruжnici obojene istom bojom takve da obrazuju
trougao qiji je jedan ugao tri puta ve�i od jednog od preostala dva
ugla tog trougla.

Zadatak 151. U ravni je dato nekoliko pravih od kojih ne postoje dve
paralelene. Ako kroz presek svake dve od Ƭih prolazi bar jox jedna
prava dokazati da se sve prave seku u jednoj taqki.

Zadatak 152. U ravni je dato n taqaka (n ≥ 3) od kojih nisu sve na
jednoj pravoj. Dokazati da one obrazuju bar n razliqitih pravih.
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Предавање 19

Polinomi

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

19.1 Теориjски увод

Teorema 50. Ako je P (x) realan polinom onda x− a|P (x) (a ∈ R) ako i
samo ako P (a) = 0. Sliqno vaжi i za P (x) ∈ Q[x] i P (x) ∈ Z[x].

Teorema 51. Za polinom P (x) ∈ Z[x] i razliqite cele brojeve a i b
vaжi a− b|P (a)− P (b).

Teorema 52. Neka je P (x) ∈ Z[x] moniqan polinom. Ako je r Ƭegova
racionalna nula onda r ∈ Z.

Teorema 53. Ako polinom P (x) ∈ R[x] ima bar deg(P ) + 1 nula onda je
on indentiqki jednak 0.

Definicija 22. Polinom P (x) je ireducibilan u Z[x] (sliqno i u
R[x] i Q[x]) ako ne postoje dva polinoma Q(x) i R(x) iz Z[x] (odnosno
R[x] ili Q[x]) takva da je P (x) = Q(x)R(x) qiji su stepeni bar 1.

19.2 Задаци за рад

Zadatak 153. Neka je P (x) = (x2 + x+1)2010. Odrediti razliku koefi-
cijenata na parnim i neparnim mestima polinoma P (x).

RexeƬe: Neka je P (x) =
∑4020

i=0 aix
i. Onda je P (−1) =

∑4010
i=0 (−1)iai, pa

je traжena razlika jednaka P (−1) = 12010 = 1.

Zadatak 154. Neka je f(x) ∈ Z[x] moniqan polinom i k, p ∈ N. Ako p+1
ne deli nijedan od brojeva f(k), f(k+1), ..., f(k+ p) dokazati da f nema
racionalnih nula.
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RexeƬe: Pretpostavimo suprotno, tj. neka je r ∈ Q racionalna
nula f(x). Kako je f moniqan onda r ∈ Z. Vaжi da je f(x) = (x− r)g(x)
gde g(x) ∈ Z[x]. Za taqno jedan broj x = k, k+1, ..., k+p vaжi�e p+1|x−r
odnosno da p + 1|f(k + i) za neko 0 ≤ i ≤ p xto je u suprotnosti sa
poqetnom pretpostavkom.

Zadatak 155. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima
takav da je P (a) = P (b) = P (c) = −1 za tri razliqita cela broja a, b i
c. Dokazati da P (x) nema celobrojnih nula.

RexeƬe: Neka je Q(x) = P (x) + 1. Onda je Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0, pa
je Q(x) = (x − a)(x − b)(x − c)R(x) za neko R(x) ∈ Z[x]. Ako bi m bila
celobrojna nula od P (x) onda bi vaжilo (m− a)(m− b)(m− c)R(m) = 1
iz qega sledi da je m − a,m− b,m− c = ±1, odnosno da su bar dva od
a, b i c jednaka xto je kotradikcija.

Zadatak 156. Neka je P (x) polinom sa nenegativnim koeficijentima
takav da vaжi P (x)P ( 1

x
) > 1 za x = 1. Dokazati da ta ista nejednakosti

onda vaжi i za svako x > 0.

RexeƬe: Neka je P (x) =
∑n

i=0 aix
i. Za x = 1 imamo da je P (1)2 > 1

odnosno da je (
∑n

i=0 ai)
2 > 1. Za proizvoƩno x > 0 vaжi

(

n∑

i=0

aix
i)(

n∑

i=0

aix
−i) ≥ (

n∑

i=0

ai)
2 > 1,

po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti. Ovim je zadatak rexen.

Zadatak 157. Ako su n, a1, a2, .., an razliqiti celi brojevi dokazati da
je polinom

(x− a1)(x − a2)...(x − an)− 1

ireducibialn u Z[x].

RexeƬe: Oznaqimo ovaj polinom sa P (x) i pretpostavimo suprotno
tj. da je P (x) = Q(x)R(x) za neka dva celobrojna polinoma Q(x) i R(x)
stepena bar 1. Onda je Q(ai)R(ai) = −1 za i = 1, 2, ..., n. Kako su P (ai)
i Qai

celi brojevi to mora da vaжi P (ai) + Q(ai) = 0. Posmatrajmo
polinom P (x)+R(x). ƫegov stepen je maƬi od n, a vaжi P (ai)+Q(ai) = 0
za n razliqith realnih brojeva. Onda je P (x) + Q(x) = 0 za svako
realno x, odnosno vaжi

(x− a1)(x − a2)...(x− an)− 1 = −P (x)2.

Stepen uz xn sa leve strane je jednak 1, a sa desne strane je negati-
van. Ovo je nemogu�e jer su ta dva polinoma jednaka qime smo dobili
kontradikciju. Sledi da je traжeni polinom zaista ireducibilan.
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Zadatak 158. Neka je an ≥ an−1 ≥ ... ≥ a0 > 0 za n ≥ 2. Dokazati da za
sve realne nule a polinoma P (x) =

∑n
i=0 akx

k vaжi |a| ≤ 1.

RexeƬe: Kako su svi koeficijenti pozitivni to za realnu nulu a
mora vaжiti a < 0. Neka je a < −1. Onda je za parno n P (a) < 0 zbog
a2ka

2k + a2k−1a
2k−1 < 0 i a0 > 0 za 1 ≤ k ≤ n

2 . Ako je n neparan broj
onda je P (a)»0 zbog a2k+1a

2k+1 + a2ka
2k < 0 za 0 ≤ k ≤ n

2 .

NAPOMENA: Tvr�eƬe zadatka vaжi i za kompleksne nule a
polinoma P (a).

Zadatak 159. Neka je

f(x) = xn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0

polinom sa celobrojnim koeficijentima stepena n ≥ 3 takav da je
ak + an−k paran za 1 ≤ k ≤ n− 1 i a0 paran broj. Ako je f(x) = g(x)h(x)
gde su g(x) i h(x) polinomi sa celobrojnim koeficijentima i vaжi
deg g ≤ deg h. Ako su svi koeficijenti od h(x) neparni dokazati da
f(x) ima celobrojan koren.

RexeƬe: Radi�emo u Z2[x]. Imamo da je f(x) ≡2 g(x)h(x). Neka je
deg g = j, a deg h = k. Poxto h(x) ima sve neparne stepene to je

h(x) ≡2 1 + x+ ...+ xk.

Neka je g(x) =
∑j

i=0 bix
i. Koeficijent uz xj−1 u f(x) je bj−1 + bj−2 +

... + b0 zbog j ≤ k. Koeficijent uz xk+1 u f(x) je b1 + b2 + ... + bj. Ako
je j − 1 ≥ 1 imamo da je aj−1 ≡2 ak+1 odnosno b0 ≡2 bj ≡2 1. Kako je
0 ≡2 f(0) ≡2 g(0)h(0) ≡2 1 nemogu�e je da bude j ≥ 2. Sledi da je j = 1,
pa f(x) ima linearan faktor u Z[x] iz qega sledi da ima i celobrojan
koren.

Zadatak 160. Na�i sve realne polinome P (x) takve da vaжi

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 2P (a+ b+ c),

za sve realne brojeve a, b i c za koje vaжi ab+ bc+ ca = 0.

RexeƬe: Ako stavimo a = b = c = 0 dobijamo da je 3P (0) = 2P (0), pa
je P (0) = 0. Za a = b = 0 i proizvoƩno c vaжi ab+ bc+ ca = 0, pa vaжi
P (c) = P (−c) iz qega sledi da polinom P (x) ima samo parne stepene.
Neka je P (x) =

∑n
k=0 akx

2k. Za a = −3x, b = 2x i c = −6x i proizvoƩno
x ∈ R vaжi ab+ bc+ ca = 0, pa vaжi i

P (5x) + P (3x) + P (8x) = 2P (7x),

zbog P (−8x) = P (8x) i P (−7x) = P (7x). Onda za sve ak 6= 0 mora da
vaжi 32k+52k+82k = 2 ·72k. Za k ≥ 3 vaжi (87 )

2k ≥ (87 )
6 = 262144

117649 > 2, pa je
k < 3. Sledi da polinom P (x) mora biti oblika a0+a1x2+a2x4. Kako je
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zbir svaka dva rexeƬa za P tako�e rexeƬe, dovoƩno je proveriti da
li su polinomi 1, x2 i x4 rexeƬa. Konstantan polinom nije rexeƬa,
a za x2 imamo da vaжi

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 2(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) = 2(a2 + b2 + c2)

= 2(a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc) = 2(a+ b+ c)2,

xto znaqi da x2 jeste rexeƬe. Za P (x) = x4 neka je m = a − b i
n = b − c zbog kra�eg zapisa. Onda je b = a−m i c = a−m − n. Zbog
uslova ab + bc + ca = 0 imamo da vaжi 3a2 − 4am − 2an +m2 +mn = 0.
Sada je

2(a+ b+ c)4 = 2(3a− 2m− n)4 = 2(9a2 + 4m2 + n2 − 12am− 4mn− 6an)2 =

2(3(3a2 − 4am− 2an+m2 +mn) +m2 +mn+ n2)2 = 2(m2 +mn+ n2)2.

Sada je dovoƩno dokazati da je m4+n4+(m+n)4 = 2(m2+mn+n2)2.
To sledi iz

m4+n4+(m+n)4 = 2(m4+2m3n+3m2n2+2mn3+n4) = 2(m2+mn+n2)2,

qime je zadatak zavrxen.

Zadatak 161. Dokazati da je za n > 1 polinom f(x) = xn + 5xn−1 + 3
ireducibilan u Z[x].

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tj. da je f(x) = g(x)h(x) za neke
polinome g(x), h(x) ∈ Z[x] stepena bar 1. Neka su nule od g(x) jednake
a1, a2, ..., ak, a nule od h(x) jednake b1, b2, ..., bs gde je k+ s = n, a k, s ∈ N.
Za x = 0 imamo da je 3 = f(0) = (−1)k+sa1a2...akb1b2...bs, odnosno vaжi
3 = |a1a2...ak| · |b1b2...bs|. Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti
da je |a1a2...ak| = 1. Kako su ai (za 1 ≤ i ≤ k) nule i od f(x) to je
|an−1

i (ai + 5)| = 3, pa vaжi

|an−1
1 an−1

2 ...an−1
k | · |(a1 + 5)(a2 + 5)...(ak + 5)| = 3k.

Onda je |(a1 + 5)(a2 + 5)...(ak + 5)| = 3k. Kako je |g(−5)| = |(a1 +
5)(a2 + 5)...(ak + 5)| = 3k i gg(−5)|f(−5) = 3, to 3k|3 odakle sledi da je
k = 1. Dobili smo da je polinom g(x) linearan, odnosno da f(x) ima
celobrojnu nulu a1. Ako je a1 paran broj onda je f(a1) ≡2 f(3) ≡2 3,
xto je nemogu�e zbog f(a1) = 0. Sliqno i za neparno a1 vaжi f(a1) ≡2

f(1) ≡2 9 xto je isto nemogu�e. Ovim smo dobili kontradikciju, pa je
f(x) zaista ireducibilan polinom.

Zadatak 162. Neka je P (x) polinom sa jcelobrojnim koeficijentima
stepena n > 1. Oznaqimo sa Q(x) = P (P (...P (x))...) gde se P pojavƩuje k
puta (k ∈ N). Dokazati da jednaqina Q(t) = t ima najvixe n celobroj-
nih rexeƬa.
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RexeƬe: Dokaza�emo prvo da za svako celobrojno rexeƬe Q(t) = t
vaжi P (P (t)) = t, tj. da moжemo pretpostaviti da je k ≤ 2. Neka je
x0 = x, x1 = P (x) i xi+1 = P (xi) za i ∈ N. Imamo da vaжi

x0 − x1|x1 − x2|...|xk−1 − xk|xk − x1.

Kako je xk = x = x0, to su sve razlike xi − xi+1 za 0 ≤ i ≤ k jednake
po apsolutnoj vredosti. Neka je d = x0 − x1. Ako je x1 − x2 = −d onda
je x0 = x2 odnosno P (P (x)) = x. Me�utim ako je x1 − x2 = x0 − x1 = d
nastavƩamo postupak daƩe. Neka smo dobili da je xi − xi+1 = d za sve
i ≤ m i neka je m najve�i takav broj. Ako je m > k, onda je xi strogo
monoton niz pa se ne moжe desiti da je x0 = xk. Sledi da za takvo m
mora da vaжi m ≤ k. Onda je xm+1 − xm+2 = −d = −(xm − xm+1), tj.
vaжi xm = xm+2. Iz ovoga sledi da je xm+s = xm+2+s za svako s ∈ N,
pa sledi i da je P (P (x)) = x za s ≡k −m. Ovim smo dobili da su sve
fiksne taqke od Q(x) ujedno i fiksne taqke od P (P (x)).

DovoƩno je dokazati da jednaqina P (P (x)) = x ima najvixe n ce-
lobrojnih rexeƬa. Ako je period svih rexeƬa u iteracijama od P (x)
jednak 1 onda sva ta rexeƬa zadovoƩavaju P (x) = x, pa ih ne moжe
imati vixe od n. Neka postoji rexeƬe a qiji je period taqno 2
i neka je c neko drugo rexeƬe (qiji je period 1 ili 2). Neka je
b = P (a) i d = P (c). Onda je P (b) = a i P (d) = c. Imamo da vaжi
a− c|P (a)− P (c) = b− d|P (b)−P (d) = a− c, pa je |a− c| = |b− d|. Sliqno
imamo da vaжi a − d|P (a) − P (d) = b − c|P (b) − P (c) = a − d, pa je i
|a− d| = |b− c|. Ukoliko je a+ b 6= c+ d onda mora da vaжi a− c = b− d
i a − d = b − c odnosno a − b = c − d = d − c, tj. c = d iz qega sledi
a = b xto je suprotno sa pretpostavkom da je period od a taqno 2.
Sledi da je a + b = c+ d. DaƩe sledi da za svako celobrojno rexeƬe
x jednaqina P (P (x)) = x vaжi P (x) + x = a + P (a) iz qega sledi da je
x rexeƬe polinomne jednaqine n-tog stepena, pa samim tim jednaqina
P (P (x)) = x ne moжe imati vixe od n celobrojnih rexeƬa.

19.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 163. Odrediti zbir koeficijenata na parnim mestima poli-
noma P (x) = (x2 − x+ 1)2010 + (x2 + x+ 1)2011.

Zadatak 164. Neka je p > 2 prost broj i polinom P (x) = xp − x + p.
Dokazati:

a) Ako je α nula (α ∈ C ) polinoma P (x) onda je |α| < p
1

p−1 ;
b) P (x) je ireducibilan u Z[x].

Zadatak 165. Neka je P (x) ∈ Z[x] takav polinom da su P (0) i P (1)
neparni brojevi. Dokazati da P (x) nema celobrojne nule.
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Zadatak 166. Da li postoji polinom P (x) sa celobrojnim koefici-
jentima takav da je P (x) = P (−x) za sve realne x i vaжi P (1) = 9 i
P (9) = 41.

Zadatak 167. Neka je

a0 + a1x+ ...+ a2nx
2n = (x+ 2x2 + ...+ nxn)2.

Dokazati da je
∑2n

i=n+1 ai =
n(n+1)(5n2+5n+2)

24 .
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Предавање 20

Razni zadaci iz teorije brojeva

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

20.1 Задаци за рад

Zadatak 168. Na�i sve razliqite prirodne brojeve x i y takve da je
xy = yx.

RexeƬe: Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je x > y.
Iz date relacije sledi da x i y imaju jednake proste faktore. Neka
je x =

∏s
i=1 p

ai

i , a y =
∏s

i=1 p
bi
i . Onda vaжi yai = xbi za svako 1 ≤ i ≤ s.

Kako je x > y to je bi < ai za 1 ≤ i ≤ s pa y|x. Neka je x = yz za neki
prirodan broj z. Onda vaжi (yz)y = yyz odnosno z = yz−1. Za y = 1
mora da bude x = 1, pa vaжi y ≥ 2. Onda je z ≥ 2z−1. Kako je 2z−1 > z
za z ≥ 3 to je z = 1 ili z = 2. Zbog x 6= y mora da bude z = 2, pa je
y = 2 i x = 4.

Zadatak 169. Na�i sve prirodne brojeve x i y takve da je xy = yx−y.

RexeƬe: Iz date relacije sledi da je x ≥ y, pa je yx−y = xy ≥ yy

pa mora da vaжi x ≥ 2y. Onda je (x
y
)y = yx−2y ceo broj pa y|x. Neka

je x = yz za neko prirodno z. ZameƬuju�i ovu jednakostu u polaznu
dobijamo da je (yz)y = yy(z−1), odnosno yz = yz−1, tj. z = yz−2. Za y = 1
imamo rexeƬe x = 1. Inaqe za y ≥ 2 vaжi z = yz−2 ≥ 2z−2. Kako je za
z ≥ 5 2z−2 > z to je z ≤ 4. Iz z = yz−2 dobijamo da su jedine mogu�nosti
(y, z) ∈ {(2, 4), (3, 3)} xto daje rexeƬa (x, y) ∈ {(8, 2), (9, 3), (1, 1)}.

Zadatak 170. Neka je xn niz sa svojstvom x0 = 1 i xn+1 = 2xn+
√
3x2n + 1.

Dokazati da su svi qlanovi niza celi brojevi.

RexeƬe: Iz date relacije imamo da je (xn+1−2xn)
2 = 3x2n+1 odnosno

x2n+1 − 4xnxn+1 + x2n = 1.

160
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PomeraƬem indeksa za 1 dobijamo da vaжi i

x2n+2 − 4xn+1xn+2 + x2n+1 = 1.

OduzimaƬem prethodne dve relacije imamo da vaжi

x2n − x2n+2 + 4xn+1(xn+2 − xn) = 0,

odnosno

(xn+2 − xn)(4xn+1 − xn − xn+2) = 0.

Kako je niz xn rastu�i to je 4xn+1 − xn − xn+2 = 0, odnosno xn+2 =
4xn+1 − xn, pa su svi qlanovi niza prirodni brojevi.

Zadatak 171. Dat je niz an sa svojstvom a1 = a2 = a3 = 1 i an+3 =
1+an+1an+2

an
. Dokazati da je niz an celobrojan.

RexeƬe: Iz date relacije imamo da vaжi

anan+3 = 1 + an+1an+2,

odnosno posle pomeraƬa indeksa da vaжi

an+1an+4 = 1 + an+2an+3.

OduzimaƬem ove dve jednakosti dobijamo da je

anan+3 − an+1an+4 = an+1an+2 − an+2an+3.

Transformacijom ove jednakosti dobijamo da je

an+3(an + an+2) = an+1(an+2 + an+4),

odnosno

an + an+2

an+1
=
an+2 + an+4

an+3
.

PomeraƬem indeksa na daƩe prethodni izraz je jednak a1+a3

a2
= 2 i

, a2+a4

a3
= 3 vaжi da je an+2 = 2an+1 − an ili an+2 = 3an+1 = an , tj.

svi qlanovi niza su celi brojevi, a kako su i pozitivni to an ∈ N za
n ∈ N.

Zadatak 172. Ako su a, b i
√
a+ 1√

b
prirodni brojevi dokazati da su a

i b potpuni kvadrati.

RexeƬe: Ako
√
a+ 1√

b
∈ N onda i a+ 1

b
+2
√

a
b
∈ N, pa je 1

b
+2
√

a
b
∈ Z.

Ako sve pomnoжimo sa b dobi�emo 1+2
√
ab ∈ Z, odnosno

√
ab ∈ Q. Kako

je koren prirodnog broja ili iracionalan ili prirodan broj zakƩuc-
hujemo da

√
ab ∈ N, odnosno ab = m2 (za neko priodno m). ZameƬuju�i
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ovo u poqetnu jednakost dobijamo da je
√
ab+1√

b
= m+1√

b
prirodan broj.

Onda b mora biti poptun kvadrat (ako b nebi bio potpun kvadrat onda
bi

√
b bio iracionalan broj, pa bi i ceo broj m+1√

b
bio iracionalan).

Kako je i ab potpun kvadrat to je i a poptun kvadrat.

Zadatak 173. Dat je prirodan broj n. U intervalu (n2, n2 + n) iza-
brana su dva prirodna broja a i b. Dokazati da u tom intervalu nema
celobrojnih delioca od broja ab razliqitih od a i b.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tj. da postoji delilac d broja ab
iz intervala (n2, n2+n). Onda d | |(d−a)(d−b)| , a kako d, a i b pripdaju
intervalu (n2, n2 + n) to je |(d − a)(d − b)| < n2. Kako d | |(d − a)(d − b)|
to je d ≤ |(d− a)(d− b)|, pa je d < n2. Ovo je kontradikcija jer je d > n2

(poxto pripada intervalu (n2, n2 + n)). Znaqi poqetna pretpostavka
je netaqna, pa ne postoji delilac d broja ab koji pripada intervalu
(n2, n2 + n).

Zadatak 174. Ako je p prost broj dokazati da je

p−1∑

k=1

[
k3

p
] =

(p+ 1)(p− 1)(p− 2)

4
.

RexeƬe: Primetimo slede�e:

p−1∑

k=1

[
k3

p
] =

p−1∑

k=1

k3

p
− {k

3

p
}.

Kako je

{k
3

p
} =

k3 mod p

p
,

to je

p−1∑

k=1

[
k3

p
] =

1

p

p−1∑

k=1

k3 − 1

p

p−1∑

k=1

k3 mod p.

Kako je
∑p−1

k=1 k
3 = p2(p−1)2

4 i
∑p−1

k=1 k
3 mod p = p(p−1)

2 , to je

p−1∑

k=1

[
k3

p
] =

p(p− 1)2

4
− p− 1

2
=

(p+ 1)(p− 1)(p− 2)

4
,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 175. Dokazati da je broj 5100 + 575 + 550 + 525 + 1 sloжen.

RexeƬe: StavƩaƬem x = 525 dobijamo da je

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x2 + 3x+ 1)2 − 5x(x+ 1)2.
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Kako je 5x = 526 potpun kvadrat, to se gorƬi rezulatat moжe faktori-
sata kao razlika kvadrata, gde su oba qinioca ve�a od 1, pa je dati
broj sloжen.

Zadatak 176. Neka je Sk zbir prvih k prostih brojeva. Dokazati da se
za svako prirodno k izme�u Sk i Sk+1 nalazi bar jedan potpun kvadrat.

RexeƬe: Neposredno se proverava tvr�eƬe vaжi za k = 1, 2, 3. Doka-
zahimo sada indukcijom po k, k ≥ 4 da vaжi nejednakost

√
Sk+1−

√
Sk >

1.

baza indukcije Za k = 4 imamo
√
28−

√
17 > 1, xto je taqno.

indukcijska pretpostavka Neka je
√
Sk+1 −

√
Sk > 1 za k ≥ 4.

indukcijski korak Neka je pn n−ti prost broj. Onda je
√
Sk + pk+1 >√

Sk + 1, odnosno Sk + pk+1 > Sk + 1 + 2
√
Sk xto se svodi na pk+1 >

1 + 2
√
Sk, odnosno (pk+1 − 1)2 > 4

√
Sk. Oqigledno je pk+2 − pk+1 ≥ 2 i

pk+2 + pk+1 − 2 ≥ 2pk+1, pa je

(pk+2 − pk+1)(pk+2 + pk+1 − 2) ≥ 4pk+1,

odnosno

(pk+2 − 1)2 ≥ 4pk+1 + (pk+1 − 1)2, a

kako je (pk+1 − 1)2 > 4Sk i Sk+1 = pk+1 + Sk, to je

(pk+2 − 1)2 > 4Sk+1.

Sada poxto je Sk+2 − Sk+1 = pk+2 to je

Sk+2 − Sk+1 − 1 > 2
√
Sk+1,

odnosno

Sk+2 > (
√
Sk + 1 + 1)2,

xto se svodi na
√
Sk+2 −

√
Sk+1 > 1.

Ovim je dokazana nejednakost
√
Sk+2 −

√
Sk+1 > 1 za svako k ≥ 4. Sada

pretpostavimo suprotno tj. da se izme�u nekih Sk i Sk+1 ne nalazi
potpun kvadrat. Onda je Sk+1 ≤ ([

√
Sk] + 1)2 ( ([

√
Sk] + 1)2 je najmaƬi

kvadrat ve�i od Sk), odnosno
√
Sk+1 − √

Sk ≤ 1, xto je nemogu�e po
dokazanoj nejednakosti. Kontradikcija!! Znaqi izme�u Sk i Sk+1 se
uvek nalazi potpun kvadrat.

Zadatak 177. Na�i sve parove prirodnih brojeva a i b takvih da je
b2 + a stepen prostog broja i b2 + a deli a2 + b.
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RexeƬe: Iz uslova deƩivosti dobijamo da je a ≥ b. Kako b2 + a |
b2 + a, a2 + b imamo da je b2 ≡b2+a −a i a2 ≡b2+a −b. KvadriraƬem
preve i zamenom u drugu kongruenciju dobijamo da je b4 ≡b2+a −b,
odnosno b2 + a | b4 + b = b(b3 + 1). Neka je b2 + a = pm, ,gde je p
prost broj. Kako je (b, b3 + 1) = 1 i b2 + a stepen prostog broja to
b2 + a | b ili b2 + a | b3 + 1. Prvi sluqaj otpada jer je b2 + a > b. Znaqi
b2 + a | (b + 1)(b2 − b + 1). Kako su i b + 1 i b2 − b + 1 maƬi od b2 + a to
neki stepeni prostog broja p dele b+1, a neki dele b2 − b+1 (iz ovoga
sledi da je b2 − b+ 1 > 1, odnosno b > 1). Znaqi p | (b+ 1, b2 − b+ 1) = d.
Kako je d = (b(b+ 1), b2 − b+1) = (b2 + b, 2b− 1). Dobili smo da d | 2b− 1
i d | b+1, odnosno d | 2b+2. Koriste�i da d | 2b− 1 i d | 2b+2 dobijamo
da je d = 3 (ne moжe biti d = 1 jer je d neki stepen broja p). Znaqi
p = 3. Nije texko proveriti da 9 nikad ne deli b2 − b + 1, xto znaqi
da 3m−1 | b + 1. Iz prethodnog zakƩuqujemo da je b ≥ 3m−1 − 1, a kako
je b2 + a = 3m dobijamo da je 3m > b2 ≥ 32m−2 − 2 · 3m−1 + 1, odnosno
3m + 2 · 3m−1 = 5 · 3m−1 > 32m−2 ≥ 9 · 32m−4 > 532m−4. Onda vaжi da je
3m−1 > 32m−4, odnosno m − 1 > 2m − 4 iz qega se dobija da je m ≤ 2.
Kako stepen neki stepen prostog broja p deli b + 1, a neki b2 − b + 1
to je m ≥ 2. Dobijamo da je m = 2. RexavaƬem jednaqine 9 = b2 + a i
koriste�i to da je b > 1 dobijamo rexeƬe a = 5 i b = 2. Kako 9 | 27
(uslov deƩivosti), zakƩuqujemo da je ovo zaista rexeƬe i to jedin-
stveno.

20.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 178. Dokazati da niz [2k+
1
2 ] za k ∈ N sadrжi beskonaqno mnogo

parnih brojeva.

Zadatak 179. Ako sa S(n) oznaqimo zbir cifara prirodnog broja n
izraqunati S(S(S(44444444))).

Zadatak 180. Ako su a i b razliqiti prirodni brojevi, ve�i od 1,
takvi da je b2+ a− 1 deli a2 + b− 1, dokazati da broj b2 + a− 1 ima bar
dva razliqita prosta faktora.

Zadatak 181. Na�i sve prirodne brojeve x i y za koje vaжi xy
2

= yx.

Zadatak 182. Neka je xn niz prirodnih brojeva takav da je xn+2 =
x2
n+1+c

xn
za neki prirodan broj c. Ako su x1, x2 i x2

1+x2
2+c

x1x2
prirodni bro-

jeve dokazati je xn prirodan broj za svako prirodno n.
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Предавање 21

Tri teoreme elementarne

teorije brojeva

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

21.1 Теориjски увод

Teorema 54. (Mala Fermaova teorema) Neka je p prost broj koji ne
deli a. Onda je ap−1 ≡p 1.

Teorema 55. (Ojlerova teorema) Neka je m broj koji je uzajamno prost
sa a. Onda je aϕ(m) ≡m 1.

Teorema 56. (Vilsonova teorema) Prirodan broj p je prost ako i samo
ako vaжi (p− 1)! ≡p −1.

21.2 Задаци за рад

Zadatak 183. Dokazati malu Fermaovu teoremu.

RexeƬe: Neka je {a1, a2, ..., ap−1} redukovan sistem ostataka po mo-
dulu p. Onda je zbog (a, p) = 1 i {aa1, aa2, ..., aap−1} redukovan sistem
ostataka, pa vaжi ap−1a1a2...ap−1 ≡p a1a2...ap−1. Iz ovoga sledi da je
ap−1 ≡p 1, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 184. Dokazati Vilsonovu teoremu.

RexeƬe: Neka je p prost broj. Za svaki a ∈ {2, 3, ..., p − 2} postoji
jedinstven b ∈ {2, 3, ..., p− 2} takav da je b 6= a i ab ≡p 1. Samim tim je
(p− 1)! ≡p 1 · 1 · ... · 1 · −1 ≡p −1. Pretpostavimo sada da za p vaжi data
relacija. Neka je d proizovƩan delilac od p koji je maƬi od Ƭega.
Onda d|(p − 1)!, pa d| − 1 iz qega sledi da je d = 1. Samim tim p mora
biti prost broj.
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Zadatak 185. Dokazati da za sve prirodne brojeve a i n vaжi n|ϕ(an−
1).

Imamo da vaжi an−1|an−1 i an−1|aϕ(an−1)−1, pa an−1|a(n,ϕ(an−1))−1.
Kako je n ≤ (n, ϕ(an− 1)) ≤ n, to je n = (n, ϕ(an− 1)) pa vaжi n|ϕ(an− 1).

Zadatak 186. Dokazati da je taqno jedan od brojeva A i B deƩiv sa p
(p je neparan prsot broj) ako je

A = a1+2+...+p−1 − 1 i B = a1+2+...+p−1 + 1,

gde je a neki ceo broj uzajamno prost sa p.

RexeƬe: Na poqetku pokaжimo slede�e. Ako je a ceo broj uzajamno
prost sa p (p je neparan prsot broj) onda je a

p−1
2 ≡ ±1(mod p). Oqi-

gledno je (a
p−1
2 )2 ≡ 1(mod p), pa imamo da p|(a p−1

2 +1)(a
p−1
2 −1), pa je ili

prvi faktor deƩiv sa p ili drugi faktor. Imamo da je A = (a
p−1
2 )p−1

i B = (a
p−1
2 )p + 1. Razlikujemo dva sluqaja:

1◦ a
p−1
2 ≡ 1(mod p). Onda je A ≡ 0(mod p).

2◦ a
p−1
2 ≡ −1(mod p). Onda je B ≡ 0(mod p),

qime smo zavrxili zadatak.

Zadatak 187. Dokazati da za razliqite proste brojeve p i q vaжi
pq|pq−1 + qp−1 − 1.

RexeƬe: Ako je p = q treba dokazati da p2|2pp−1. Tu imamo dva
sluqaja ako je p = 2 i p ≥ 3. Za p = 2 imamo 4|2 · 2 xto je taqno, a za
p ≥ 3 p2|pp−1|2pp−1. Neka je sada p 6= q. Onda su p i q uzajamno prosti
pa je pq−1+qp−1 ≡ pq−1 ≡ 1(mod q), pa q|pq−1+qp−1−1. Sliqno dobijamo
i da p|pq−1 + qp−1 − 1, pa pq|pq−1 + qp−1 − 1 jer su p i q uzajmno prosti.

Zadatak 188. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi 2730|n13−n.

RexeƬe: Kako je 2730 = 2 · 3 · 5 · 7 · 13 dovoƩno je dokazati da svaki
od ovih prostih brojeva deli n13 − n. Neka p ∈ {2, 3, 5, 7, 13}. Ako je
(p, n) = 1 onda p|np−1 − 1. Kako p − 1 ∈ {1, 2, 4, 6, 12} to n12 ≡p np−1,
pa imamo da za (n, p) = 1 vaжi p|n12 − 1, odnosno p|n13 − n. U drugom
sluqaju p|n va vaжi p|n13 − n. Iz ovoga sledi da zaista 2730|n13 − n.

Zadatak 189. Niz an definisan je sa an = 2n + 3n + 6n − 1, za n ≥
1. Odrediti sve prirodne brojeve koji su uzajamno prosti sa svim
qlanovima niza.

RexeƬe: Oqigledno je jedan takav broj 1. Dokaza�emo da je i jedini
tako xto �emo pokazati da za svaki prost broj p postoji i ∈ N takvo
da p|ai. Za p = 2 imamo a1 = 10, a za p = 3 imamo a2 = 48. Neka je



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

sada p ≥ 7. Onda je 6ap−2 = 3 · 2p−1 + 2 · 3p−1 + 6p−1 − 6, a kako su 2, 3, 6
uzajamno prosti sa p (p ≥ 7) to je 2p−1 ≡ 3p−1 ≡ 6p−1 ≡ 1(mod p), pa je
6ap−2 ≡ 3 + 2 + 1 − 6 ≡ 0(mod p). Znaqi p|6ap−2,a poxto je (6, p) = 1 to
dobijamo p|ap−2, qime smo zavrxili zadatak.

Zadatak 190. Ako je p neparan prost broj i a i b uzajamno prosti
brojevi takvi da p|a2 + b2 onda je p ≡4 1.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tj. da je p = 4k+3, za neko k ∈ N0.
Iz a2 + b2 ≡p 0 imamo da je a2 ≡p −b2, pa je ap−1 ≡p (−1)2k+1bp−1 (posle
stepenovaƬa sa p−1

2 = 2k + 1). Ako p deli jedan od a i b, onda deli i
drugi pa a i b ne mogu biti uzajamno prosti. Znaqi a i b su uzajamno
prosti sa p. Onda je ap−1 ≡p 1 ≡p −1 ≡p −bp−1, qime smo dobili
kontradikciju zbog p 6= 2. Sledi da je zaista p ≡4 1

Zadatak 191. Dokazati da broj 7p+ 3p − 4 nije potpun kvadrat ako je
p prost.

RexeƬe: Oznaqimo dati broj sa N . Ako je p = 2 onda je N = 19, xto
oqigledno nije potpun kvadrat. Neka je sada p ≥ 3. Pretpostavimo
suprotno tj. da je N potpun kvadrat (N = n2). Onda je N ≡p 3p − 4 ≡p

−1, pa p|n2+12, a kako su n i 1 uzajamno prosti to je p ≡4 1. Me�utim
onda je N ≡4 7+(−1)p−4 ≡4 2, xto je nemogu�e jer kvadrat celog broja
ne moжe da daje ostatak 2 po modulu 4.

21.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 192. Dokazati da 7|5999999 + 1.

Zadatak 193. Dokazati Ojlerovu teoremu.

Zadatak 194. Neka su a i b prirodni brojevi, a p prost broj. Dokazati
da 6|abp − apb.

Zadatak 195. Neka je a prirodan broj, a p i q razliqiti prosti bro-
jevi. Dokazati da pq|a(p−1)(q−1) − 1.

Zadatak 196. Ako je p prost broj i k proizvoƩan prirodan broj doka-
zati da

1k + 2k + ...+ (p− 1)k

ima ostatak −1 pri deƩeƬu sa p ako p− 1|k, a inaqe je deƩiv sa p.



Литература

[1] D. Milijanqevi�, Aritmetiqke funkcije, LetƬi matematiqki
kamp - Xabac 2010.

[2] www.mathlinks.ro

[3] D. Milijanqevi� Mala Fermaova teorema

169



Предавање 22

Elementarna geometrija 1

Erna Oklapi, Elektrotehniqki fakultet

22.1 Теориjски увод

Aksiom 1. Za svake dve razne taqke postoji taqno jedna prava koja ih
sadrжi.

Aksiom 2. Za svake tri taqke postoji bar jedna ravan koja ih sadrжi.

Aksiom 3. Ako dve razne taqke neke prave pripadaju nekoj ravni, tada
i sve taqke te prave pripadaju toj ravni.

Aksiom 4. Ako su dve ravni incidentne sa nekom taqkom, tada su one
incidentne sa bar jox jednom taqkom.

Aksiom 5. Postoje qetiri nekomplanarne taqke.

Teorema 57. Ako taqka A ne pripada pravoj p tada postoji jedinstvena
ravan koja sadrжi taqku A i pravu p.

Teorema 58. Ako dve razne ravni imaju zajedniqku taqku tada je Ƭihov
presek prava.

Dokaz: Prema aksiomama 1,3 i 4 ovo tvr�eƬe vaжi.

Teorema 59. Ako prava koja je u ravni trougla ABC ne sadrжi ni
jedno od Ƭegovih temena i seqe jednu Ƭegovu ivicu, tada ta prava
seqe taqno jox jednu Ƭegovu ivicu.

Aksiom 6. (Plejferova aksioma paralelnosti) Ako taqka A ne pripada
pravoj p, tada u ravni Ƭima odre�enoj postoji taqno jedna prava koja
sadrжi taqku A i disjunktna je sa pravom p.

170



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Aksiom 7. (Aksioma paralelnosti Lobaqevskog) Ako taqka A ne pri-
pada pravoj p, tada u ravni Ƭima odre�enoj postoje bar dve prave koje
sadrжe taqku A i disjunktne su sa pravom p.

Teorema 60. Relacija paralelnosti pravih je relacija ekvivalencije.

Teorema 61. Relacija paralelnosti ravni je relacija ekvivalencije.

Aksiom 8. Ako su A,B i A1 date taqke takve da je A1 poqetna taqka
neke poluprave a1 tada na polupravoj A1a1 postoji taqno jedna taqka
B1, takva da je {A1, B1} ∼= {A,B}

Aksiom 9. Neka su A,B,C i A1, B1, C1 taqke takve da A − B − C i
A1 −B1 −C1. Tada ako je {A1, B1} ∼= {A,B} i {B1, C1} ∼= {B,C}, onda je
i {A1, C1} ∼= {A,C}.

Aksiom 10. Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke i A1, B1 taqke ivice
a1 poluravni a1α1 takve da je {A1, B1} ∼= {A,B} tada u otvorenoj polu-
ravni α1 postoji taqno jedna taqka C1, takva da je {B1, C1} ∼= {B,C}, i
{A1, C1} ∼= {A,C}.

Teorema 62. Ako su Opq i O1p1q1 dva konveksna ugla, takva da je Op ‖
O1p1 i Oq ‖ O1q1, tada su ova dva ugla jednaka ako su oba oxtra ili
oba tupa. Ako je jedan od tih uglova oxtar, a drugi tup, onda su oni
suplementni.

Teorema 63. Stranica a trougla ABC ve�a je od stranice b ako i
samo ako je naspramni ugao α ve�i od ugla β.

22.2 Задаци за рад

Zadatak 197. Neka je taqka A van pravih p i q. Ako postoje dve razne
prave koje sadrжe taqku A i seku prave p i q, tada su p i q komplanarne
prave. Dokazati.

RexeƬe: Neka pomenute prave seku pravu p u taqkama B i C, a
pravu q u taqkama D i E. Prave BE i CD se seku.Za svake dve prave
koje se seku postoji jedinstvena ravan koja ih sadrжi.

Zadatak 198. Ako su α i β ravni i p prava, pri qemu p ‖ α i α ‖ β
dokazati da je p ‖ β

RexeƬe: Neka je α 6= β . Zbog p ‖ α, postoji prava r koja pripada
ravni α, p ‖ r. Tada je i r ‖ β i na kraju p ‖ β.

Zadatak 199. U skupu od 12 taqaka postoji taqno 6 qetvorki kom-
planarnih taqaka i ne postoji 5 taqaka koje su komplanarne. Koliko
ravni odre�uju ovih 12 taqaka?
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RexeƬe: Nikoje 3 od 12 datih taqaka nisu kolinearne. (Ako
bi neke taqke bile kolinearne, onda bi svaka od 9 preostalih tac-
haka bila sa Ƭima komplanarna, pa bi bilo bar 9 komplanarnih qe-
tvorki.) Qetiri komplanarne taqke odre�uju jednu ravan, a qetiri
nekomplanarne taqke odre�uju 4 ravni. Prema tome, traжeni broj je
12·11·10
1·2·3 − 6 · 3 = 202

Zadatak 200. Date su taqke A,B,C,D, S, tako da su bilo koje qetiri
od Ƭih nekomplanarne. Neka prava AB prodire ravan SCD u taqki
M , prava BC prodire ravan SAD u taqki N , prava CD prodire ravan
SAB u taqki P i prava DA prodire ravan SBC u taqki Q. Dokazati
da su taqke M,N,P,Q komplanarne.

RexeƬe: Neka se ravni SAB i SCD seku po pravoj p. Pravoj p
pripadaju taqke S,M i P . Neka se, daƩe, ravni SBC i SAD seku po
pravoj q. Pravoj q pripadaju taqke S,N i Q. Prave p i q se seku (imaju
zajedniqku taqku S), pa odre�uju jednu ravan koja sadrжi M,N,P i
Q.

Zadatak 201. Ako su a i b dve mimoilazne prave, tada postoje dve
paralelne ravni α i β, tako da a ⊂ α i b ⊂ β. Dokazati.

RexeƬe: Ravan α odre�ena je pravom a i nekom pravom b1 koja seqe
pravu a i paralelna je pravoj b. Sliqno se odre�uje ravan β.

Zadatak 202. Neka je dat konaqan skup P duжi prave p sa svojstvom
da svake dve imaju neprazan presek. Dokazati da postoji taqka prave
p koja pripada svim duжima skupa P .

RexeƬe: Bez smaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da se duжi
skupa P nalaze na brojnoj pravoj. Neka su a1, a2, ..., an levi krajevi
duжi iz skupa P i neka je a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an, a b1, b2, ..., bn desni krajevi
duжi iz skupa P i bn ≤ bn−1 ≤ ... ≤ b1. Tada vaжi an ≤ bn. (Ako bi
bilo an > bn, onda duж sa levim krajem an i duж sa desnim krajem bn
nemaju zajedniqkih taqaka xto je kontradikcija.) Taqka an je zajed-
niqka taqka svih duжi skupa P . Zaista ako je [aj, bj ] duж iz skupa P
tada vaжi ai ≤ an ≤ bn ≤ bj.

Zadatak 203. Trougao ABC ima uglove β = 15o i γ = 30o. Prava koja
sadrжi taqku A i normalna je na AB seqe duж BC u taqki D. Dokazati
da je 2AC = BD.

RexeƬe:
I naqin: Konstruiximo duж AE tako da je ∠AED = 30o. Izraquna-

vaƬem unutraxƬih uglova zakƩuqujemo da su trouglovi ACE,ADE,ABE
jednakokraki i analizom jednakih stranica dolazimo do zakƩuqka da
je 2AC = BD.

II naqin:
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Neka je na stranici CB taqka E takva da je trougao ∠AED prav
ugao. Trouglovi ADE i AEB su sliqni i vaжi:

tan 15o =
p

b/2

tan 15o =
b/2

q

gde je p = DE, b = AC i q = EB. Kako je BD = p+ q moжemo napisati
i da je BD = b

2 (tan 15
o + 1

tan 15o ). Dakle treba dokazati da je tan 15o +
1

tan 15o = 4. Primenom trigonometrijskih transformacija dobijamo

tan
α

2
=
sinα

2

cosα2
=

√
1− cosα

1 + cosα

α je ugao od 30o i zamenom vrednosti dobijamo da je tan 15o = 2 −
√
3.

Na kraju se dobija da je tan 15o+ 1
tan 15o = 4 xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 204. Na simetrali spoƩaxƬeg ugla kod temena C trougla
ABC izabrana je proizvoƩna taqka M . Dokazati da je MA +MB >
AC +BC

RexeƬe: Na pravoj AC izaberimo taqku D, takvu da je A−C−D i
CD = CB. Oqigledno je simetrala CM ugla BCD ujedno i simetrala
duжi BD, pa je MD = MB. U trouglu ADM vaжi AM +MD > AD =
AC + CD, a odavde je MA+MB > AC +BC.

Zadatak 205. Dokazati da u svakom trouglu ve�oj stranici odgovara
maƬa teжixna linija, a maƬoj stranici veca teжixna linija.

RexeƬe: Neka su u trouglu ABC teжixne linije AA1, BB1, CC1,
teжixte T i neka je AC < BC. Treba dokazati da je BB1 > AA1. U
trouglovima AC1C i BC1C kojima stranica CC1 zajedniqka, stranice
AC1 i C1B su jednake i BC > AC. ZakƩuqujemo da je ∠AC1C < ∠BC1C.
U trouglovima AC1T i BC1T je ∠AC1T < ∠BCT , pa �e za stranice
napram tih ugova vaжiti AT < BT . Poxto je AT = 2

3AA1 i BT = 2
3BB1,

bi�e AA1 < BB1 xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 206. Neka su taqke K,L,M sredixta stranica BC, AC i AB
trougla ABC, a P,Q i R sredixta izlomƩenih linija BAC, ACB i
CBA.Dokazati da se prave KP , LR i MQ seku u jednoj taqki.

RexeƬe: Neka je BC ≥ AB ≥ CA. Iz PB = AB+AC
2 = AC

2 +MB.
Sledi da je PM = AC

2 . Sem toga je i MK = AC
2 , pa je PM = MK,

zbog qega je ∠PKM = ∠MPK = ϕ. Kako je ∠MPK = ∠LKP = ϕ
(uglovi sa paralelnim kracima), bi�e ∠LKP = ∠MKP . Sledi da
je KP simetrala ugla LKM . Sliqno se dokazuje da su MQ i LR
simetrale uglova LMK i KLM trougla MLK, iz qega sledi da se
sve te prave seku u jednoj taqki.
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22.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 207. Tri razliqite prave a, b, c ravni α imaju zajedniqku
taqku N . Prava n sadrжi taqku N i sa pravim a, b, c odre�uje jednake
uglove. Dokazati da je prava n normalna na ravan α.

Zadatak 208. U skupu od n taqaka ima taqno k trojki kolinearnih
taqaka. Koliko razliqitih pravih odre�uju taqke ovog skupa?

Zadatak 209. Da li postoji zatvorena izlomƩena linija koja seqe
svaku svoju duж taqno jedanput, a sastoji se od sedam duжi?

Zadatak 210. U jednakokrakom trouglu ABC ugao pri vrhu C je 108o.Na
kraku BC data je taqka E, takva da prava AE polovi ugao BAC. Ako
je duж CD visina ovog trougla, dokazati da je AE = 2CD

Zadatak 211. Iz jednog temena oxtrouglog trougla konstruisana je
visina, iz drugog simetrala ugla, iz tre�eg teжixna duж. ƫihove
preseqne taqke su temena novog trougla. Dokazati da taj trougao ne
moжe biti jednakostraniqan.
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Предавање 23

Stereometrija

Erna Oklapi, Elektrotehniqki fakultet, Beograd

23.1 Теориjски увод

Stereometrija je deo elementarne geometrije koja prouqava svoj-
stva figura smextenih u prostoru. Po naqinu obrazovaƬa geometrij-
skih tela, stereometrija se deli na stereometriju poliedara i ste-
reometriju obrtnih tela.

Definicija 23. Unija svih prava koje prolaze kroz neku taqku date
ravne izlomƩene linije A1A2...An, a paralelne su datoj pravi l koja
seqe ravan izlomƩene linije, naziva se prizmatiqna povrx.

Definicija 24. Prizma je geometrijsko telo ograniqeno prizmatiq-
nom povrxi i dvema paralelnim preseqnim ravnima te povrxi.

Definicija 25. Neka je V taqka koja ne pripada ravni mnogougla
A1A2...An. Unija svih poluprava sa zajedniqnim poqetkom V koje seku
zatvorenu izlomƩenu liniju A1A2...An, naziva se n-tostrana rogƩa-
sta povrx.

Definicija 26. Piramida je geometrijsko telo ograniqeno rogƩa-
stom povrxi i jednom ravni koja ne sadrжi Ƭen vrh, a seqe sve Ƭene
izvodnice.

Definicija 27. Poliedar je pravilan ako su sve Ƭegove strane pra-
vilni mnogouglovi sa istim brojem stranica i ako se u svakom temenu
sastaje isti broj ivica.

Pravilni poliedri (Platonova tela):

• Tetraedar - sastoji se od 4 jednakostraniqna trougla.
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• Heksaedar ili kocka - sastoji se od 6 kvadrata.

• Oktaedar - sastoji se od 8 jednakostraniqnih trouglova.

• Dodekaedar - sastoji se od 12 petouglova

• Ikosaedar - sastoji se od 10 jednakostraniqnih trouglova.

Povrxina i zapremina odgovaraju�eg tela se odre�uje uz pomo� slede�ih
formula:

Povrxina prizme: P = 2B +M
Povrxina piramide: P = B +M
Povrxina zarubƩene piramide: P =M +B +B1

Zapremina prizme: V = B ·H
Zapremina piramide: V = 1

3BH

Zapremina zarubƩene piramide: V = H
3 (B +

√
BB1 +B1)

Definicija 28. Povrx koja se dobija obrtaƬem linije l oko utvr�ene
duжi AB za pun ugao naziva se obrtna povrx.

Definicija 29. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem prave koja je pa-
ralelna osi, naziva se prava cilindriqna povrx.

Definicija 30. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem prave koja seqe
osu, a nije normalna na Ƭu, naziva se prava konusna povrx

Definicija 31. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem polukruжnice oko
prave koja sadrжi Ƭen preqnik, naziva se sfera.

Analogno poliedrima, povrxina i zapremina obrtnih tela se odre-
�uje na slede�i naqin:

Povrxina vaƩka: P = 2B +M = 2rπ(r +H)
Povrxina prave kupe: P = B +M = rπ(r + s)
Povrxina zarubƩene prave kupe: P =M +B + B1 = π(R2 + r2 +

(R+ r)s)

Zapremina vaƩka: V = B ·H = r2πH
Zapremina kupe: V = 1

3BH = 1
3r

2πH

Zapremina zarubƩene kupe: V = H
3 (B +

√
BB1 + B1) =

1
3Hπ(R

2 +
Rr + r2)

Definicija 32. Telo ograniqeno sferom naziva se lopta.

Povrxina sfere polupreqnika r: P = 4r2π

Zapremina lopte polupreqnika r: V = 4
3r

3π

Zapremina loptinog odseqka: V = πH2

3 (3r −H)



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

23.2 Задаци за рад

Zadatak 212. Osnova piramide je tangentni poligon sa n stranica
opisan oko kruga polupreqnika r. Obim poligona je 2p, a boqne strane
piramide nagnute su preka ravni osnove pod uglom ϕ. Odrediti za-
preminu piramide.

Zadatak 213. Pravilna qetvorostrana prizma osnovne ivice a i vi-
sine h preseqena je sa ravni koja prolazi kroz ivicu gorƬe baze i sa
Ƭom zatvara ugao od 30o . Izraqunati povrxinu i zapreminu doƬeg
dela prizme.

Zadatak 214. Oko osnove vaƩka opisan je jednakokraki trapez povrs-
hine 50cm2, sa oxtrim uglom od 30o. Izraqunati povrxinu i zapre-
minu vaƩka ako je Ƭegova visina jednaka kraku trapeza.

Zadatak 215. Trapez rotira jednom oko ve�e, a zatim oko maƬe osno-
vice. Zapremine dobijenih obrtnih tela se odnose kao 3:4. Odrediti
razmeru osnovica trapeza.

Zadatak 216. Obim pravouglog trougla je jednak 2p, a hipotenuza c.
Izraqunati zapreminu vaƩka qija je osnova krug upisan u trouglu, a
Ƭegova visina jednaka je hipotenuzi.

Zadatak 217. Romb qije su dijagonale 3dm i 4dm rotira oko visine
koja sadrжi sredixte romba. Izraqunati zapreminu dobijenog tela.

Zadatak 218. Visina kupe qija je zapremina V podeƩena je na tri
jednaka dela. Kroz deone taqke postavƩene su ravni paralelne sa
ravni osnove. Odrediti zapreminu sredƬeg dela kupe.

Zadatak 219. Oko date lopte je opisana prava zarubƩena kupa. Doka-
zati da je povrxina lopte maƬa od omotaqa kupe.

Zadatak 220. Oko lopte opisana je pravilna trostrana prizma, a oko
Ƭe je opisana lopta. Odrediti odnos povrxina lopti.

Zadatak 221. Svaka od qetiri kugle koje leжe na ravnom stolu (i do-
diruju sto) dodiruju ostale tri kugle. Tri kugle imaju polupreqnik
R. Odrediti polupreqnik qetvrte kugle.

23.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 222. Data je kocka ABCDA′B′C′D′. Na boqnim stranama
ADD′A′ i BCC′B′ odrediti redom taqke M i N , takve da je duжina
izlomƩene linije AMNC′ minimalna.

Zadatak 223. Koliku povrxinu vidi pilot sa visine h iznad ZemƩe?
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Zadatak 224. U prostoru su date taqke A,B,C i D. Ako je ∠DAB =
∠ABC = ∠BCD = ∠CDA = 90◦ dokazati da su A,B,C i D komplanarne.

Zadatak 225. Stranice trougla ABC su a, b, c. Na�i polupreqnike
sfera koje dodiruju ravan trougla ABC u taqkama A,B,C i koje se
dodiruju me�usobno.

Zadatak 226. Dokazati da za svake 4 nekomplanarne taqke postoji je-
dinstvena taqka koja je jednako udaƩena od Ƭih.



Предавање 24

Teorija grafova

Nikola Mrkxi�, Matematiqka gimnazija

24.1 Теориjски увод

Definicija 33. Prost graf(neusmeren, neteжinski, bez ciklusa) moжe
se definisati kao ure�ena trojka G = (V,E, I), gde su V i E dis-
junktni, konaqni skupovi a I relacija odnosa takva da je svaki element
E u odnosu sa taqno dva razliqita elementa V , a nikoja dva elementa
E nisu u odnosu sa istim parom iz V . Ova ograniqeƬa mogu se va-
rirati da bi se dobile druge vrste grafova(beskonaqni, usmereni,
orijentisani, itd). Skup V nazivamo qvorovima, a E ivicama grafa.

Definicija 34. Stepen qvora v je broj ivica koje polaze iz datog
qvora. Ukoliko je u pitaƬu usmeren graf, moжemo razlikovati ulazni
stepen(broj ivica koje se zavrxavaju u datom qvoru), i izlazni(broj
ivica koje ”izviru”iz datog qvora). Dva qvora su susedna ako sadrжe
zajednicku ivicu. Stepen qvora jednak je broju suseda datog qvora.

Definicija 35. Stepen qvora v je broj ivica koje polaze iz datog
qvora. Ukoliko je u pitaƬu usmeren graf, moжemo razlikovati ulazni
stepen(broj ivica koje se zavrxavaju u datom qvoru), i izlazni(broj
ivica koje ”izviru”iz datog qvora). Dva qvora su susedna ako sadrжe
zajednicku ivicu. Stepen qvora jednak je broju suseda datog qvora.
Kompletan graf je onaj graf u kome izme�u svaka dva qvora postoji
ivica.

Definicija 36. Povezan graf je onaj graf u kome postoji put od
svakog qvora do bilo kog drugog qvora. Ukoliko graf nije povezan, on
se moжe podeliti u konaqno mnogo povezanih komponenti, gde je svaka
komponenta podgraf originalnog grafa, i sama za sebe predstavƩa
povezan graf.
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Definicija 37. Put u grafu je sekvenca naizmeniqnih qvorova i
ivica, takva da se izme�u svaka dva qvora nalazi ivica koja ih spaja.
Put koji ima isti poqetni i krajƬi qvor naziva se ciklus. Povezan
graf koji ne sadrжi cikluse naziva se drvo(stablo). Ukoliko nije po-
vezan, naziva se xuma. Ojlerov put(ili ciklus), je onaj put(ciklus)
qijim bi prolaskom obixli svaku ivicu grafa taqno jednom. Ha-
miltonov put(ciklus) je onaj qijim bi prolaskom obixli svaki qvor
grafa taqno jedan put.

Teorema 64. Neusmeren graf ima Ojlerov ciklus ako i samo ako su
mu svi stepeni qvorova parni. U suprotnom, ako taqno dva qvora
imaju neparan stepen, graf sadrжi Ojlerov put. Ukoliko je graf
neusmeren, da bi sadrжao Ojlerov ciklus svi Ƭegovi qvorovi moraju
imati jednak ulazni i izlazni stepen. Dodatno, ako je kod taqno jednog
qvora izlazni stepen za jedan ve�i od ulaznog, i ako je kod taqno
jednog ulazni stepen za jedan ve�i od izlaznog, dati graf sadrжi
Ojlerov put.

Definicija 38. Teжinski graf je graf u kome je svakoj ivici dode-
Ʃena odre�ena teжina, koja, na primer, moжe oznaqavati vreme po-
trebno da se pre�e rastojaƬe od qvora u do qvora v. Najkra�i put od
cvora u do qvora v je, dakle, niz ivica i qvorova qijim se prolaskom
najbrжe prelazi put izme�u ta dva qvora. U istom takvom teжin-
skom grafu, razapiƬu�e stablo je podgraf datog grafa koji sadrжi
sve Ƭegove qvorove i povezan je, ali nema cikluse - tj. u pitaƬu je
stablo. Nazovimo minimalnim razapiƬu�im stablom ono stablo koje
zadovoƩava date uslove i qiji je zbir teжine ivica najmaƬi mogu�i.
Ekscentricitet qvora v predstavƩa najduжe od svih minimalnih ra-
stojaƬa od qvora v do svih ostalih qvorova u grafu. Neka qvor v ima
najveci ekcentricitet, a qvor u najmaƬi - e(v) predstavƩa dijametar
grafa, a e(u) radijus grafa G.

Definicija 39. Planaran graf je onaj graf koji moжe biti pred-
stavƩen u ravni tako da se Ƭegove ivice dodiruju samo u qvorovima
grafa.

Teorema 65. DovoƩan uslov da graf bude planaran je da ne sadrжi
podgraf koji predstavƩa kompletan bipartitivan K3, 3 graf, ili kom-
pletan K5 graf. Za prost, povezan graf, postoji jednostavan krite-
rijum za odre�ivaƬe planarnosti: Ukoliko je v > 2, onda je e < 3v−5.
Dodatno, ako je v > 3 i ako u grafu nema ciklusa duжine 3, onda je
e < 2v − 3.

24.2 Задаци за рад

Zadatak 227. Da li je mogu�e pre�i svih sedam mostova tako da se
ni jedan od Ƭih ne pre�e vixe od jedanput?
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RexeƬe: Evidentno, ovde se od nas traжi da uoqimo da li u datom
grafu postoji Ojlerov put. Uoqimo da su, ako posmatramo date delove
kopna kao qvorove, a mostove kao ivice grafa, stepeni datih qvorova
5, 3, 3 i 3. Kako je neophodan uslov za postojaƬe Ojlerovog puta da
stepeni taqno nijednog ili dva qvora budu neparni, jasno je da on za
ovaj graf ne postoji, te da je ove mostove nemogu�e pre�i na traжeni
naqin.

Zadatak 228. Da li se moжe nacrtati linija kroz svih deset duжi
date slike bez podizaƬa olovke i prolaжeƬa olovkom kroz neke od
ivica dva puta?

RexeƬe: Posmatrajmo svaku od povrxina odre�enih datom figurom
kao qvor grafa. Deset datih duжi predstavƩaju grane koje spajaju te
qvorove. Sada, potrebno je na�i Ojlerov put kroz dati graf. Sa
slike se vidi da put mora krenuti iz qvorova A ili D, kako su to
jedina dva qvora sa neparnim stepenom. Kako su stepeni B i C parni,
Ojlerov put postoji, te je traжeni zadatak izvodƩiv.

Zadatak 229. Da li se qetiri ivice pravougaonika i Ƭegove dve di-
jagonale mogu nacrtati u jednom potezu?

RexeƬe: Ako ivice pravougaonika posmatramo kao qvorove, vidimo
da su stepeni svih qvorova jednaki 3. Dakle, Ojlerov put ovde ne
postoji.
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Zadatak 230. a) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni
2,2,3,3,4,5? b) Da li postoji graf sa 5 qvorova qiji su stepeni 0,1,2,3,4?
v) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni 2,3,3,4,4,4? g) Da
li postoji graf sa 7 qvorova qiji su stepeni 6,3,3,3,3,3,3? Da li ti
grafovi sadrжe Hamiltonov i Ojlerov put, odnosno ciklus?

RexeƬe: a) Ne, zato xto zbir svih stepena treba da bude paran -
svaka grana diжe stepene dva qvora za jedan. b) Ne, jer ukoliko jedan
qvor ima stepen n− 1, onda je on povezan sa svim ostalim qvorovima.
Me�utim, dat nam je i jedan qvor sa stepenom 0, xto nas dovodi do
kontradikcije. v) Da, priliqno ga je lako i konstruisati. Qim po-
stoji, jasno nam je(po Ƭegovim stepenima), da sadrжi Ojlerov put, ali
ne i ciklus. Tako�e, sa slike se vidi da dati graf sadrжi i Hamil-
tonov put. g) Da, i tako�e se lako da konstruisati. Opet, trivijalno
sledi da sadrжi Hamiltonov put, ali ne i ciklus. Zbog vixe od dva
qvora sa neparnim stepenom, moжemo biti sigurni da Ojlerovog puta
nema.

Zadatak 231. Graf je bipartitivan ukoliko se moжe podeliti u dva
disjunktna podgrafa tako da unutar Ƭih nikoja dva qvora nisu pove-
zana, a grane postoje iskƩuqivo izme�u date dva podgrafa. Dokazati
da je graf bipartitivan ako i samo ako ne sadrжi cikluse neparne
duжine.

RexeƬe: Ispratimo slede�i algoritam: Izaberimo bilo koji qvor
i stavimo ga u skup A. Zatim, ispratimo svaku ivicu koja kre�e iz
datog qvora i stavimo sve qvorove sa drugog kraja tih ivica u skup
B. Izbriximo sve ivice koje smo upravo upotrebili. Sada, za sve
qovorove iz B do kojih smo upravo doxli, ispratimo sve grane koji
kre�u iz Ƭih i qvorove sa druge strane stavimo u skup A. Izbris-
hemo sve upravo upotrebƩene ivice, te ponavƩamo algoritam dok ne
klasifikujemo sve qvorove datog grafa. Ovaj algoritam nikad ne�e
pokuxati da premesti qvor iz jednog skupa u drugi - ako je nekom
qvoru v ve� dodelio skup, ako bi ga susreo pri alociraƬu qvorova u
onaj drugi skup, to bi znaqilo da ga je susreo posle neparnog broja
koraka, tj. da u datom grafu postoji ciklus neparne duжine, xto je u
suprotnosti sa inicijalnim tvr�eƬem.

Zadatak 232. Dokazati da u svakom prostom grafu postoje dva qvora
sa istim stepenom.

RexeƬe: Neka dati graf ima n qvorova. Najve�i stepen koji neki
qvor moжe imati je n − 1. Ukoliko postoji qvor sa tim stepenom, on
je povezan sa svim ostalim qvorovima, te ne moжe postojati qvor sa
stepenom 0. Sliqno, ako postoji qvor sa stepenom 0, ne moжe postojati
qvor sa stepenom n − 1. Dakle, stepeni qvorova mogu imati najvixe
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n − 1 razliqitih vrednosti. Kako graf ima n qvorova, sledi(po Di-
rihleovom principu), da postoje bar dva qvora sa istim stepenom.

Zadatak 233. Ako je n Ʃudi prisustvovalo konferenciji, i ako se deo
zvanica pozdravio sa odre�enim brojem Ʃudi, pokazati da postoje bar
dve osobe koje su se pozdravile sa istim brojem Ʃudi.

RexeƬe: Posmatra�emo zvanice kao qvorove grafa. Ivica izme�u
dva qvora postoji akko su se te dve osobe pozdravile. Ukoliko su se
neke dve osobe pozdravile sa istim brojem Ʃudi, stepen ta dva qvora
bice jednak. Dakle, problem se svodi na rexeƬe zadatka 6.

Zadatak 234. Svaki grad u nekoj drжavi povezan je direktnim avi-
onskim linijama sa taqno tri druga grada. Iz svakog grada se sa
najvixe jednim presedaƬem moжe sti�i u bilo koji drugi grad te
drжave. Koliki je najve�i mogu�i broj gradova u toj drжavi?

RexeƬe: Oznaqimo gradove brojevima 1, 2, 3.... Iz grada 1 se, sa
jednim presedaƬem moжe sti�i u jox najvixe xest gradova, te mak-
simalni broj gradova nije ve�i od 10. Relativno lako se moжe na�i
raspored tih 10 gradova tako da zadovoƩavaju uslove zadatka.

Zadatak 235. U drжavi Okeaniji postoji n, n > 1 gradova, koje treba
povezati telefonskim linijama tako da vaжe slede�i uslovi: a) Svaka
linija povezuje dva grada. b) Postoji ukupno n− 1 linija. v) Iz sva-
kog od tih gradova moжe se(makar indirektno) razgovarati sa svim
ostalim gradovima. Dokazati da postoji grad koji je direktno pove-
zan sa taqno jednim gradom, te da je ovaj skup telefonski linija u
stvari stablo.

RexeƬe: Gradovi predstavƩaju qvorove grafa, a telefonske veze
izme�u Ƭih telefonske veze. Dati graf je povezan, a mi treba da do-
kaжemo da postoji qvor sa stepenom 1. Iz uslova zadatka imamo da je
S1 + ...Sn = 2(n − 1) Dakle, za bar jedan qvor vazi Si < 2. Kako je po
uslovima zadatka graf povezan, sledi da je stepen svakog qvora ve�i
od nule, te moжemo zakƩuqiti da ovde imamo bar dva qvora stepena
1. Ostali qvorovi mogu imati stepene i ve�e od 2, ali ukupan broj
qvorova onemogu�ava postojaƬe ciklusa. Dakle, ovaj graf je u stvari
stablo.

Zadatak 236. U drжavi Okeaniji izgra�ena je mreжa puteva,takva da
iz svakog grada polaze taqno tri puta. Putnik namernik iz svog grada
polazi proizvoƩnim putem - u prvom gradu u kom stigne on skrene
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levo, u slede�em desno, u narednom levo, i tako naizmeniqno. Doka-
zati da �e se putnik posle konaqno mnogo koraka vratiti ku�i.

RexeƬe: Oznaqimo sa 0 trenutak polaska putnika, a sa 1, 2, 3.. re-
dom trenutke skretaƬa. Nazovimo direktnim putem deo putne mreжe
kojim se iz jednog grada moжe sti�i u drugi bez prolaska kroz neki od
ostalih gradova. Ako putnik putuje dovoƩno dugo, proputova�e vixe
od 4n+1 direktnih puteva, a bar jednim direktnim putem AB(gde su A
i B gradovi), pro�i �e bar 5 puta i pri tome bar tri puta skrenuti
u istom smeru, recimo desno. Neka se to desilo u trenucima i i j, gde
i < j. To znaqi da je u trenucima i − 1, j − 1 skrenuo levo, i − 2, j − 2
desno... To znaqi da je putnik prexao isti put u trenucima 0 do i,
kao od j − i do j. Prema tome, u svom gradu bio je u trenutku j − i,
xto znaqi da se vratio ku�i posle konaqno mnogo koraka.

24.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 237. Na xahovskoj tabli dimenzija a) 5× 4; b) 4× 4 u doƬem
levom uglu nalazi se skakaq. Da li skakaq moжe da obi�e sva poƩa
xahovske table taqno jedanput?

Zadatak 238. KraƩ Xongabonga je imao qetiri sina. Deset od Ƭego-
vih muxkih potomaka su imali po tri sina svaki, petnaest od Ƭegovih
muxkih potomaka su imali po dva sina svaki, dok su svi ostali umrli
bez dece. Ako je poznato da kraƩ Xongabonga nije imao жenskih po-
tomaka, koliko je ukupno muxkih potomaka imao ovaj kraƩ?

Zadatak 239. U nekoj drжavi izme�u svaka dva grada postoji jedno-
smerna avionska linija.Dokazati da postoji grad iz kojeg se u svaki
drugi grad moжe sti�i avionom sa najvixe jednim presedaƬem.

Zadatak 240. Svako od 20 Ʃudi xaƩe nekoj desetorici od ostalih
po jedno pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj
poslale pismo.

Zadatak 241. Grad ima kvadratnu mreжu sa m ”horizontalnih”i n
”vertikalnih”ulica. Kolika je najmaƬa duжina dela mreжe koji treba
asfaltirati tako da se od svake raskrsnice do bilo koje druge moжe
do�i asfaltom?
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Предавање 25

Elementarna geometrija 2

Jelena Pajovi�, Fiziqki fakultet

25.1 Задаци за рад

Zadatak 242. Neka je △ ABC trougao, qiji je ortocentar obeleжen
sa H, centar upisane sa I, a centar opisane kruжnice obeleжen sa
O. Neka prava CI seqe opisanu kruжnicu u L. Ako je AB = IL i
AH = OH, na�i sve uglove trougla △ ABC.

RexeƬe: Lako se pokazuje da je ∠IAL = ∠AIL = α+γ
2 , odakle sledi

da je AL = IL = AB = BL. Znaqi, trougao △ABL je jednakostraniqan,
tj. ∠ALB = 60o. Stoga, zakƩuqujemo da je γ = 120o, a i ∠AOB =
120o. (=> poqetni trougao je tupougli.) Sa druge strane, imamo
∠A1HB1 = 360o − 180o − γ = 60o, gde su A1 i B1 podnoжja visina iz
temena A i B. Odatle, ∠AHB = 60o, i znaju�i da je ∠AOB = 120o,
zakƩuqujemo da su taqke A, B, O i H koncikliqne. Posledica toga
je da je ∠AHO = ∠ABO = 180o−120o

2 = 30o Iz uslova da je AH = OH,

dobijamo ∠HAO = ∠ HOA = 180o−30o

2 = 75o. DaƩe, vaжi ∠CAH =
90o − (180o − 120o) = 30o = ∠BAO. Odatle direktno sledi da je, zbog
∠HAO = α+ 60o = 75o, α = 15o, β = 45o, γ = 120o.

Zadatak 243. U ravni su dati krug k sa centrom u O i prava l koja ne
seqe krug k. Dokazati da postoji jedinstvena taqka Q, koja pripada
normali povuqenoj iz O na pravu l, takva da za bilo koju taqku P , koja
pripada l, tangenta iz P na k jeste iste duжine kao i PQ.

RexeƬe: Neka je R podnoжje normale iz O na l, i neka je u duжina
tangente RX iz R na k. Na OR izaberemo Q tako da je QR = u. Po-
kaza�emo da je Q жeƩena taqka. Zarad toga, uzmimo bilo koju taqku
P na pravoj l i neka je y duжina tangente PY iz P na k. DaƩe, neka
je r radijus kruga k, kao i y duжina tangente PY , x = QP , z = OP , i
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t = RP . Iz pravouglih trouglova POY , OXP , ORP , PQR imamo re-
spektivno z2 = r2+y2, OR2 = r2+u2, z2 = OR2+t2 = r2+u2+t2, x2 = u2+t2.
Odatle sledi da y2 = z2 − r2 = r2 + u2 + t2 − r2 = u2 + t2 = x2. Znaqi,
y = x, xto u stvari daje PY = PX, a to je i trebalo pokazati.

Zadatak 244. Neka je △ ABC jednakokraki trougao (AC = BC). Taqka
P je na luku ⁀AB na kojem nije tre�e teme C. Podnoжje normale iz
temena C na duж PB je taqka D. Dokazati da je PA+ PB = 2PD.

RexeƬe: Produжimo pravu PB i uoqimo taqku Z tako da je BZ =
AP . Trouglovi △ BCZ i △ APC su podudarni. Odatle sledi da
je CP = CZ, xto znaqi da je trougao △CPZ jednakokrak, i da mu je
jedna visina upravo CD. Obzirom da je D sredixte duжi PZ, sledi
2PD = PZ = PB + BZ = PA+ PB, xto je i trebalo pokazati. Drugi
naqin- pomo�u Ptolomejeve teoreme.

Zadatak 245. Neka je △ABC jednakokraki trougao (AB = AC) i ∠A =
20o. Na stranici AC se nalazi taqka D tako da AD = BC. Na�i
∠BDC.

RexeƬe: Poxto je ugao pri vrhu 20o, znaqi da su uglovi ∠B =
∠C = 80o. Konstruiximo taqku E na stranici AC takvu da je ∠ CBE =
20o, potom taqku F na stranici AB tako da je ∠ BEF = 60o, kao i
taqku M na stranici AC tako da je∠ FME = 40o. Lako se dokazuje
da je BC = BE = BF = FE = FM = MA. To znaqi da je M ≡
D. Tako�e, vidi se da je trougao △ BFM jednakostraniqan, pa je∠
FMB = 180o−120o−100o

2 = 10o, xto povlaqi da je ∠BDC = 40o− 10o = 30o.

Zadatak 246. U unutraxnosti trougla △ABC se nalazi taqka P takva
da je∠ BPC = 90o i∠ BAP = ∠ BCP . Neka su M i N sredixta
stranica AC i BC. Ako vaжi BP = 2PM , dokazati da su taqke A, P
i N kolinearne.

RexeƬe: Produжimo CP do D tako da je CP = PD. Obeleжimo sa
α∠ BCP = ∠ BAP . Oqigledno je da je △BPD ∼= △BPC, pa je∠ BDP =
α. Odatle se moжe zakƩuqiti da su taqke B,P,A i D koncikliqne.
Poxto je BP⊥CD, sledi da je∠ DAB = 90o. Obzirom da jeM sredixte
stranice AC, PM je, kao sredƬa linija, paralelna sa stranicom DA
i upola kra�a. Znaqi, gledaju�i i uslov zadatka, vaжi DA = 2PM =
BP , odakle se vidi da je BPAD jednakokraki trapez, jer pripada i
kruжnici. Iz prethodnog se moжe zakƩuqiti da je BD‖AP . Zato,∠
DPA = ∠ BAP = ∠ BCP = ∠ NPC, gde su u posledƬoj jednakosti
iskori71ene qiƬenice da je∠ BPC = 90o i NP = NC = NB. Iz svega
prethodnog se zakƩuquje da su A,P i N kolinearne taqke. Drugi
naqin- preko analitiqke geometrije.

Zadatak 247. Neka je △ABC trougao i k Ƭegov opisan krug. Neka je
taqka M u unutraxƬosti trougla i pripada simetrali ugla∠ BAC.
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Neka AM,BM,CM seku k u A1, B1, C1. Ako se sa P obeleжi presek
A1C1 i AB, a sa Q presek A1B1 i AC, dokazati da je PQ paralelno sa
BC.

RexeƬe: Neka je∠ A = 2α. Onda je∠ A1AC = ∠BAA1 = α. Zato
∠A1B1C = α = ∠BB1A1 = ∠A1C1C = ∠BC1A1. Tako�e, neka je∠
B1CQ = ∠AA1B1 = β. Vidi se da su △MA1B1 ≈ △QCB1, pa zato
vaжi QC

MA1
= B1C

B1A1
. Sliqno, vidi se △ACM ≈ △C1A1M , pa dobijamo i

AC
MA

= C1A1

C1M
. Koriste�i taqku P , dobijamo slede�e odnose PB

MA1
= C1B

A1C1
,

AB
AM

= A1B1

MB1
. Odatle, QC

PB
= A1C1·B1C

C1B·B1A1
, kao i AC

AB
= MB1·C1A1

A1B1·C1M
= MB1·C1A1

C1M·A1B1
=

MB1·CB·QC
C1M·PB·B1C

. Koriste�i sliqnost trouglova △C1BM i △B1CM , iz po-

sledƬe relacije se dobija AC
AB

= QC
PB

, odakle zakƩuqujemo da je PQ
paralelno sa BC.

Zadatak 248. Neka je ABCD qetvorougao, i X i Y sredixƬe taqke di-
jagonala AC i BD. Prave, povuqene iz X i Y , paralelne respektivno
sa BD i AC, seku se u taqki O. Ako su P,Q,R, S sredixta stranica
AB,BC,CD,DA, dokazati da (a) qetvorougli APOS i APXS imaju
istu povrxinu, i (b) povrxine qetvorouglova APOS,BQOP,CROQ i
DSOR su iste.

RexeƬe: Duж BD je paralelna sa PS kao i OX. Obzirom da je
[APXS] = [APOS], dodavaju�i [PAS] sa obe strane jednakosti, dobi-
jamo prvo tvr�eƬe. Ako se posmatra qetvorougao APXS, vidi se da
[APXS] = [APX ] + [ASX ] = 1

2 [ABX ] + 1
2 [ADX ] = 1

4 [ABC] +
1
4 [ADC] =

1
4 [ABCD]. Zbog tvr�eƬa pod (a), vaжi [APOS] = 1

4 [ABCD]. Po sime-
triji, dobija se da je povrxina svakog qetvorougla [AQOP ], [CROQ]
i [DSOR] jednaka qetvrtini povrxine qetvorougla [ABCD], xto po-
vlaqi da su sve qetiri me�usobno jednakih povrxina.

Zadatak 249. Neka su taqke P i M na stranicama DC i BC kvadrata
ABCD, takve da je PM tangenta kruga sa centrom A i polupreqnikom
AB. DaƩe, neka su Q i N taqke preseka pravih PA i MA sa dija-
gonalom BD. Dokazati da taqke P , M , N , Q i C pripadaju jednom
krugu.

RexeƬe: Krug preqnika MP sadrжi taqku C, jer je ∠MCP = 90o.
Kako su MB, MT , PT i PD tangentne duжi, sledi da je AM simetrala
ugla BAT i AP simetrala ugla DAT pa je ∠MAP = 45o. Me�utim,
∠PDN = 45o, pa je qetvorougao ANPD tetivni. U ovom qetvorouglu
je ∠ADP = 90o, pa iz ∠ADP + ∠ANP = 180o, sledi da je ∠ANP = 90o.
Zbog toga je taqka N na krugu preqnika MP . Sliqno zakƩuqujemo za
taqku Q iz qetvorougla ABMQ.

Zadatak 250. Dat je jednakokraki trougao ABC, ACıBC. Ma kakav
bio krug k sa polupreqnikom jednakim visini hc ovog trougla, koji
dodiruje stranicu AB, i stranice AC i BC seqe redom u taqkama D
i E, dokazati da luk D̂E im konstantnu vrednost.
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RexeƬe: Centar S navedenog kruga pripada pravoj s koja prolazi
kroz C i paralelna je sa AB. Neka je E′ taqka simetriqna sa E u
odnosu na s. Uglovi HCE i HCE′ su jednaki i jednaku uglu α, pa
je ∠ACE + ∠ECE′ = γ + 2α = 180o, xto znaqi da su taqke A, C, E′

kolinearne. Zbog toga je ∠CE′E = 1
2γ, a otuda ∠DSE = 2∠CE′E = γ =

const.

Zadatak 251. Na jednoj gusarskoj karti pixe: ”Na ostrvu Lagator
nalaze se: bor, qempres i palma. Po�i od bora prema qempresu i
broj korake, pa se okreni udesno za 90 stepeni i idi isti toliki
broj koraka. Tu postavi znak. Zatim ponovo po�i od bora prema
palmi i broj korake, pa se okreni 90 stepeni i idi isti toliki broj
koraka. Tu postavi znak. Kopaj na sredini izme�u dva znaka i na�i
�ex sakriveno blago.”Jedan mornar je naxao ostrvo i qempres i palmu
na Ƭemu, ali bora, odakle je trebalo poqeti tragaƬe, nije bilo, pa
se vratio praznih ruku. Da je znao malo matematike naxao bi blago.
Moжete li vi to uqiniti?

RexeƬe: Sa B,C, P,K oznaqimo redom bor, qempres, palmu i kovc-
heg sa blagom. Prema upuctvu sa karte BC = CD i CD⊥BC, kao i
PQ = BP i PQ⊥BP . Neka su A,S, T,R redom podnoжja normala iz
D,K,B,Q na pravu CP . Sada se lako dokazuje da je △ACD ∼=△TBC i
△PQR ∼=△BPT . Dakle, qetvorougao DARQ je pravougli trapez kome
je KS sredƬa linija, pa je AD = CT,RQ = TP,AC = BT = PR i
KS = 1

2 (AD +QR) = 1
2 (CT + TP ) = 1

2CP , gde je S sredixte duжi CP .

25.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 252. Krugovi K ′ i K” dodiruju se spoƩa, a Ƭihova zajedniqka
spoƩna tangenta dodiruje ih u taqkama A1 i A2. Neka su C1 i C2

redom centri krugova K ′ I K” i neka je E presek zajedniqke spoƩaxƬe
i zajedniqke unustraxƬe tangente tih krugova. (a) Dokazati da je
trougao △C1EC2 pravougli; (b) Ako se krugovi K ′ i K” i duж A1A2

rotiraju oko prave C1C2, onda duж A1A2 opisuje omotaq zarubƩene
kupe, a krugovi K ′ I K” opisuju sfere. Izraqunati povrxinu M
omotaqa zarubƩene kupe. (c) Ako su polupreqnici dobijenih sfera
promenƩivi, a Ƭihov zbir konstantan, izraqunati maksimalnu mogu�u
vrednost povrxine M .

Zadatak 253. Dat je kvadrat Q stranica a u koji je upisan kvadrat
Q′, tako da mu temena pripadaju stranicama kvadrata Q. U kvadrat
Q′ i u sva qetiri dobijena trougla upisani su krugovi. Odrediti
poloжaj temena upisanog kvadrata Q′, tako da zbir povrxina svih pet
upisanih krugova bude minimalna.

Zadatak 254. Nad stranicama paralelograma A1A2A3A4 konstruisani
su sa unutraxƬe strane kvadrati A1B1C1A2, A2B2C2A3, A3B3C3A4 I
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A4B4C4A1. Dokazati da sredixta O1, O2, O3, O4 tih kvadrata qine kva-
drat qija je povrxina jednaka zbiru qetvrtina povrxina tih kvadrata
umaƬenom za povrxinu datog paralelograma.

Zadatak 255. Prave odre�ene temenima paralelograma i sredinama
nesusednih stranica, svojim presecima odre�uju jedan osmougao. Do-
kazati da je povrxina tog osmougla jednaka xestini povrxine datog
paralelograma.

Zadatak 256. Ako je zbir duжi odre�enih sredixtima parova suprot-
nih stranica qetvorougla jednak Ƭegovom poluobimu, onda je taj qe-
tvorougao paralelogram. Dokazati.
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Предавање 26

Nejednakosti

Jelena Pajovi�, Fiziqki fakultet

26.1 Теориjски увод

Nejednakosti izme�u sredina: Neka je za k∈R\{0}, sredina k-tog
reda:

Mk(x1, x2, x3, . . . , xn) = (
xk
1 + xk

2 + xk
3 + . . .+ xk

n

n
)

1
k .

M je rastu�a funkcija po k, odnosno k ≥ l ⇒ Mk ≥ Ml. Specijalno
M−1 je harmonijska, M1 je aritmetiqka, M2 kvadratna, a limx→0Mx

geometrijska sredina brojeva x1, x2, x3, . . . , xn. Zbog toga vaжi nejed-
nakost me�u sredinama M2 > M1 > M0 > M−1. Jednakost vaжi akko
x1 = x2 = x3 = . . . = xn.

Nejednakost Koxi-Xvarc-BuƬakovskog: Neka su a1, a2, . . . , an i
b1, b2, . . . , bn dve n-torke realnih brojeva. Tada vaжi nejednakost

(a21 + a22 + . . .+ a2n)(b
2
1 + b22 + . . .+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)

2.

Posledica: Neka su a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn i c1, c2, . . . , cn tri n-torke
pozitivnih realnih brojeva. Tada vaжi nejednakosti

(
a1
b1

+ . . .+
an
bn

)(c1b1 + . . .+ cnbn) ≥ (
√

(a1c1) + . . .+
√
ancn)

2;

(
a1
b1

+ . . .+
an
bn

)(a1b1 + . . .+ anbn) ≥ (a1 + . . .+ an)
2.
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26.2 Задаци за рад

Zadatak 257. Dokazati nejednakost: a2+8√
a2+3

> 2.

RexeƬe: Koristi se poznata nejednakost da za x > 0 vaжi x+ 1
x
> 2,

pri qemu jednakost vaжi za x = 1. a2+8√
a2+3

= a2+3+5√
a2+3

=
√
a2 + 3 + 5√

a2+3
>√

a2 + 3 + 1√
a2+3

≥ 2.

Zadatak 258. Ako je 0 ≤ x, y, z ≤ 1, onda je xy + yz + zx ≥ 2xyz.

RexeƬe: Za svaki od brojeva 0 ≤ x, y, z ≤ 1 vaжi x2 ≤ x ≤ √
x, pri

qemu jednakosti vaжe kada je x = 0 ili x = 1. Sada imamo x(y + z) ≥
x(y2 + z2) ≥ 2xyz i yz = 1 · yz ≥ xyz, xto kada saberemo dobijamo
xy + yz + zx ≥ 3xyz ≥ 2xyz, xto je i trebalo pokazati.

Zadatak 259. Neka je A =
(

4√
bc3+

4√
a2bc√

c+
√

a
+ 4√

bc)2+bc+3
√
bc+3

, i neka su a, b, c ∈ R+.

Dokazati da je A ≤ 1 + b+c
2 .

RexeƬe: Primetimo da je
4√
bc3+

4√
a2bc√

c+
√
a

= 4
√
bc, odakle je A = (2

4√
bc)2+bc+3√
bc+3

=

bc+4
√
bc+3√

bc+3
= (

√
bc+3)(

√
bc+1)√

bc+3
=

√
bc+1. Sada primenimo nejednakost arit-

metiqke i geometrijske sredine i dobijamo A ≤ b+c
2 + 1.

Zadatak 260. Neka su x, y i z nenegativni brojevi takvi je da x+y+z =
1. Dokazati da je: xy + yz + 2zx ≤ 1

2 .

RexeƬe: KvadriraƬem uslova x + y + z = 1, dobijamo da je x2 +
y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx = 1. Odavde sledi da je 2(xy + yz + zx) =
1− (x2+ y2+ z2− 2zx) = 1− (x− z)2− y2 ≤ 1. Jednakost vaжi kad je x = z
i y = 0, odnosno za x = z = 1

2 i y = 0. (Postoji jox bar tri naqina!)

Zadatak 261. Dokazati da vaжi:
√

a2+b2+c2+d2

4 ≥ 3

√
abc+abd+acd+bcd

4 .

RexeƬe: Pokaza�emo da vaжi:
√

a2+b2+c2+d2

4 ≥ a+b+c+d
4 ≥ 3

√
abc+abd+acd+bcd

4 .

Leva nejednakost je KA nejednakost, dok �emo za desnu stranu kori-
stiti nekoliko puta AG nejednakost: (a + b + c + d)3 = a3 + b3 + c3 +
d3 + 3(ab2 + bc2 + ca2) + 3(a2b + b2c + c2a) + 3(b2c + c2d + d2b) + 3(ac2 +

cd2 + da2) + 6(abc + abd + acd + bcd). Iz a3 + b3 + c3 + d3 = a3+b3+c3

3 +
a3+b3+d3

3
a3+c3+d3

3
b3+c3+d3

3 ≥ abc + abd + acd + bcd, a2b + b2c + c2a ≥ 3abc i
analogno a2b+ b2d+ d2a ≥ 3abd, b2c+ c2d+ d2b ≥ 3bcd i ac2 + cd2 + da2 ≥
3acd, dobijamo (a + b + c + d)3 ≥ 16(abc + abd + acd + bcd). Stoga je
(a+b+c+d)3

64 ≥ abc+abd+acd+bcd
4 , tj. a+b+c+d

4 ≥ 3

√
abc+abd+acd+bcd

4 , qime smo

pokazali traжenu nejednakost.

Zadatak 262. Ako su a1, a2, a3 pozitivni realni brojevi koji zadovo-

Ʃavaju uslov a1+a2+a3 = 1, dokazati da vaжi: a2
1

a1+a3
+

a2
2

a2+a1
+

a2
3

a3+a2
≥ 1

2 .
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RexeƬe: Kako je a2
1+a1a3

a1+a3
+

a2
2+a2a1

a2+a1
+

a2
3+a3a2

a3+a2
= a1 + a2 + a3 = 1 i kako

iz AG nejednakosti imamo a1a3

a1+a3
+ a2a1

a2+a1
+ a3a2

a3+a2
≤ 1

4 (
(a1+a3)

2

a1+a3
+ (a2+a1)

2

a2+a1
+

(a3+a2)2
a3+a2

) = 1
2 , dobijamo traжenu nejednakost. (Postoji jox bar jedan

naqin.)

Zadatak 263. Neka brojevi a, b, c ∈ R+ zadovoƩavaju a2 ≤ b2 + c2, b2 ≤
c2 + a2 i c2 ≤ a2 + b2. Dokazati nejednakost: (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2)(a3 +
b3 + c3) ≥ 4(a6 + b6 + c6).

RexeƬe: Nejednakost Koxi-Xvarc-BuƬakovskog daje (a+b+c)(a3+

b3 + c3) = ((
√
a)2 +(

√
b)2 +(

√
c)2). DaƩe, ((a

3
2 )2 +(b

3
2 )2 +(c

3
2 )2) ≥ (

√
aa

3
2 +√

bb
3
2 +

√
cc

3
2 )2 ≥ (a2 + b2 + c2)2. Sada imamo da je (a + b + c)(a2 + b2 +

c2)(a3 + b3 + c3) ≥ (a2 + b2 + c2)3 = a6 + b6 + c6 +3[a4(b2 + c2) + b4(c2 + a2) +
c4(a2+ b2)]+6a2b2c2 ≥ a6+ b6+ c6+3[a6+ b6+ c6]+6a2b2c2 ≥ 4(a6+ b6+ c6).
U izrazima u sredƬim zagradama smo koristili uslove zadatka: a2 ≤
b2 + c2, b2 ≤ c2 + a2 i c2 ≤ a2 + b2. Jednakost ne vaжi nikada jer su
a, b, c ∈ R+, pa je 6a2b2c2 > 0.

Zadatak 264. Ako su x, y, z pozitivni ralni brojevi, dokazati: (x +
y + z)2(yz + zx+ xy)2 ≤ 3(y2 + yz + z2)(z2 + zx+ x2)(x2 + xy + y2).

RexeƬe: Oqigledno vaжi: x2 + xy + y2 = 3
4 (x + y)2 + 1

4 (x − y)2 ≥
3
4 (x+ y)2, i isto vaжi i za y2 + yz + z2 i z2 + zx+ x2. Zato, 3(x2 + xy +
y2)(y2+yz+z2)(z2+zx+x2) ≥ 81

64 (x+y)
2(y+z)2(z+x)2, tako da je dovoƩno

dokazati: (x + y + z)(xy + yz + zx) ≤ 9
8 (x + y)(y + z)(z + x). Primetimo

(x + y)(y + z)(z + x) = (x + y + z)(xy + yz + zx) − xyz. Tako, traжena
nejednakost dobija formu (x+ y)(y+ z)(z + x) ≥ 8xyz, koja sledi iz AG
nejednakosti: x+ y ≥ 2

√
xy, y + z ≥ 2

√
yz i z + x ≥ 2

√
zx. (Postoje jox

bar dva rexeƬa!)

Zadatak 265. Za bilo koji prirodni broj n > 1, dokazati nejednakost:
1
2 <

1
n2+1 + 2

n2+2 + . . .+ n
n2+n

< 1
2 + 1

2n .

RexeƬe: Oqigledno je da n2 < n2 + 1 < n2 + 2 < . . . < n2 + n. Stoga,
1

n2+1+
2

n2+2+. . .+
n

n2+n
> 1

n2+n
+ 2

n2+n
+. . .+ n

n2+n
= 1

n2+n
(1+2+3+. . .+n) =

1
2 . Sliqno, vidimo da 1

n2+1 + 2
n2+2 + . . . + n

n2+n
< 1

n2 + 2
n2 + . . . + n

n2 =
1
n2 (1 + 2 + 3 + . . .+ n) = 1

2 + 1
2n .

Zadatak 266. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da za-
dovoƩavaju jednaqinu a3 + b3 = c3. Dokazati da vaжi a2 + b2 − c2 >
6(c− a)(c− b).

RexeƬe: Uslov zadatka moжe da se napixe i u obliku a3 = c3−b3 =

(c−b)(c2+cb+b2), xto je isto xto i a2

c−b
= c2+cb+b2

a
. Sliqno vaжi i b2

c−a
=

c2+ca+a2

b
. Primetimo da a2

c−b
+ b2

c−a
= c(a2+b2)−a3−b3

(c−a)(c−b) = c(a2+b2−c2)
(c−a)(c−b) . Odavde

sledi da a2+b2−c2

(c−a)(c−b) = c2+cb+b2

ca
+ c2+ca+a2

cb
. Znaqi, dovoƩno je dokazati:
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c2+cb+b2

ca
+ c2+ca+a2

cb
≥ 6. Uzgred, vaжi c2 + b2 ≥ 2cb i c2 + a2 ≥ 2ca. Zato,

koriste�i AG nejednakost, dolazimo do c2+cb+b2

ca
+ c2+ca+a2

cb
≥ 3( b

a
+ a

b
) ≥

3 · 2 = 6.

26.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 267. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da vaжi
abc = 2. Dokazati: a3 + b3 + c3 ≥ a

√
b+ c+ b

√
c+ a+ c

√
a+ b.

Zadatak 268. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da
vaжi: a3

b2
+ b3

c2
+ c3

a2 ≤ a2

b
+ b2

c
+ c2

a
.

Zadatak 269. Neka su x, y, z realni brojevi ve�i od 1 i vaжi 1
x
+ 1

y
+ 1

z
=

2. Dokazati da onda vaжi nejednakost:
√
x+ y + z ≥

√
x− 1 +

√
y − 1 +√

z − 1.

Zadatak 270. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi je da abc =
1. Dokazati da je 1

a3(b+c) +
1

b3(a+c) +
1

c3(a+b) ≥ 3
2 .

Zadatak 271. Dokazati da je a√
a2+8bc

+ b√
b2+8ac

+ c√
c2+8ab

≥ 1 za pozitivne

a, b i c.
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Предавање 27

Racionalni algebarski izrazi

Stefan Stanojevi�, Matematiqka gimnazija

Racionalni algebarski izrazi su oni izrazi u qijem formira-
Ƭu uqestvuju racionalne algebarske operacije - sabiraƬe, oduzimaƬe,
mnoжeƬe (samim tim i stepenovaƬe) i deƩeƬe.

27.1 Задаци за рад

Zadatak 272. Uprosti slede�i izraz:
a2−b2+c2+2ac
a2−b2−c2+2bc .

RexeƬe: Kada prepoznamo kvadrate binoma a2+c2+2ac i b2+c2−2bc
moжemo rastaviti brojilac i imenilac ovog razlomka i izraz trans-
formisati u

(a+b+c)(a+c−b)
(a+b−c)(a+c−b) , xto kad skratimo a+ c− b daje
a+b+c
a+b−c

. Uslov pod kojim su poqetni i dobijeni izraz identiqni je
a+ c 6= b.

Zadatak 273. Srediti izraz
xn+2−2xn+xn−2

xn+2−xn+1+xn−1−xn−2 , n ∈ N .

RexeƬe: Kada podelimo brojilac i imenilac razlomka sa xn−2

dobi�emo izraz
x4−2x2+1
x4−x3+x−1 , xto se daƩe lako dovodi do konaqnog rexeƬa
x2−1

x2−x+1

Uslov pod kojim su krajƬi i poqetni izraz identiqni je x2 6= 1.

Zadatak 274. Uprostiti racionalni izraz x5+x+1
x3−1 .

RexeƬe: Elementarnim transformacijama rastavƩamo brojilac
razlomka
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x5+x+1 = (x5+x4+x3)−(x4+x3+x2)+(x2+x+1) = (x2+x+1)(x3−x+1).
Kako je x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1), razlomak moжemo skratiti i

dobijamo rezultat x3−x+1
x−1 .

Zadatak 275. Ako su x i a realni brojevi i x+ a 6= 0, dokazati da je
x4+x2a2+a4

x3+a3 = x2+xa+a2

x+a
.

RexeƬe:
x4+x2a2+a4

x3+a3 = x4+2x2a2+a4−x2a2

x3+a3

= (x2+a2)2−x2a2

x3+a3 = (x2+a2−ax)(x2+a2+ax)
(x+a)(x2−ax+a2) .

Ako je x + a 6= 0, onda x i a nisu istovremeno jednaki 0 pa je x2 +
a2 − ax > 0. Posle skra�ivaƬa dobijamo traжenu jednakost.

Zadatak 276. Odrediti vrednost izraza 1
1+x+xy

+ 1
1+y+yz

+ 1
1+z+zx

ako
je xyz = 1.

RexeƬe: Proxiruju�i prvi razlomak sa z, drugi sa xz i kori-
ste�i uslov xyz = 1 izraz transformixemo u

z
z+xz+z

+ xz
1+z+xz

+ 1
1+z+xz

= z+xz+1
1+z+xz

= 1.

Zadatak 277. Ako je ay−bx
c

= cx−az
b

= bz−cy
a

i abc 6= 0, dokazati da je
x
a
= y

b
= z

c
.

RexeƬe: Oznaqimo ay−bx
c

= cx−az
b

= bz−cy
a

= t. Tada je
ay − bx = ct, cx− az = bt, bz − cy = at. DeƩeƬem prve relacije sa ab,

druge sa ac, tre�e sa bc dobijamo:
y
b
− x

a
= c

ab
t, x

a
− z

c
= b

ac
t, z

c
− y

b
= a

bc
t

SabiraƬem ovih jednaqina dobijamo a2+b2+c2

abc
t = 0, pa kako a2 + b2 +

c2 6= 0 zakƩuqujemo da mora biti t = 0. Sada je ay − bx = cx − az =
bz − cy = 0 odakle sledi x

a
= y

b
= z

c
.

Zadatak 278. Ako je 1
a
+ 1

b
+ 1

c
= 1

a+b+c
, abc 6= 0, a+ b + c 6= 0, dokazati

da je:
a) a+ b = 0 ili b+ c = 0 ili a+ c = 0;
b) 1

an + 1
bn

+ 1
cn

= 1
an+bn+cn

za bilo koje neparno n.

RexeƬe: Mnoжe�i datu jednakost prvo sa abc, pa sa a+b+c dobijamo
(ab+ ac+ bc)(a+ b+ c) = abc. Kada sredimo ovu relaciju dobi�emo
a2b + a2c + b2a + b2c + c2a + c2b + 2abc = 0, xto je ekvivalentno sa

(a+ b)(a+ c)(b+ c) = 0. Odavde sledi da je
a+ b = 0 ili b+ c = 0 ili a+ c = 0.
b) Ako u ovu jednaqinu zamenimo an = −bn dobi�emo relaciju
1
cn

= 1
cn

koja je uvek taqna.

Zadatak 279. Ako je a+ b+ c = 0, dokazati da je a3 + b3 + c3 = 3abc.

RexeƬe: Zadatak se jednostavno rexava koris�eƬem relacije
a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc).
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Zadatak 280. Izaqunati zbir a3

b3
+ b3

c3
+ c3

a3

ako je abc 6= 0 , a
b
+ b

c
+ c

a
= 4 , a

c
+ c

b
+ b

a
= 5.

RexeƬe: Neka je
x = a

b
, y = b

c
, z = c

a
.

Po uslovu zadatka je
xyz = 1 , x+ y + z = 4, 5 = 1

x
+ 1

y
+ 1

z
= xy + xz + yz.

Sada moжemo dobiti x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + xz + yz) = 6.
Tako imamo x3+y3+z3 = (x+y+z)(x2+y2+z2−xy−xz−yz)+3xyz = 7.

Zadatak 281. Realni brojevi a, b, c, d zadovoƩavaju jednakosti
(1 + a

bc
)(1 + b

ac
)(1 + c

ab
)d2 = 1 i 1

a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
= 1.

Dokazati da je a+ b+ c = 1.

RexeƬe: Iz uslova zadatka je
(1 + a

bc
)(1 + b

ac
)(1 + c

ab
) = 1

d2 = (1− 1
a
− 1

b
− 1

c
)2 (1)

MnoжeƬem faktora na levoj strani formule dobijamo
(1 + a

bc
)(1 + b

ac
)(1 + c

ab
) = (1 + b

ac
+ a

bc
+ 1

c2
)(1 + c

ab
)

= 1 + a
bc

+ b
ac

+ c
ab

+ 1
a2 + 1

b2
+ 1

c2
+ 1

abc
. (2)

Desna strana jednakosti (1) jednaka je
(1 − 1

a
− 1

b
− 1

c
)2 = 1 + 1

a2 + 1
b2

+ 1
c2

− 2
a
− 2

b
− 2

c
+ 2

ab
+ 2

ac
+ 2

bc
. (3)

Iz (2) i (3) dobijamo
a
bc

+ b
ac

+ c
ab

+ 1
abc

= 2
ab

+ 2
ac

+ 2
bc

− ( 2
a
+ 2

b
+ 2

c
). (4)

Mnoжe�i (4) sa abc dobijamo
a2 + b2 + c2 + 1 = 2c+ 2b+ 2a− (2bc+ 2ac+ 2ab),
tj. (a+ b+ c)2 + 1 = 2a+ 2b+ 2c, xto je ekvivalentno sa
((a+ b+ c)− 1)2 = 0, odakle dobijamo a+ b+ c = 1.

27.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 282. Skratiti razlomak a3+b3+c3−3abc
a2+b2+c2−ab−ac−bc

.

Zadatak 283. Neka je y = x2+x−2

x2−x−2 i z = x4+x−4

x4−x−4 . Izrazi z u funkciji od
y.

Zadatak 284. Neka su a, b, c me�usobno razliqiti brojevi koji nisu
jednaki 0, a x, y, z proizvoƩni realni brojevi.Ako vaжi a(y + z) =
b(z + x) = c(x+ y), dokazati da je

y − z

a(b− c)
=

z − x

b(c− a)
=

x− y

c(a− b)
.

Zadatak 285. Ako su brojevi a, b, c, x, y, z razliqiti od nule i ako je
x2−yz

a
= y2−xz

b
= z2−xy

c
6= 0,

onda je a2−bc
x

= b2−ac
y

= c2−ab
z

. Dokazati.
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Zadatak 286. Na�i vrednost izraza x6 +x3y3 + y6, ako realni brojevi
x i y zadovoƩavaju jednakosti

x2 + xy + y2 = 4 i x4 + x2y2 + y4 = 8.
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Предавање 28

Teorija igara

Andrea Xipka, Queen Elizabeths

Community College

28.1 Теориjски увод

Igra nulte sume (zero sum game): Ukupan dobitak jednog ili
vixe igraqa je jednak ukupnom gubitku poraжenih igraqa.

Ravnoteжa igre: Situacija koja je prihvatƩiva za sve uqesnike u
igri.

Qista strategija: Pruжa kompletnu definiciju naqina na koji
igraq igra partiju.

Mexovita strategija: je dodela verovatno�e svakoj qistoj stra-
tegiji.

Optimalna strategija: Ona strategija koja u vixestrukom pona-
vƩaƬu igre obezbe�uje maksimalan proseqan dobitak odnosno mini-
malan proseqan gubitak.

Dominantna strategija: Strategija koja je boƩa od neke druge
strategije, bez obzira na to xta drugi igraqi igraju.

Vrednost igre: Vrednost koju jedan igraq mora da isplati drugom
nakon xto je ravnoteжa postignuta, odnosno kada je igra gotova.

28.2 Задаци за рад

Zadatak 287. Policija je sigurna da su dvojica osumƬiqenih poqi-
nila zloqin, ali nema dokaze za to. OsumƬiqeni su odvojeni i nudi
im se dogovor. Ako samo jedan od Ƭih prizna, dopuxtaju�i policiji
da osudi drugog, bi�e oslobo�en, dok �e drugi biti osu�en na maksi-
malnu kaznu od 20 godina. Ako oba priznaju dobijaju sniжene kazne
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od po 5 godina. Ako nijedan ne prizna, bi�e osu�eni na kaznu od xest
meseci zbog posedovaƬa oruжja.

Ovaj problem se moжe predstaviti tabelom:
Zatvorenik B �uti Zatvorenik B priznaje

Zatvorenik A �uti 6 meseci, 6 meseci 20 godina, slobodan
Zatvorenik A priznaje slobodan, 20 godina 5 godina, 5 godina

Koja strategija je najboƩa za zatvorenike?

RexeƬe: : Za obojicu je isplativije da priznaju zloqin, xto pred-
stavƩa jedinu ravnoteжnu taqku za oba zatvorenika. Bez obzira xta
je saizvrxilac odluqio, izdaja se svakom od Ƭih vixe isplati.

Zadatak 288. Marko i Katarina igraju igru nulte sume.
Slede�a matrica pokazuje isplatu za Marka, gde je h konstantna

vrednost.

Katarina
K1 K2

Marko M1 5 h
M2 -2 4

1. Prona�i izraze za Markov oqekivani dobitak, ako on igra M1
sa verovatno�om P .

2. Ako je vrednost igre 8/3, prona�i vrednost P i h.

RexeƬe:

1. K1 : 5P − 2(1− P )K2 : xP + 4(1− P )

2. 5P −2(1−P ) = 8/3P = 2/3 xP +4(1−P ) = 8/3 2/3x+4/3 = 8/3 x = 2

Zadatak 289. U slede�oj tabeli su date vrednosti u igri izme�u Laze
i Pere. U svakoj �eliji, leva cifra je data za Lazu a desna za Peru.

strategija A B C
D (3, 3) (0, 5) (1, 2)
E (4, 2) (8, 7) (6, 4)
F (5, 7) (5, 8) (2, 5)

1. Da li Laza ima dominantnu strategiju? Obrazloжi svoj odgovor

2. Da li Pera ima dominantnu strategiju? Obrazloжi.

RexeƬe:

1. ) Ne. Ako Pera izabere E, mogu�e je da �e dobiti vixe ako
izabere F, bar u jednoj situaciji.

2. Da. Oqigledno je da �e Laza dobiti najvixe ako igra B, ma xta
Pera uradio.
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Zadatak 290. Sre�ko i Branko igraju igru nulte sume. Igra je odre-
�ena slede�om matricom za Sre�ka

strategija X Y Z
I -4 -3 0
II 5 -2 2
III 1 -1 3

1. Da li ova igra ima ravnoteжu?

2. Prona�i optimalnu (”playsafe”) strategiju za oba igraqa.

3. Koja je vrednost igre?

RexeƬe:

1. Minimum po redovima: -4, -2, -1; Maksimum po kolonama: 5, -1, 3.
NajmaƬi mogu�i dobitak (-1) je jednak najve�em mogu�em gubitku
(-1). To znaqi da je rexeƬe stabilno i ravnoteжa postignuta.

2. Sre�ko igra III, a Branko Y .

3. Vrednost igre je -1.

Zadatak 291. Filip i Teo igraju igru nulte sume. Igra je odre�ena
slede�om matricom za Filipa:

strategija S1 S2 S3
A 3 2 1
B -2 -1 2

1. Da li ova igra ima ravnoteжu?

2. Prona�i optimalnu mexovitu strategiju za Filipa.

3. Prona�i vrednost igre.

RexeƬe:

1. Ne.

2. Filip igra A sa verovatno�om P , a B sa verovatno�om (1 − P ).
ƫegov oqekivani dobitak kada Teo igra:

C1 : 3P − 2(1− P ) = 5P − 2

C2 : 2P − (1− P ) = 3P − 1

C3 : P + 2(1− P ) = 2− P

Ako se ovo predstavi na grafiku gde je na h osi 0 ≤ P ≤ 1,
dobijemo:
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Najvixa taqka neosenqenog regiona je na P = 0, 75. Dakle, Filip
treba da igra A sa verovatno�om 0,75 i B sa verovatno�om 0,25.

3. Vrednost igre je: 3·0, 75−1 = 1, 25 ili 2−0, 75 = 1, 25. Oba naqina
raqunaƬa su pogodna.

Zadatak 292. Jelena i Erna igraju igru nulte sume. Igra je odre�ena
slede�om matricom za Jelenu:

strategija A1 A2 A3
P1 5 2 1
P2 -3 -1 5
P3 4 1 -2

1. Prona�i optimalnu (”playsafe”) strategiju za Jelenu.

2. Da li postoji ravnoteжa?

3. Koju strategiju Jelena nikada ne treba da igra?

4. Prona�i optimalnu mexovitu strategiju za Jelenu. Grafiqki
ilustruj.

5. Na�i vrednost igre.

RexeƬe:

1. Minimum za P1(5, 2,−1) je -1. Minimum za P2(−3,−1, 5) je -3.
Minimum za P3(4, 1,−2) je -2. Maksimum minimuma je -1. Dakle,
P1 je optimalna playsafe strategija za Jelenu.

2. Maksimum: A1 = 5, A2 = 2, A3 = 5. Minimum (5, 2, 5) = 2 Poxto
je maksimum minimuma za Jelenu -1, a za Ernu 2, ne postoji sta-
bilno rexeƬe.

3. Strategija P3(4, 1,−2) uvek daje maƬu isplatu od P1(5, 2,−1), ne-
zavisno od toga xta Erna igra. Dakle, Jelena nikada ne treba
da igra P3.
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4. Jelena igra P1 sa verovatno�om P , a P2 sa verovatno�om (1−P ).
Oqekivani dobitak za Jelenu, zavisno od toga da li Erna igra
A1, A2 ili A3 je:

A1 : 5P − 3(1− P ) = 8P − 3

A2 : 2P − (1− P ) = 3P − 1

A3 : −P + 5(1− P ) = 5− 6P

Grafiqki prikazano:

5. Najvixa taqka ograniqenog regiona je A. U toj taqki vaжi jed-
naqina 3P − 1 = 5− 6P , 9P = 6 P = 2/3 Dakle, Jelena igra P1 2/3
vremena, i P2 1/3 vremena, te je vrednost igre 3 · (2/3)− 1 = 1

Zadatak 293. Maxa i Petar igraju igru nulte sume. Igra je odre�ena
slede�om matricom za Maxu:

strategija C1 C2 C3
R1 -4 5 4
R2 2 -3 1
R3 -5 4 3

1. Prona�i optimalnu (”playsafe”) strategiju za Petra.

2. Koju strategiju Maxa nikada ne treba da igra?

3. Prona�i optimalnu mexovitu strategiju za Maxu.

RexeƬe:

1. Maksimalni dobitak po kolonama za Petra je 2, 5, 4. Minimum
maksimuma je 2. Dakle, Petrova optimalna playsafe strageija je
C1.

2. R3 dominira R1, odnosno Maxin dobitak je uvek ve�i ako igra
R1, a ne R3, nezavisno od Petrovog izbora.
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3. Maxa igra R1 sa verovatno�om P i R2 sa verovatno�om 1−P . R3
se ne razmatra, zato xto je R1 dominantna strategija u odnosu
na Ƭu. Maxin oqekivani dobitak kada Petar igra:

C1 : −4P + 2(1− P ) = 2− 6P

C2 : 5P − 3(1− P ) = −3 + 8P

C3 : 4P − (1 − P ) = −1 + 5P.

Grafiqki prikazano:

Na najvixoj taqki vaжi da 2 − 6P = −3 + 8P Dakle, P = 5/14, i
Maxa treba da igra R1 sa verovatno�om 5/14 i R2sa verovatno�om
1− (5/14), odnosno 9/14.

Zadatak 294. Koja je ravnoteжa igre za slede�u igru izme�u Kuvajta
i Saudijske Arabije? Pla�aƬe je po funtama za milione barela uƩa
koji su proizvedeni. Na primer, ako Saudijska Arabija proizvede 5
miliona barela dnevno, dobija profit od 16 funti po barelu. Ako
proizvede 6 miliona barela dnevno, onda dobija 12 funti po barelu.
Igra se moжe predstaviti na slede�i naqin:

Kuvajt
proizvodƬa 1m barela dnevno 2m barela dnevno

Saudijska Arabija 4m barela dnevno (64, 16) (48, 24)
5m barela dnevno (60, 12) (40, 16)

RexeƬe: Saudijska Arabija treba da proizvede 4 miliona barela
a Kuvajt dva. Kuvajt ima dominantnu strategiju. Bez obzira na to
xta SA uradi, Kuvajtu se vixe isplati da proizvodi dva miliona
barela dnevno. Ako Saudijska Arabija zna da �e Kuvajt uvek da igra
na 2 miliona, oni �e izabrati da proizvode 4 miliona, a ne 5, zato
xto tako maksimizuju svoj profit.

Zadatak 295. NemaƬa i Urox igraju igru nulte sume. Igra se moжe
prezentovati na slede�oj matrici za NemaƬu:
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strategija U1 U2 U3
N1 -3 -4 1
N2 1 5 -1
N3 -2 -3 4

Analiziraj ovu igru. (Prona�i dominiranu strategiju, optimalnu
mexovitu strategiju za NemaƬu, vrednost igre.)

RexeƬe: Igra nema stabilno rexeƬe, zato xto je minimum mak-
simuma (1) razliqit od maksimuma minimuma (-1). N1 je uvek loxija
opcija od N3, dakle N3 dominira N1. NemaƬa ne treba da igra N1.
NemaƬa igra N2 sa verovatno�om P , a N3 sa verovatno�om 1−P . Ako
Urox igra: U1, NemaƬa oqekuje da dobije: P − 2(1 − P ) = 3P − 2 ;
U2 : 5P − 3(1− P ) = 8P − 3 ; U3 : −P + 4(1− P ) = 4− 5P

Na ”Najvixoj”taqki vaжi da 3P − 2 = 4 − 5P , odnosno P = 3/4.
Dakle, NemaƬina meovita strategija je: N2 sa verovatno�om 3/4; N3
sa verovatno�om 1/4. Vrednost igre je 3 · 3/4− 2 = 1/4

Zadatak 296. Tri osobe igraju igru. Prvi igraq bira red (gore ili
dole), drugi igraq bira kolonu (levo ili desno) a tre�i igraq bira
matricu (A ili B). Prvi broj u svakoj �eliji je dobitak/gubitak za
igraqa 1, drugi broj je za drugog igraqa, i tako daƩe.

Matrica A

levo desno
gore (6, 3, 2) (4, 8, 6)
dole (2, 3, 9) (4, 2, 2)

Matrica B

levo desno
gore (7, 2, 2) (0, 0, 2)
dole (9, 4, 8) (0, 0, 0)

Prona�i ravnoteжu za ovu igru.

RexeƬe: U matrici A, igraq 1 ima dominantnu strategiju (uvek
mu je boƩe da igra gore). Igraq 2 nema dominantnu strategiju, ali
ako je racionalan zna da �e igraq 1 uvek igrati gore. U matrici B,
i igraq 1 i igraq 2 imaju dominantnu strategiju. Igraq 1 �e uvek
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igrati dole, a igraq 2 levo. Zatim, igraq 3 moжe da donese odluku
tako xto �e da posmatra xta igraqi 1 i 2 mogu da igraju. Igraq
3 bira matricu B, zato xto u tom sluqaju dobija 8, dok u sluqaju
igraƬa A dobija 6.

28.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 297. Igraqi A i B naizmeniqno postavƩaju lovce na slo-
bodna poƩa xahovske table. A postavƩa bele lovce, a B postavƩa
crne. Lovac se ne sme postaviti ako je na udaru protivniqkog lovca
(suprotne boje). Igraq koji je na potezu moжe postaviti svog lovca
na poƩe bilo koje boje. Gubitnik je igraq koji ne moжe povu�i potez.
Ko pobe�uje?

Zadatak 298. 2. Na gomili se nalazi n жetona. Dva igraqa, A i
B, igraju igru u kojoj naizmeniqno povlaqe po 5, 7 ili 11 жetona sa
gomile. Gubi igraq koji ne moжe da povuqe potez. Koji igraq ima
pobedniqku strategiju, ako je n = 2001 a koji ako je n = 5000?

Zadatak 299. Data je tabla 1x2000. Igraqi A i B upisuju naizme-
niqno slova S i O u tablu. Pobednik je onaj igraq koji napravi tri
susedna slova SOS u tom redosledu. Dokazati da B ima pobedniqku
strategiju.

Zadatak 300. Toma i Sima dele gomilu od 25 novqi�a sa vrednostima
1, 2, 3, ..., 25 altina. Pri svakom potezu jedan od Ƭih bira novqi�
sa gomile, a drugi govori kome da se da taj novqi�. Prvi bira Toma,
a potom onaj koji trenutno ima vixe altina. Ako imaju jednako, onda
onaj koji je birao proxli put. Moжe li Toma postupati tako da
na kraju ima vixe altina od Sime, ili pak, Sima moжe uvek u tome
spreqiti Tomu i na kraju imati vixe altina od Tome?

Zadatak 301. KraƩ stoji u gorƬem desnom uglu xahovske table 8x8.
Jednim potezom on se moжe premestiti za jedno poƩe ulevo, za jedno
poƩe nadole ili za jedno poƩe po dijagonali ulevo-nadole. Pobednik
je igraq koji postavi kraƩa u doƬi levi ugao table. Ko pobe�uje u
ovakvoj igri?
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Предавање 29

Nestandardni zadaci iz teorije

brojeva

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

29.1 Теориjски увод

Teorema 66. [Direhleova teorema] Svaka beskonaqna aritmetiqka pro-
gresija sa osnovom i korakom prirodnim brojevima sadrжi beskonaqno
mnogo prostih brojeva.

29.2 Задаци за рад

Zadatak 302. Da li je mogu�e da skup sa 2010 razliqitih brojeva
brojeva ima svojstvo da kako god izabrali 2 broja iz ovog skupa odnos
ve�eg prema maƬem je prost broj?

RexeƬe: Neka su a, b, c tri broja iz ovog skupa i a > b > c. Sada je
a
b
= p1,

b
c
= p2,

a
c
= p3 gde su p1, p2, p3 prosti brojevi. Sada je p1p2 = p3

xto je kontradikcija jer je p3 prost broj.

Zadatak 303. Za svaki skup A prirodnih brojeva neka je nA broj trojki
(x, y, z) elemenata A takvih da je x < y i x + y = z. Ako A sadrжi 7
razliqitih brojeva odrediti maksimalnu vrednost nA.

RexeƬe: Maksimum 9 ostvaren je za A = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Da bi doka-
zali da je 9 maksimum, posmatrajmo 7 brojeva a < b < c < d < e < f < g
i odredimo za svaki od Ƭih koliko puta moze posluжiti kao sred-
Ƭi qlan traжene trojke. Odgovor je 0, 1, 2, 3, 2, 1, 0 respektivno, pa je
nA ≤ 9.
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Zadatak 304. Neka je skup S = 105, 106, ..., 210. Odrediti minimalnu
vrednost n takvu da svaki n-toqlani podskup T od S sadrжi bar 2
elementa koji nisu uzajmno prosti.

RexeƬe: Neka je p prost broj iz skupa S.2p > 210 sledi 2p ne
pripada S odnosno p je uzajamno prost sa bilo kojim drugim bro-
jem iz S. Odredi�emo broj prostih brojeva u S. Odredimo koliko je
brojeva u S takvih da je svaki od Ƭih deƩiv sa bar jednim od bro-
jeva 2, 3, 5, 7, 11 i nazovimo taj skup A.Nazovimo podskup od A sa Ai

ako je Ai skup svih brojeva iz A deƩivih sa i . Koriste�i prin-
cip ukƩuqeƬa i iskƩuqeƬa dobijamo: A = A2 ∪ A3 ∪ A5 ∪ A7 ∪ A11.
|A| = |A2|+ |A3|+ |A5|+ |A7|+ |A11|− |A2∩A3|− |A2∩A5|− |A2∩A7|− |A2∩
A11|−|A3∩A5|−|A3∩A7|−|A3∩A11|−|A5∩A7|−|A5∩A11|−|A7∩A11|+ |A2∩
A3∩A5|+ |A2∩A3∩A7|+ |A2∩A3∩A11|+ |A2∩A5∩A7|+ |A2∩A5∩A11|+ |A2∩
A7∩A11|+|A3∩A5∩A7|+|A3∩A5∩A11|+|A3∩A7∩A11|+|A5∩A7∩A11|−|A2∩
A3∩A5∩A7|−|A2∩A3∩A5∩A11|−|A2∩A3∩A7∩A11|−|A2∩A5∩A7∩A11|−
|A3 ∩A5 ∩A7 ∩A11|+ |A2 ∩A3 ∩A5 ∩A7 ∩A11| = 137− 66+ 16− 1 + 0 = 86.
Vidimo da je jedini sloжen broj iz S koji nije u A 132 = 169 jer
13 · 17 = 221 > 220. Odavde dobijamo da se S sastoji od 87 sloжenih i
19 prostih brojeva. Dokaza�emo da u svakom skupu od 26 brojeva iz S
postoje neka dva koja nisu uzajamno prosta. Bar 6 od Ƭih pripadaju
skupu A pa iz Dirihleovog principa dobijamo da bar 2 pripadaju is-
tom Ai pa oni nisu uzajamno prosti jer su oba deƩivi sa i. Na kraju
nam ostaje da konstruixemo rexeƬe sa 25 elemenata tako da je u Ƭemu
svaki par brojeva uzajamno prost.Neka je P skup svih prostih brojeva
iz S. Posmatrajmo skup: P ∪ 112, 53, 27, 32 · 17, 132, 729 ovo je 25-toqlani
skup koji ispuƬava uslove zadatka.

Zadatak 305. Koliko ima ure�enih parova prirodnih brojeva (x, y)
takvih da je x ≤ y za koje vaжi (x, y) = 5! i [x, y] = 50!

RexeƬe: Prvo primetimo da izme�u 1 i 50 ima 15 prostih brojeva.
Neka je f(a, b) najveci stepen broja b koji deli a. Za svaki prost broj
p imamo da je f(x, p) = f(5!, p) i f(y, p) = f(50!, p) ili f(y, p) = f(5!, p) i
f(x, p) = f(50!, p). Tako�e vaжi f(50!, b) > f(5!, b). Sada je jasno da kako
imamo 15 prostih brojeva to onda imamo 215 parova brojeva (x, y) (za
svaki prost broj biramo koji od x i y �emo da stavimo ve�i stepen)
i x nije jednako y. Moжemo upariti sve (x, y) i (y, x) gde je x < y i na
kraju iz svakog para uzeti odgovaraju�i ure�eni par i na taj naqin
dobiti 214 ure�enih parova koji ispuƬavaju uslove zadatka.

Zadatak 306. Na�i sve skupove 100 prirodnih brojeva takvih da je
suma svaka qetiri qetvrta stepena od tih brojeva deƩiv sa proizvo-
dom ta qetiri broja.

RexeƬe: Ovakvi skupovi moraju biti oblika n, n, ..., n ili 3n, n, n, ..., n
za neki prirodan broj n. Jasno je da ako svaki broj skupa A pomnoz-
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himo ili podelimo istim prirodnim brojem i daƩe dobijamo skup koji
ispuƬava uslov zadatka te je dovoƩno ispitati sluqaj kada svi ovi
brojevi nemaju zajedniqki faktor. Neka su x, y, z, w, q 5 od ovih bro-
jeva, sada zwq deli z4+w4 + q4+x4 i z4+w4 + q4+ y4 pa deli i x4 − y4.
Sliqno w4 ≡ q4 ≡ x4(mod z) pa je 3w4 ≡ 0(mod z). Ako z ima prost
delilac koji nije jednak 3 onda ovaj prost delilac deli sve ostale
brojeve iz skupa xto je kontradikcija. Ako je z deƩiv sa 9 onda su
svi ostali brojevi iz skupa deƩivi sa 3 sto je tako�e kotradikcija.
Odavde dobijamo da su svi brojevi ili jednaki 1 ili 3. Ako je neki
broj jednak 3, onda su svi ostali kongruenti po modulu 3, ali ne mogu
biti deƩivi sa 3 jer dolazimo do kontradikcije pa su onda svi kon-
gruentni sa 1. Ovim je dokaz zavrxen.

Zadatak 307. Na�i sve polinome P sa celobrojnim koeficijentima
takve da ako je p prost broj onda je i P (p) prost broj.

RexeƬe: Ako P 6≡ x onda postoji broj p koji je prost takav da je
P (p) = q 6= p prost. Zbog kq|P (p+kq)−P (p) za svako prirodno k imamo
da q|P (p+ kq) za svako prirodno k, ali skup {p+ kq|k ∈ N} ima besko-
naqno mnogo prostih elemenata, odakle je f(x) ≡ q. Konaqno, odgovor
je P (x) ≡ x ili P (x) ≡ q, gde je q prost.

Zadatak 308. Za x ∈ (0, 1) neka je y ∈ (0, 1) broj qija je n-ta cifra u de-
cimalnom zapisu 2n-ta cifra broja x u decimalnom zapisu. Pokazati
da ako je x racionalan onda je i y.

RexeƬe: Poznato je tvr�eƬe da je broj racionalan ako i samo ako
su u bilo kom brojevnom sistemu posle neke taqke Ƭegove cifre peri-
odiqne. Odnosno od neke cifre u decimalnom zapisu broja x dobijamo
periodu i hocemo da dokaжemo da isto vaжi i za y, odakle bi sledilo
da je i y racionalan. Neka d duжina periode kojom se pojavƩuju cifre
u decimalnom zapisu broja x i neka je d = 2ab gde je b neparan pri-
rodan broj, a a ∈ N0. Iz male Fermaove teoreme dobijamo da postoji
prirodan broj c takav da vaжi ac ≡ 1(mod b). Za k ∈ N i k ≥ 2a vaжi
2k+c ≡ 2k(mod d) pa su posle a-te cifre u broju y cifre periodiqne
sa periodom c koja je iz male Fermaove teoreme konaqna.

Zadatak 309. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je mogu�e iza-
brati bar 2n−1 + n brojeva iz skupa 1, 2...2n tako da za svaka dva raz-
liqita izabrana broja x i y, x+ y nije delilac broja xy

RexeƬe: Izaberimo sve neparne brojeve kojih je 2n−1 i sve stepene
dvojke kojih je n. Dokaza�emo da ovaj izbor ispuƬava uslove zadatka.
Dobijamo 3 sluqaja: 1) Ako su izabrana 2 neparna broja onda je x+ y
paran, a xy neparan pa x+ y ne deli xy.
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2) Ako su izabrani stepen dvojke i neparan broj onda (x+y, y) = (x, y) =
(x, x+ y) = 1 pa (x+ y, xy) = 1 odnosno x+ y ne deli xy.
3) Ako su izabrana 2 stepena dvojke, to Ƭihov zbir sigurno nije ste-
pen dvojke pa ima neparan delilac, dok je xy stepen dvojke i ne moжe
imati neparan delilac odnosno x+ y ne deli xy.

Zadatak 310. Ako su xy, yz, zx racionalni:

1) Dokazati da je x2 + y2 + z2 racionalan.
2) Ako je i x3 + y3+ z3 racionalan dokazati da su i x, y, z racionalni.

RexeƬe: 1) x2 = xy·zx
yz

pa su i kvadrati ovih brojeva racionalni iz
qega sledi i da im je i zbir kvadrata racionalan.

2) Primetimo slede�e: x3 + y3 + z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy −
yz − zx) + 3xyz i x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = k ∈ Q, (x+ y + z)2 = a ∈ Q,
(xyz)2 = b ∈ Q i neka nisu i a i b kvadrati racionalnih brojeva pa je:
k
√
a+3

√
b ∈ Q odakle nakon sre�ivaƬa dobijamo da je k1

√
c1+k2

√
c2 ∈ Q

(povadimo sve mogu�e kvadrate iz korena) pa mora biti k1 + k2 = 0 i
c1 = c2 xto znaqi da je x3+y3+z3 = 0, a to iz Velike Fermaove teoreme
ima samo trivijalno rexeƬe x = y = z = 0. Ostaje nam slucaj kada
je

√
b ∈ Q odnosno xyz ∈ Q xto nakon deƩeƬa sa racionalnim brojem

xy, yz ili zx daje da su z, x i y respektivno racionalni.

Zadatak 311. Dokazati ili opovrgnuti: Iz intervala [1, ..., 30000] moжe
se izabrati skup od 1000 brojeva koji ne sadrжi aritmetiqki niz duz-
hine 3.

RexeƬe: Posmatrajmo brojeve koji u ternarnoj reprezentaciji imaju
samo cifre 0 i 1. Dokaza�emo da ovi brojevi sigurno ne obrazuju ar-
itmetiqki niz duжine 3. Pretpostavimo suprotno i neka je 2y = x+ z.
Kako y sadrжi samo cifre 0 i 1, to onda 2y sadrжi samo cifre 0 i
2. Odavde dobijamo da mora biti x = z = y xto je kontradikcija.
Najve�i 10-tocireni broj u ternarnom sistemu koji ne sadrжi cifru
2 je (310 − 1)/2 = 29524 < 30000 pa mi moжemo od brojeva iz traжenog
intervala da obrazujemo skup sa bar 210 = 1024 broja xto je qak i
vixe od traжenih 1000.

29.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 312. Na�i sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) takve da
vaжi: 1

x
+ 1

y
= 1

z
.

Zadatak 313. Dokazati da me�u 12 uzastopnih prirodnih brojeva po-
stoji jedan koji je maƬi od zbira svojih delilaca ve�ih od 1.
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Zadatak 314. Neka su a, b realni brojevi tako da se niz a−b, a2−b2, a3−
b3, ... sastoji iskƩuqivo od prirodnih brojeva. Dokazati da su a i b
celi.

Zadatak 315. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih bro-
jeva n tako da decimalna reprezentacija broja 5n sadrжi blok od 2010
uzastopnih nula.

Zadatak 316. Dat je skup M od 1985 prirodnih broejva, od kojih ni-
jedan nema prost delilac ve�i od 26. Dokazati da ovaj skup sadrжi 4
razliqita broja qija je geometrijska sredina prirodan broj.
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Предавање 30

Raqunske metode u geometriji

Rade Xpegar

30.1 Теориjски увод

Teorema 67. [Stjuart] Ako je D taqka na stranici BC trougla ABC.
Ako je AB = c, BC = a,AC = b, AD = d,BD = m,DC = n vaжi jednakost:
b2m+ c2n = man+ d2a.

Teorema 68. [Potencija taqke u odnosu na krug] Za svaku taqku X van
kruжnice k(O, r) i pravu kroz X koja seqe k u taqkama A i B vaжi:
XA ·XB = |XO2 − r2|

Teorema 69. [Karnot] Normale u taqkama A1, B1iC1 na stranice BC,CA,AB
trougla ABC se seku u jednoj taqki ako i samo ako je: A1B

2 + C1A
2 +

B1C
2 = B1A

2 +A1C
2 + C1B

2.

30.2 Задаци за рад

Zadatak 317. Taqke A1 i B1 dele stranice BC i AC trougla ABC u
odnosu BA1 : A1C = 1 : p i AB1 : B1C = 1 : q respektivno. U kom odnosu
BB1 deli AA1?

RexeƬe: Neka je O presek AA1 i BB1. U trouglu B1BC povu-
cimo duж A1A2 takvu da je A1A2|BB1. Onda B1C

B1A2
= 1 + p i zato je

AO : OA1 = AB1 : B1A2 = B1C : qB1A2 = (1 + p) : q

Zadatak 318. Sraqunati sa (duжina bisektrise iz temena A) preko
x = p − a, y = p − b, z = p − c (duжine tangenti iz temena na upisani
krug).
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RexeƬe: Iz Stjuartove teoreme imamo da je b2m + c2n = man +

sa
2a gde je m = c

b+c
a i n = b

b+c
a odavde je sa =

√
b2m+c2n

a
−mn =

2
√

x(x+y)(x+z)(x+y+z)

2x+y+z

Zadatak 319. Sraqunati ra (polupreqnik pripisanog kruga temena A)
preko x, y, z.

RexeƬe: Neka je Oa centar pripisanog kruga temena A, neka je do-
dirna taqka pripisanog kruga sa duжi BC taqka D, podnoжje bisek-
trise iz taqke B na AC taqka E, a podnoжje normale iz E na BC
taqka F . BD = z, DOa = ra, BE = sb, EF = ha

a
a+c

, a raqunaƬem uglova

dobijamo da je △BDOa ∼ △BEF odakle je: z√
ra2+z2

=
ha

a
a+c

sb
. haa =

2S△ABC =
√
xyz(x+ y + z). sb(a + c) = 2

√
x(x + y)(x+ z)(x+ y + z) pa je

ha
a

a+c

sb
=
√

xz
(y+x)(y+z) . DaƩe raqunaƬem lako dobijamo: ra =

√
yz(x+y+z

x

Zadatak 320. Data je prava l. Kvadrat ABCD se rotira oko centra.
Na�i geometrijsko mesto taqaka sredixta duжi PQ gde je P podnoжje
normale iz taqke D na pravu l i q sredixte stranice AB.

RexeƬe: Posmatrajmo koordinantni sistem sa koordinantnim poc-
hetkom u centru kvadrata ABCD. Neka su koordinate temena kva-
drata A(x, y), B(y,−x), C(−x,−y), D(−y, x). Neka je linija l zadata sa
y = a(uzimamo onaj koordinantni sistem qija je x-osa paralelna sa
l). Podnoжje normale iz D na l ima koordinate P (−y, a), a sredixte
AB ima koordinate Q(x+y

2 , y−x
2 ). Neka je t = x−y

4 i sada dobijamo da je
traжeno geometrijsko mesto taqaka (t,−t+ a

2 ), pri qemu je jos dovoƩno
primetiti da x− y varira od −AB do AB.

Zadatak 321. Dokazati da ako u trouglu vaжi:
√
ra+

√
rb+

√
rc =

√
rarbrc
r

onda je on jednakostraniqan.

RexeƬe: Za nax trougao vaжi: 1√
rarb

+ 1√
rbrc

+ 1√
rcra

= 1
r
. Vaжi

ra =
√
yz(x+ y + z)x, rb =

√
xz(x+ y + z)y i rc =

√
xy(x + y + z)z pa

je rarb = z(x + y + z), rbrc = x(x + y + z) i rcra = y(x + y + z). Vaжi:
r =

√
xyzx+ y + z, pa nakon sre�ivaƬa dobijamo da je:

√
xy +

√
yz +√

zx = x + y + z ↔ (
√
x − √

y)2 + (
√
y − √

z)2 + (
√
z − √

x)2 = 0 odakle
dobijamo da mora biti x = y = z pa je i a = b = c

Zadatak 322. Izraqunati OI preko r i R gde su O i R centar i po-
lupreqnik opisanog kruga oko △ABC, a I i r centar i polupreqnik
upisanog kruga oko △ABC
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RexeƬe: Simetrala iz A prolazi kroz I i seqe opisani krug u
A1. Vaжi: AI · IA1 = R2 − OI2. Povucimo normalu IM duжine r
na AB. Poznato je da oan deli stranicu AB na delove duжine x i

y. Iz Pitagorine teoreme dobijamo da je AI =
√
x2 + xyz

x+y+z
. Vaжi:

∠BIA = ∠IBA = 90o − γ
2 odakle dobijamo da je IA = BA′ = CA′.

Povucimo normalu A′N na BC(ona polovi BC).△AIM △A′BN pa je
AM/AI = BN/BA′ = BN/IA′ pa je AI · IA′ = BN · AI2/AM = y+z

2 (x2 +
xyz

x+y+z
)/x = 2abc

4s = 2rR. Xto znaqi da je: 2rR = R2 − OI2 odnosno:

OI =
√
R(R− 2r) qime je dokaz zavrxen.

Zadatak 323. Neka je R polupreqnik opisanog kurga trougla ABC; i
neka su G i H teжixte i ortocentar, respektivno. Ako je F sredixte
GH dokazati da je: AF 2 +BF 2 + CF 2 = 3R2.

RexeƬe: Neka je x vektor sa poqetkom u O(centar opisanog kruga)
i krajem u X, za svako X. Vaжi: h = a + b + c, g = a+b+c

3 pa je
f = 2

3 (a+b+c). Dobijamo: AF 2+BF 2+CF 2 = (a−f)2+(b−f)2+(c−f)2 =
a2 + b2 + c2 − 2(a+ b+ c)f + 3f2 = 3R2 − f(2(a+ b+ c)− 3f) = 3R2

Zadatak 324. Neka je ABCD konveksan qetvorougao sa normalnim di-
jagonalama. Normale na sredixta stranica AB i CD se seku u je-
dinstvenoj taqki P u unutraxƬosti ABCD. Dokazati da je ABCD je
tetivan ako i samo ako su trouglovi ABP i CDP jednake povrxine.

RexeƬe: Neka je presek dijagonala AC i BD taqka E, a podnoz-
hja normala iz P na AC i BD taqke M i N . Imamo da je SABP =
SABE−SAEP −SBEP = 1

2 (AE ·BE−AE ·EN −BE ·EM) = AM·BN−EM·EN
2 .

Analogno dobijamo i SCDP = CM·DN−EM·EN
2 pa je SABP − SCDP =

AM·BN−CM·DN
2 . Pretpostavimo da je ABCD tetivan, sada dobijamo

da je P centar opisanog kruga ABCD pa su M i N sredixta AC i BD
odakle je AM = CM i BN = DN i SABP − SCDP = 0. Pretpostavimo
sada da ABCD nije tetivan i bez gubƩeƬa opxtosti pretpostavimo
da je PA = PB > PC = PD. Odavde je: AM > CM i BN > DN , pa je i
SABP > SCDP qime je dokazana i druga implikacija.

Zadatak 325. Ako se normale na stranice trougla u podnoжjima bi-
sektrisa seku u jednoj taqki, onda je trougao jednakokrak.

RexeƬe: Iz Karnotove teoreme i teoreme o odnose u kom bisektrisa

deli naspramnu stranicu dobijamo da je: a
b+c

2(b2 − c2) + b
c+a

2
(c2 − a2) +

b
c+a

2
(c2 − a2) = 0 ↔ (b − c) a2

b+c
+ (c − a) b2

a+c
+ (c − a + a − b) c2

a+b
= 0 ↔

(b−c)( a2

b+c
− c2

a+b
)+(c−a)( b2

a+c
− c2

a+b
= 0 ↔ (a−b)(c−b)(c−a)(a+b+c)2/(a+

b)(b+ c)(c+ a) = 0 odakle sledi da je trougao jednakokrak.
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Zadatak 326. Neka je ABCD tetraedar, G Ƭegovo teжixte, i A′, B′, C′, D′

taqke preseka pravih GA,GB,GC,GD i opisane sfere ABCD. Doka-
zati: GA ·GB ·GC ·GD ≤ GA′ ·GB′ ·GB′ ·GD′ i 1

GA′ +
1

GB′ +
1

GC′ +
1

GD′ ≤
1

GA
+ 1

GB
+ 1

GC
+ 1

GD
.

RexeƬe: Iz teoreme o potenciji taqke u odnosu na krug za svako
X ∈ A,B,C,D imamo da vaжi:GX ·GX ′ = R2−OG2 pa se traжene nejed-
nakosti svode na: (R2−OG2)2 ≥ GA·GB ·GC ·GD i (R2−OG2)( 1

GA
+ 1

GB
+

1
GC

+ 1
GD

) ≥ GA+GB+GC+GD. Prva nejednakost sledi iz AG nejedna-
kosti i jednakosti 4(R2−OG2) = GA2+GB2+GC2+GD2, a druga iz iste
ove jednakosti i nejednakosti Koxi-Xvarca. Jox nam ostaje da dokaz-
hemo da vaжi 4(R2−OG2) = GA2+GB2+GC2+GD2. Za svaku taqku P sa
p oznaqimo vektor sa poqetkom u centru opisane sfere i krajem u taqki
P . Vaжi: a2+b2+c2+d2 = (a−g+g)2+(b−g+g)2+(c−g+g)2+(d−g+g)2 =
4g2+(g− a)2+(g− b)2+(g− c)2+(g− d)2+2g(g− a+ g− b+ g− c+ g− d) =
4g2 + (g − a)2 + (g− b)2 + (g − c)2 + (g− d)2 xto je ekvivalentno traжenoj
jednakosti.

30.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 327. Neka je k krug koji dodiruje ivice ∠XOY , i k1 krug koji
dodiruje iste ivice i prolazi kroz centar kruga k. Neka je A druga
krajƬa taqka preqnika k1 koji prolazi kroz sredixte k, i taqka B
taqka preseka ovog preqnika sa k. Dokazati da krug sa centrom u A
koji prolazi kroz B dodiruje ivice ∠XOY .

Zadatak 328. Na�i odnos stranica trougla kod koga je jedna teжixna
duж podeƩeƬa upisanom kruжnicom na tri jednaka dela.

Zadatak 329. Ako su koordinate temena trouglova racionalni bro-
jevi dokazati da su onda i koordinate centra opisanog kruga tako�e
racionalni brojevi.

Zadatak 330. Na�i geometrijsko mesto taqaka P u ravni kvadrata
ABCD tako da vaжi max(PA,PC) = 1√

2
(PB + PD)

Zadatak 331. Neka je O centar opisanog kruga i H ortocentar oxtro-
uglog trougla ABC. Pokazati da postoje taqke D,E, F na stranicama
BC,CA,AB, respektivno tako da vaжi: OD+DH = OE+EH = OF+FH
i prave AD,BE i CF su konkurentne.
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Предавање 31

Celobrojna Rexetka

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

31.1 Теориjски увод

Definicija 40. Celobrojna mreжa (rexetka) u koordinatnom sistemu
je skup taqaka (x, y) gde su x i y bilo koji celi brojevi.

Definicija 41. Mnogougao je upisan u celobrojnu mreжi ako su te-
mena elementi celobrojne mreжe.

Teorema 70. (Pikova teorema) Povrxina poligona upisanog u celo-
brojnu mreжi je i

2 + u− 1, gde i i u oznaqavaju broj taqaka na granici
i u unutraxƬosti mnogougla.

Teorema 71. (Teorema Minkovskog) Data je konveksna figura koja je
centralno simetriqna oko taqke (0, 0). Ako je Ƭena povrxina ve�a od
4 onda sadrжi bar 3 celobrojne taqke.

Teorema 72. Za svaki skup od n taqaka (n ≥ 3) u ravni, od kojih nisu
sve kolinearne, postoji konveksan mnogougao sa temenima u nekim od
datih taqaka koji sadrжi svih n taqaka.

Definicija 42. Konveksan mnogougao za datih n taqaka iz prethodne
teoreme se naziva konveksan omotaq datog skupa od n taqaka.

Teorema 73. Konveksan omotaq datog skupa taqaka je najmaƬi (po po-
vrxini) konveksan mnogougao koji sadrжi date taqke.

Teorema 74. Neka se konveksna figura A nalazi unutar konveksne
figure B. Onda je obim figure A maƬi od obima figure B.

Teorema 75. (Xtajnerova simetrizacija) Za svaku figuru P i pravu
d u ravni postoji figura P ′ koja se simtriqna u odnosu na pravu d i
za koju vaжi da su za svaku pravu e normalnu na d duжine duжi e ∩ P
i e ∩ P ′ jednake.
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Teorema 76. Za povrxine figura P i P ′ iz prethodne teoreme vaжi
da su jednaki, a obim figure P ′ je maƬi ili jednak od obima figure
P .

Teorema 77. Ako je figura P konveksna onda je i figura P ′ konveksna.

Teorema 78. Ako je figura P mnogougao onda je i figura P ′ mnogougao.

31.2 Задаци за рад

Zadatak 332. Dokazati da se nijedan pravilan trougao ne moжe upi-
sati u celobrojnu mreжu.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tj. da se neki pravilan trougao
ABC moжe upisati u celobrojnu mreжu. Opiximo oko Ƭega najmaƬi
mogu�i pravougaonik tako da temena A,B i C pripadaju stranicama
pravougonika. Onda �e bez umaƬeƬa opxtosti A biti teme pravouga-
onika koji �emo oznaqiti sa AMNP (B ∈MN i C ∈ PN). Taqke M,N
i P su celobrojne pa je AB2 ceo broj iz Pitagorine teoreme. Onda je

povrxine trougla ABC jednaka AB2
√
3
4 xto je iracionalan broj. Po-

vrxine trouglova AMB,BNC i ACP su racionalni brojevi, a kako je
i povrxina pravougaonika AMNP racionalan broj to je i povrxina
trougla ABC racionalan broj xto je kontradikcija.

Zadatak 333. Dokazati da se nijedan pravilan petougao ne moжe upi-
sati u celobrojnu mreжu.

RexeƬe: Pretpostavimo suprtono tj. da se neki pravilan petougao
moжe upisati u celobrojnu mreжi i neka je A1A2A3A4A5 najmaƬi (po
povrxini) od Ƭih. Neka je B1 presek dijagonala A3A5 i A2A4. Sliqno
oznaqimo i taqke B2, B3, B4 i B5. Kako je A2B1||A1A5 i A5B1||A1A2 to
je A1A2B1A5 paralelogram. Kako su tri temena tog paralelograma
(A1, A2 i A5) celobrojne taqke to je i B1 celobrojna taqka. Sliqno
su i B2, B3, B4 i B5 taqke sa celobrojnim koordinatama. Petougao
B1B2B3B4B5 je pravilan petoguao povrxine maƬe od povrxine peto-
gula A1A2A3A4A5 koji je upisan u celobrojnu mreжu, qime smo dobili
kontradikciju.

Zadatak 334. (Pikova teorema) Povrxina poligona upisanog u celo-
brojnu mreжi je i

2 + u− 1, gde i i u oznaqavaju broj taqaka na granici
i u unutraxƬosti mnogougla.

RexeƬe: Za mnogougao P oznaqimo sa S(P ), u(P ), i(P ) i f(P ) redom
povrxinu, broj celobrojnih taqaka u unutraxƬosti, broj celobrojnih
taqaka na rubu i izraz i

2+u−1. Dokaza�emo da je S(P ) = f(P ) za svaki
mnogougao upisan u celobrojnu mreжu. Koristimo slede�e leme:

Лема 10. Neka je P pravougaonik sa temenima na celobrojnoj mreжi
qije su stranice paralelne osama mreжe. Onda je f(P ) = S(P ).
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Dokaz: Neka je praovugaonik P dimenzija m× n. Onda na Ƭegovim
ivicama imamo m + 1, odnosno n + 1 taqku. U Ƭegovoj unutraxƬosti
se nalazi pravougaonik koji u svojim ivicama sadrжi m− 1, odnosno
n− 1 taqaka, pa u Ƭegovoj unutraxƬosti imamo (m − 1)(n − 1) taqaka
(u(P ) = (m − 1)(n − 1)). Na Ƭegovom rubu se nalazi 2(m + n) taqaka
(i(P ) = 2(m+ n)). Povrxina pravougaonika je mn (S(P ) = mn) i sada
je

f(P ) = u(P ) +
i(P )

2
− 1 = (m− 1)(n− 1) +

2(m+ n)

2
− 1

= mn−m− n+ 1 +m+ n− 1 = mn = S(P ).

Лема 11. Neka je T pravougli trougao sa temenima na celobrojnoj
mreжi qije su katete paralelne osama te mreжe. Onda je f(T ) = S(T ).

Dokaz: Neka katete tog trougla bez temena imaju m, odnosno n
taqaka, a neka hipotenuza ima d taqaka. Dopunimo ga podudarnim
trouglom do pravougaonika P . Imamo da je S(P ) = 2S(T ), i(P ) = 2m+

2n + 4, u(P ) = mn, u(T ) = u(P )−d+2
2 = mn−d+2

2 i i(T ) = 1 + m + n + d,

S(T ) = (m+1)(n+1)
2 . Onda je

f(T ) = u(T ) +
i(T )

2
− 1 =

mn− d+ 2

2
+

1 +m+ n+ d

2
− 1

=
mn+m+ n+ 1

2
=

(m+ 1)(n+ 1)

2
= S(T ).

Лема 12. Data su dva poligona P1 i P2 qije su unutraxƬosti dis-
junktne, a koji se seku po rubu, tako da imaju zajedniqku bar jednu
duж. Onda je P1 ∪ P2 poligon i vaжi f(P1 ∪ P2) = f(P1) + f(P2).

Dokaz: Neka P1 i P2 imaju zajedniqih m taqaka. Imamo u(P1∪P2) =
u(P1) + u(P2) +m− 2 i i(P1 ∪ P2) = i(P1) + i(P2)− 2(m− 2)− 2, pa

f(P1∪P2) = u(P1∪P2)+
i(P1 ∪ P2)

2
−1 = u(P1)+u(P2)+m−2+

i(P1) + i(P2)− 2m+ 2

2

= u(P1) +
i(P1)

2
− 1 + u(P2) +

i(P2)

2
− 1 = f(P1) + f(P2).

Лема 13. Neka je T trougao sa temenima na celobrojnoj mreжi. Onda
je f(T ) = S(T ).

Dokaz: Dopunimo trougao do pravougaonika P sa tri pravougla
trougla T1, T2 i T3 koji imaju po obe katete paralelne mreжe, a hi-
potenuze su im stranice datog trougla T . Sada vaжi S(P ) = S(T ) +
S(T1) + S(T2) + S(T3) i f(P ) = f(T ) + f(T1) + f(T2) + f(T3) i uz S(P ) =
f(P ), S(T1) = f(T1), S(T2) = f(T2), S(T3) = f(T3) sledi S(T ) = f(T ).
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Da bi dokazali kompletnu teoremu izvrximo proizvoƩnu trian-
gulaciju poligona na trouglove (moжe se dokazati da postoji) i na
osnovu prethodnih lema dobijamo f(P ) = S(P ).

Zadatak 335. Dokazati da kvadrat stranice n sadrжi ne vixe od (n+
1)2 celobrojnih taqaka.

RexeƬe: Neka se u datom kvadratu sa stranicom n nalazi N celo-
brojnih taqaka. Oznaqimo sa O i P povrxinu konveksnog omotaqa tih
N taqaka. Ako taj konveksan omotaq ima k temena onda je 4n ≥ O ≥ k
i P ≤ n2. Kako je po Pikovoj teoremi P = k

2 + N − k − 1, to je

N ≤ n2 + 1 + k
2 ≤ (n+ 1)2 xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 336. Trougao ABC upisan u celobrojnu ravan ima samo jednu
celobrojnu taqku u svojoj unutraxƬosti. Dokazati da je ta taqka
Ƭegovo teжixte.

RexeƬe: Oznaqimo datu celobrojnu taqku u unutraxƬosti ABC sa
O. Kako su trouglovi ABO,BCO i ACO upisani u celobrojnu mreжu
i nemaju celobrojnih taqaka u svojim unutraxƬostima to su Ƭihove
povrxine jednake me�usobno (i jednake 1

2). Iz ovoga sledi da su prave
AO,BO i CO teжixne duжi, a taqka O teжixte trougla ABC.

Zadatak 337. Za svako n ∈ N dokazati da postoji kruжnicu koja u
svojoj unutraxƬosti ima taqno n celobrojnih taqaka.

RexeƬe: Dokaжimo da dve razliqite celobrojne taqke (m1, n1) i
(m2, n2) imaju razliqita rastojaƬa od taqke (

√
2, 13 ). Pretpostavimo

suprotno tj. da je

(m1 −
√
2)2 + (n1 −

1

3
)2 = (m2 −

√
2)2 + (n2 −

1

3
)2.

Onda je

m2
1 −m2

2 + (n1 −
1

3
)2 − (n2 −

1

3
)2 = 2

√
2(m1 −m2).

Kako je
√
2 iracionalan broj to je m1 = m2 i (n1− 1

3 )
2 = (n2− 1

3 )
2. Iz

ove jednakosti sledi da je (n1−n2)(n1+n2− 2
3 ) = 0, odnosno da je n1 = n2.

Sledi da ne postoje dve celobrojne taqke sa istom udaƩenox�u od
(
√
2, 3). Opiximo kruжnicu sa polupreqnikom R oko taqke (

√
2, 3). Za

R → 0 ta kruжnica sadrжi samo jednu celobrojnu taqku, a za R → ∞
proizvoƩan broj. Kako se ni u jednom koraku broj celobrojnih taqaka
koje ta kruжnica sadrжi ne moжe uve�ati za vixe od 1, to postoji
kruжnica koja sadrжi taqno n celobrojnih taqaka.

Zadatak 338. U celobrojnu mreжu je upisan petougao sa celobrojnim
duжinama stranica. Dokazati da je Ƭegov obim paran broj.
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RexeƬe: Nad svakom stranicom tog petougla konstruiximo pravo-
ugle trouglove tako da su Ƭihove katete paralelne linijama mreжe.
Oznaqimo sa ai i bi (za 1 ≤ i ≤ 5) duжine vertikalnih i horizontalnih
stranica tih pravouglih trouglova. Kako su

√
a2i + b2i celi brojevi to

je
√
a2i + b2i ≡2 a

2
i + b2i ≡2 ai + bi. Onda za obim petougla O vaжi

O =

5∑

i=1

√
a2i + b2i ≡2

5∑

i=1

ai +

5∑

i=1

bi.

Kako je zbir nekih ai jednak zbiru preostalih to je
∑5

i=1 ai paran

broj. Sliqno je i
∑5

i=1 bi paran broj pa je i O paran broj.

Zadatak 339. (Teorema Minkovskog) Data je konveksna figura koja je
centralno simetriqna oko taqke (0, 0). Ako je Ƭena povrxina ve�a od
4 dokazati da sadrжi bar 3 celobrojne taqke.

RexeƬe:Postoji realan broj R takav da kruжnica sa centrom u (0, 0)
i polupreqnikom R sadrжi celu datu figuru. Za dati prirodan broj
n translirajmo figuru za vektore (2x, 2y) gde je x, y ∈ {0, 1, 2, ..., n}.
Oznaqimo povrxinu date figure sa S. Ako se nikoje dve od datih
(n + 1)2 translacija figure ne seku onda je S(n + 1)2 < 4(n + R)2 jer
se sve te translacije nalaze u kvadratu stranice 2n + 2R. Onda je√

S
4 < n+R

n+1 . Za n → ∞ izraz sa desne strane teжi u 1, dok je izraz sa
leve strane strogo ve�i od 1 i ne zavisi od n, xto je nemogu�e. Sledi
da se neke dve translacije te figure seku.

Oznaqimo te dve translacije koje se seku sa F1 i F2 i izaberimo
taqku A iz Ƭihovog preseka. Neka su centri simetrija tih figura re-
dom O1 i O2. Postoji taqka B takva da je O1AO2B paralelogram. Onda
je ~BA′ = ~O1O2 gde je A′ takva taqka da je O2 sredixte duжi AA′. Kako

se figura F1 slika translacijom za ~(O1O2) u F2 to B ∈ F1. Sliqno i
B ∈ F2, pa B ∈ F1 ∩F2. Kako su F1 i F2 konveksne figure to je i F1∩F2

konveksna figura, pa vaжi AB ⊂ F1 ∩ F2. Sredixte duжi O1O2 je ce-
lobrojna taqka zato xto su taqke O1 i O2 oblika (2x1, 2y1) i (2x2, 2y2)
za neke cele brojeve x1, y1, x2 i y2. Kako je sredixte duжi O1O2 ujedno
i sredixte duжi AB to postoji celobrojna taqka u preseku F1 i F2

(razliqita od O1 i O2). Sledi da i u poqetnoj figuri postoji jox
jedna celobrojna taqka razliqita od (0, 0). Kako je figura centralno
simetriqna to data figura sadrжi bar tri celobrojne taqke.

Zadatak 340. Na�i najve�e n za koje postoji konveksan mnogougao koji
se moжe upisati u deo celobrojne mreжe P = {(x, y)|x, y ∈ N, 1 ≤ x, y ≤
2004}.

RexeƬe: Posmatrajmo vektore stranica mnogougla u negativnom
smeru. Kao meru vektora (i, j) oznaqimo broj |i|+|j|. Zbir mera vektora
stranica nekog konveksnog mnogougla upisanog u P je ≤ 4 · 2003 = 8012
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(po qetiri smera kojima se maksimalno moжe pre�i duжina 2003). Vek-
tora mere m za pozitivne komponente vektora ima taqno ϕ(m) za m ≥ 2
i 2 za m = 1. Onda svih vektora mere m za m ≥ 2 ima 4ϕ(m), a za m = 1
ima ih 4. Primetimo da je

4 + 4

21∑

m=1

mϕ(m) = 7988

i

4 + 4

21∑

i=1

ϕ(m) = 560.

Ako bi imali konveksan mnogougao upisan u P sa bar 562 temena
onda bi zbir mera vektora Ƭegovih stranica bio bar 7988 + 2 · 22 >
8012, xto je nemogu�e. Dokaжimo da se 561-tougao moжe upisati u
P . Iz skup svih 560 vektora qije su mere ne ve�e od 21 izbacimo
(5, 16) i (10,−11), a dodajmo im (−1, 21), (−5,−17) i (21, 1). Zbir novih
vektora bi�e ~0, pa ih nadovezuju�i po rastu�em nagibnom uglu moжemo
zatvoriti u konveksan mnogougao. Ako je x zbir mera vertikalnih
komponenti vektora stranica ovog mnogougla (mera vektora je jednaka
zbiru mera komponenti vektora na linije mreжe), onda je x+ 12 zbir
mera horizontalnih komponenti. Kako je 2x+ 12 = 8000 to je x = 3994,
iz qega sledi da je xirina mnogogula 2003, a visina 1997, xto moжe
da stane u P . Ovim je zadatak zavrxen.

Zadatak 341. Neka je n prirodan broj ve�i od 2. Konveksni mnogoguao
povrxine ve�e od n se nalazi u delu (0, n) × (0, n) celobrojne mreжe.
Dokazati da taj mnogougao sadrжi bar jednu celobrojnu taqku.

RexeƬe: Pretpostavimo suprtono tj. da se u datm mnogogulu P
ne nalazi ni jedna celobrojna taqka. Izvrximo Xtajnerovu parame-
trizaciju mnogougla P po pravoj x = 1

2 . Time smo dobili mnogougao
P ′. Ako P ′ sadrжi celobrojnu taqku (x, y) onda je i (1 − x, y) celo-
brojna taqka koja se nalazi u P ′ zbog simetriqnosti mnogougla P ′ oko
prave x = 1

2 . Kako je rastojaƬe izme�u (x, y) i (1 − x, y) bar jedan
to se u mnogouglu P mogu moжe na�i duж duжine bar 1 paralelna sa
x osom i na celobrojnoj rastojaƬu y udaƩenom od Ƭe, xto znaqi da
u mnogouglu P postoji celobrojna taqka. Ovo je nemogu�e po poqet-
noj pretpostavci, pa ni mnogougao P ′ ne sadrжi ni jednu celobrojnu
taqku. Izvrximo sada parametrizaciju mnogougla P ′ po pravoj y = 1

2
i time dobijamo mnogougao P ′′. Sliqno prethodnom ni mnogoguao P ′′

ne sadrжi celobrojnu taqku. Mnogougao P ′′ je simetriqan u odnosu na
obe prave x = 1

2 i y = 1
2 . Neka je su a i b najve�i realni brojevi takvi

da (a, 12 ), (
1
2 , b) ∈ P ′′. Razlikujemo slede�a dva sluqaja

1◦ Ako je a ≤ 3
2 i b ≤ 3

2 . Pretpostavimo da postoji taqka M(x, y) u
P ′′ sa x ≥ 3

2 , y ≥ 1
2 (na isti naqin se dokazuje i sluqaj y ≥ 3

2 , x ≥ 1
2).
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Onda se zbog simetriqnosti u odnosu na pravu x = 1
2 i taqkaM ′(x, 1−y)

nalazi u P ′′, pa se zbog konveksnosti mnogogla P ′′ i duж MM ′ nalazi
u P ′′. Samim tim se i taqka M ′′(x, 1) nalazi u P ′′ xto je nemogu�e
jer je x > a. Iz ovoga sledi da da se qetvrtina mnogougla P ′′ koja
se nalazi u kvadratnu (12 ,+∞)× (12 ,∞) nalazi u uniji pravougaonika
(12 ,

3
2 ) × (12 , 1) ∪ (12 , 1) × (12 ,

3
2 ). Odnosno povrxina mnogogla P je maƬa

od 4 × 3
4 = 3, xto je nemogu�e jer je Ƭegova povrxina ve�a od n ≥ 3.

Sledi da ovaj sluqaj vodi u kontradikciju.

2◦ Neka je a ≥ 3
2 (ne moжe biti i a ≥ 3

2 i b ≥ 3
2 , pa moжemo pretpo-

staviti da samo ovaj sluqaj vaжi). Kako je mnogoguao P ′′ konveksan i
ne sadrжi taqku (1, 1) to postoji prava kroz (1, 1) tako da se ceo mno-
gougao P ′′ nalazi sa jedne strane ove prave. Neka je jedaqina te prave
y−1 = k(x−1). Zbog a ≥ 3

2 ≥ b sledi da je k < 0. Neka je A(12 ,
1
2 ), B(a, 12 ),

a C i D preseqne taqke prave y− 1 = k(x− 1) sa pravama x = a i x = 1
2 .

Onda je C(a, 1 + k(a − 1)) i D(12 , 1 − k
2 ). Qetvrtina povrxina mnogo-

ugla P ′′ maƬa je od povrxine pravouglog trapreza ABCD. Onda je
povrxina mnogougla P ′′ maƬa od

4 · 1
2
(a− 1

2
)(
1

2
+ k(a− 1) +

1

2
− k

2
) = (2a− 1)(1 + k(a− 3

2
)) ≤ 2a− 1.

Polovina mnogougla P ′′ koji se nalazi u poluravni x ≥ 1
2 ima xi-

rinu a− 1
2 , kako je mnogoguao P ′′ simetriqan u odnosu na pravu x = 1

2
je xirina celog mnogogula P ′′ jednaka 2a − 1. Xirina mnogogula P ′′

jednaka je xirini mnogogula P koji se nalazi u kvadratu stranice n.
Iz ovoga sledi da je ta xirina ≤ n, odnosno da je 2a − 1 ≤ n, tj. da
je povrxina mnogougla P ′′ maƬa od n. Kako je povrxina mnogogula P ′′

jednaka povrxini mnogogula P to je i povrxina mnogogula P maƬa od
n, xto je kontradikcija sa uslovom zadatka.

Dokazali smo da oba sluqaja vode u kontradikciju, tj. da je poc-
hetna pretpostavka netaqna. Sledi da mnogougao P mora da sadrжi
celobrojnu taqku.

31.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 342. Kvadrat 3 × 3 je podeƩen na jediniqne kvadrate sa 16
taqaka. Odrediti koliko ima pravouglih trouglova sa temenima u
tih 16 taqaka.

Zadatak 343. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji pra-
vilan mnogougao sa n stranicama koji se moжe upisati u celobrojnu
rexetku.

Zadatak 344. Dokazati da svaki konveksan petougao upisan u celo-
brojnu rexetku sadrжi bar jednu celobrojnu taqku u svojoj unutraxƬosti.
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Zadatak 345. U svakom qvoru sem (0, 0) celobrojne mreжe se nalazi
drvo polupreqnika r (r > 0). Dokazati da lovac koji sedi u (0, 0) ne
moжe da vidi zeca na rastojaƬu 1

r
zbog drve�a.

Zadatak 346. Neka su P i O povrxina i obim konveksnog mnogougla
koji nema celobrojnih taqaka u svojoj unutraxƬosti. Dokazati da je
P
O
< 1

2 .
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Предавање 32

Osnovne funkcije teorije

brojeva

Duxan Milijanqevi�, Matematiqka gimnazija

32.1 Теориjски увод

Definicija 43. Funkcije d : N → R oznaqava broj delilaca prirod-
nog broja.

Teorema 79. Ako je n = pa1
1 p

a2
2 ...p

ak

k rastavƩaƬe prirodnog broja n na
proste faktore onda je d(n) = (1 + a1)(1 + a2)...(1 + an).

Definicija 44. Funkcije ϕ : N → R oznaqava broj prirodnih brojeva
koji nisu ve�u od datog prirodnog broja i uzajamno prosti sa Ƭim.

Teorema 80. Ako je n = pa1
1 p

a2
2 ...p

ak

k rastavƩaƬe prirodnog broja n na
proste faktore onda je ϕ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
)...(1 − 1

pk
).

Definicija 45. Funkcije σ : N → R oznaqava zbir delilaca datog
prirodnog broja.

Teorema 81. Ako je n = pa1
1 p

a2
2 ...p

ak

k rastavƩaƬe prirodnog broja n na

proste faktore onda je σ(n) =
p
a1+1
1 −1

p1−1

p
a2+1
2 −1

p2−1 ...
p
ak+1

k
−1

pk−1 .

Teorema 82. Funkcije d, ϕ i σ su multiplikativne.

32.2 Задаци за рад

Zadatak 347. Ako je broj delilaca broja n neparan dokazati da je n
potpun kvadrat prirodnog broja.
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RexeƬe: Ako je d(n) neparan broj, a n = pa1
1 p

a2
2 ...p

ak

k onda su brojeve
1+a1, 1+a2, ..., 1+ak neparni, odnosno brojevi a1, a2, ..., ak su parni, pa
je samim tim n potpun kvadrat.

Zadatak 348. Dokazati da vaжi: d(n) ≤ 2
√
n.

RexeƬe: Za svaki delilac k od n za koje je k ≤ √
n broj n

k
je tako�e

delilac od n ali ve�i od
√
n. Odavde sledi da n ne moжe imati vixe

od 2
√
n delilaca.

Zadatak 349. Ako vaжi d(n) = 2 i d(n+ 1) = 3, na�i d(n+ 2).

RexeƬe: Iz d(n) = 2 sledi da je n prost broj, a iz d(n+1) = 3 sledi
da je n+ 1 = x2, za neki prirodan broj n. Onda je n = (x+ 1)(x− 1) iz
qega sledi da je x = 2. Samim tim n = 3, pa je d(n+ 2) = 2.

Zadatak 350. Ako je n sloжen broj dokazati da je ϕ(n) ≤ n−√
n.

RexeƬe: Kako je n sloжen broj to postoji prost broj p ≤ √
n takav

da p|n. Onda postoji n
p
≥ √

n broj deƩivih sa p, xto znaqi da postoji

bar
√
n brojeva koji nisu uzjamno prosti sa n, pa je ϕ(n) ≤ n − √

n.
Znak jednakosti vaжi ako i samo ako je p jedini takav prost broj i
vaжi p =

√
n, odnosno ako je n kvadrat prostog broja.

Zadatak 351. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je n = d(n)2.

RexeƬe: Oqigledno je n = 1 rexeƬe, pa moжemo pretpostaviti da je
n = pa1

1 p
a2
2 ...p

ak

k rastavƩaƬe od n na proste qinioce. Onda je n potpun
kvadrat, pa su ai (1 ≤ i ≤ k) parni brojevi. Neka je ai = 2bi za 1 ≤ i ≤ k.
Dobijamo da vaжi pb11 p

b2
2 ...p

bk
k = (2b1+1)(2b2+1)...(2bk+1). Iz ovoga sledi

da je n neparan broj, pa je pi ≥ 3. Kako je pbii ≥ 3bi ≥ 2bi+1 to je jedino
rexenej k = 1, p1 = 3 i b1 = 1. Iz ovoga sledi da su rexeƬa n = 1 i
n = 9.

Zadatak 352. Ako je m broj razliqitih prostih faktora od n dokazati
da je 22m ≤ 4n.

RexeƬe: Neka je n = pa1
1 p

a2
2 ...p

am
m . Onda je d(n) = (1+ a1)(1 + a2)...(1 +

am) ≥ 2m, a kako vaжi i d(n) ≤ 2
√
n to je 2m ≤ 2

√
n, odnosno 22m ≤ 4n.

Zadatak 353. Dokazati da je σ(n) − d(m) paran broj gde je m najve�i
neparan delilac od n.

RexeƬe: Neka je n = 2km. Onda je σ(2km) = σ(2k)σ(m) ≡2 σ(m).
Oznaqimo sa pa1

1 p
a2
2 ...p

as
s rastavƩaƬe na proste qinioce broja m. Kako

je m neparan to su svi pi neparani za 1 ≤ i ≤ s. Onda vaжi

σ(m) =

s∏

i=1

pai+1
i − 1

pi − 1
=

s∏

i=1

(1 + pi + ...+ pai

i ) ≡2

s∏

i=1

(1 + ai) = d(m).

Ovim je zadatak zavrxen.
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Zadatak 354. Dokazati da za sve prirodne brojeve a i n vaжi n|ϕ(an−
1).

Imamo da vaжi an−1|an−1 i an−1|aϕ(an−1)−1, pa an−1|a(n,ϕ(an−1))−1.
Kako je n ≤ (n, ϕ(an− 1)) ≤ n, to je n = (n, ϕ(an− 1)) pa vaжi n|ϕ(an− 1).

Zadatak 355. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi

σ(n!)

n!
≥

n∑

i=1

1

i
.

RexeƬe: Svi brojevi n!
i

za 1 ≤ i ≤ n su delioci od n! pa je σ(n!) ≥∑n
i=1

n!
i
. Ako obe strane podelimo sa n! dobijamo traжenu nejednakost.

Zadatak 356. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi n =
∑

d|n ϕ(d).

Dokazujemo tvr�eƬe indukcijom po n. Za n = 1 tvr�eƬe oqigledno
vaжi. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za sve s < n za neki prirodan
broj n. Ako je n prost broj onda tvr�eƬe zadatka oqigledno vaжi.
Inaqe, neka je n = ptm gde je p prost broj takav da je (m, p) = 1. Zbog
multiplikativnosti funkcije ϕ(n) imamo da vaжi

∑

d|n
ϕ(d) =

∑

d|m
ϕ(m) +

t∑

i=1

∑

d|m
ϕ(dpi) =

∑

d|m
ϕ(m) +

∑

d|m
ϕ(m)(

t∑

i=1

ϕ(pt)) =
∑

d|m
ϕ(m)(1 + (p− 1)

t−1∑

i=1

pi) =

∑

d|m
ϕ(m)pt = ptm = n,

xto je i trebalo dokazati. Ovim je zadatak zavrxen.

32.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 357. Ako vaжi d(n) = 4 i d(n+ 1) = 5, na�i d(n+ 2).

Zadatak 358. Na�i sve n za koje je ϕ(n) neparan broj.

Zadatak 359. Dokazati da je n prost broj ako i samo ako je ϕ(n)+σ(n) =
nd(n).

Zadatak 360. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je 4n = d(n)3.

Zadatak 361. Na�i sve prirodne brojeve m za koje postoji prirodan

broj n takav da je d(n2)
d(n) = m.
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Предавање 33

DeƩivost

Sr�an Stefanovi�, Xabaqka gimnazija

33.1 Теориjски увод

Definicija 46. Ceo broj a deƩiv je celim broj b, razliqitim od
nule, ako postoji ceo broj q takav da je a = bq. Ako je broj a deƩiv
brojem b, pisa�emo b | a (b deli a).

Teorema 83. Svaki ceo broj a moжe se na jedinstven naqin pomo�u
datog prirodnog broja b prikazati u obliku a = bq + r, 0 ≤ r < b, gde
su q i r celi brojevi. Pri tom se q naziva koliqnikom, a r ostatkom
pri deƩeƬu broja a brojem b.

Definicija 47. Ceo broj d je zajedniqki delilac brojeva a i b ako
d | a i d | b. Najve�i me�u zajedniqkim deliocima brojeva a i b je
najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b. Obeleжavamo ga sa (a, b).
Za cele brojeve a i b kaжemo da su uzajamno prosti ako je (a, b) = 1.

Teorema 84. Ako je d najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b,
onda postoje celi brojevi α i β takvi da je aα+ bβ = d.

Definicija 48. Zajedniqkim sadrжaocem celih brojeva a1, a2, . . . , an,
razliqitih od nule, nazivamo svaki broj koji je deƩiv svakim od bro-
jeva a1, a2, . . . , an. NajmaƬi me�u pozitivnim zajedniqkim sadrжaocima
brojeva a1, a2, . . . , an zove se najmaƬi zajedniqki sadrжalac tih brojeva
(on postoji) i obeleжava se sa [a1, a2, . . . , an].

Teorema 85. Brojevi (a, b) i [a, b] zadovoƩavaju jednakost (a, b) · [a, b] =
|ab|. Specijalno, najmaƬi zajedniqki sadrжalac uzajamno prostih
brojeva jednak je apsolutnoj vrednosti Ƭihovog proizvoda.

Definicija 49. Ceo broj p > 1 je prost ako p nema nijedan delilac
d, 1 < d < p. Ceo broj m > 1 koji nije prost je sloжen broj.
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Teorema 86. Svaki prirodan broj N ve�i od 1 moжe se jednoznaqno iz-
raziti u obliku proizvoda prostih qinilaca(sa taqno71u do Ƭihovog
poretka).

33.2 Задаци за рад

Zadatak 362. Postoji li broj koji je potpun kvadrat, a u dekadnom
zapisu se zapisuje pomo�u 2010 jedinica i nekoliko nula?

RexeƬe: Zbir cifara datog broja je 2010. Onda je on deƩiv sa 3,
ali nije sa 9, pa nije potpun kvadrat. Dakle, ne postoji takav broj.

Zadatak 363. Neka su a1, a2, . . . , an brojevi iz skupa −1, 1, takvi da je
a1a2 + a2a3 + . . .+ ana1 = 0. Dokazati da je onda broj n deƩiv sa 4.

RexeƬe: Kako je svaki od n proizvoda na levoj strani jednakosti
a1a2 + a2a3 + . . .+ ana1 = 0 jednak 1 ili −1, broj pozitivnih proizvoda
n1 jednak je broju negativnih proizvoda n2, tj. 2n1 = 2n2 = n. S druge
strane je (a1 ·a2)·(a2 ·a3)·· · ··(an ·a1) = (a1 ·a2 ·. . .·an)2 = 1, xto znaqi da je
broj negativnih proizvoda n2 paran. Dakle, broj n = 2n2 je deƩiv sa 4.

Zadatak 364. Neka su a i b uzastopni celi brojevi i n prirodan broj.
Dokazati da je (an+ b, bn+ a) neparan broj.

RexeƬe: Od brojeva a i b jedan je paran, a drugi neparan, odakle
sledi da je bar jedan od brojeva an + b, bn + a neparan. A kako nepa-
ran broj ima samo neparne delioce onda je i (an+b, bn+a) neparan broj.

Zadatak 365. Dokazati da postoji broj deƩiv sa 2010 qijih su prvih
10 cifara(u dekadnom zapisu) 1234567890.

RexeƬe: Posmatrajmo 2010 brojeva:

1234567890, 12345678901234567890, . . . , 12345678901234567890 . . .1234567890

(2010 puta ponovƩena grupa 1234567890). Ako je neki od Ƭih deƩiv sa
2010, tvr�eƬe je dokazano. Ako nije, onda se me�u Ƭima moraju na�i
dva koji daju isti ostatak pri deƩeƬu sa 2010. Razlika ta dva broja
je deƩiva sa 2010, a u dekadnom zapisu poqiƬe sa 1234567890. Time je
tvr�eƬe dokazano.

Zadatak 366. Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da je ab
a−b

i (a, b, c) =
1. Dokazati da je a− b potpun kvadrat.
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RexeƬe: Pretpostavimo da a− b nije potpun kvadrat. Tada postoje
prost broj p i prirodan broj k, takvi da p2k−1 | a− b i p2k ∤ a− b. Zbog
a − b | ab sledi p2k−1 | ab, pa je bar jedan od brojeva a, b deƩiv sa pk.
No, onda iz p2k−1 | a− b sledi da isto vaжi i za drugi od tih brojeva,
pa je p2k | ab. Ali tada p | c, pa brojevi a, b, c nisu uzajamno prosti.
Kontradikcija.

Zadatak 367. Neka su x i y prirodni brojevi takvi da je xy = 20092010.
Dokazati da tada broj x+ y nije deƩiv brojem 2008.

RexeƬe: x i y su oqigledno neparni brojevi. Stoga je (x+1)(y+1)
oqigledno deƩiv sa 4. Onda je sa 4 deƩiv i (xy + 1)+ (x+ y) deƩiv sa
4. A kako (xy + 1) daje ostatak 2 pri deƩeƬu sa 4, onda i (x + y) daje
ostatak 2 pri deƩeƬu sa 4, pa x+ y nije deƩiv sa 4, a time nije deƩiv
ni brojem 2008.

Zadatak 368. Neka je prirodan broj n+1 deƩiv sa 24. Dokazati da je
suma svih delilaca broja n tako�e deƩiva sa 24.

RexeƬe: Dati broj n daje ostatak 2 pri deƩeƬu sa 3, pa nije potpun
kvadrat jer potpun kvadrati daju ostatke 0 i 1 pri deƩeƬu sa 3. Onda
je broj Ƭegovih delilaca paran, jer samo potpun kvadrati imaju nepa-
ran broj delilaca. Podelimo sve delioce od n na parove (d, n

d
. Broj

n nije deƩiv ni sa 2 ni sa 3, pa vaжi da ni sa 2 ni sa 3 nije deƩiv ni-

jedan od Ƭegovih delilaca d, tj. (d, 24) = 1. d+ n
d
= d2+n

d
= (n+1)+(d2−1

d
.

Kako je (d, 24) = 1, ostaje nam da dokaжemo da 24 | (n+1)+(d2−1). Kako
je uslov zadatka da 24 | n+ 1, treba dokazati da 24 | d2 − 1. 2 ∤ d, pa je
(d− 1)(d+1) proizvod dva uzastopna parna broja i deƩiv je sa 8. 3 ∤ d,
pa d2 daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 3. Onda imamo i da 3 | d2 − 1, tj.
24 | d2 − 1. Time je dokaz zavrxen.

Zadatak 369. Neka je d prirodan broj razliqit od 2, 5, 13. Dokazati
da se u skupu 2, 5, 13, d mogu odabrati dva razliqita broja a i b tako
da ab− 1 nije kvadrat celog broja.

RexeƬe: Kako je 2·5−1 = 9 = 32, 2·13−1 = 25 = 52 i 5·13−1 = 64 = 82.
Pretpostavimo suprotno, neka je za svaka dva broja a, b ∈ 2, 5, 13, d, a 6=
b, broj ab−1 potpun kvadrat. Specijalno, neka je 2d−1 = x2, 5d−1 = y2,
13d − 1 = z2 za neke cele brojeve x, y, z. Tada x mora biti neparan i
2d = x2 + 1, pa je i d neparan. Znaqi, y i z su parni: y = 2y1, z = 2z1,
y1, z1 ∈ Z. Sada iz z2 − y2 = 8d ≡8 2 sledi (z1 − y1)(z1 + y1) = 2d, pa su
brojevi y1 i z1 iste parnosti, xto je kontradikcija, jer je d neparan.

Zadatak 370. Na�i bar jedan par prirodnih brojeva a i b za koje vaжi:
(1) proizvod ab(a+ b) nije deƩiv sa 7; (2) broj (a+ b)7 − a7 − b7 deƩiv
je sa 77.
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RexeƬe: Vaжi (a+ b)7− (a7+ b7 = 7ab[(a5+ b5)+3ab(a3+ b3)+5a2b2(a+
b)] = 7ab(a+b)(a4+2a3b+3a2b2+2ab3+b4) = 7ab(a+b)(a2+ab+b2)(a2+ab+b2).
Kako proizvod ab(a + b) ne treba da bude deƩiv sa 7, ostaje da bro-
jeve a i b tako da odredimo da bude 73 | a2 + ab + b2. Mora da bude
(a + b)2 > a2 + ab + b2 ≥ 73 = 343, tj. a + b ≥ 19. Stavimo b = 1. Stan-
dardnim postupkom za rexavaƬe kongruencija dobijamo da je a = 18
jedno rexeƬe kongruencije a2+a+1 ≡3

7 0. Provera pokazuje da brojevi
a = 18, b = 1 zadovoƩavaju uslove zadatka.

Zadatak 371. Neka su d1, d2, . . . , dk svi delioci prirodnog broja n, ta-
kvi da je 1 = d1 < d2 < . . . < dk = n. Na�i sve brojeve n za koje je k ≥ 4
i d21 + d22 + d23 + d24 = n.

RexeƬe: Prvo dokaжimo da je n paran broj. Pretpostavimo su-
protno: neka je n neparan broj. Tada su svi delioci broja n neparni,
pa su zato d1, d2, d3 i d4 neparni. Sledi da je n = d21 + d22 + d23 + d24
paran, xto je protivno polaznoj pretpostavci. Kako je n paran broj,
to je d2. Iz jednakosti 12+22+d23+d

2
4 = n sledi da je jedan od brojeva

d3 i d4 paran a drugi neparan. Razmatra�emo dva sluqaja:
Prvi sluqaj: d3 = 2a, a > 1. Kako je a delilac broja n maƬi od d3,
to je a = 2. Dakle d3 = 4. Kako je n = 12 + 22 + 42 + d24 = 21 + d24,
to n nije deƩivo sa 4 = d3. Kontradikcija! Drugi sluqaj: d4 = 2a,
a > 1. Kako je a < d4 i a | n, to je a = d2 = 2 ili a = d3. U prvom
sluqaju bilo bi d4 = 4, d3 = 3 i n = 12 + 22 + 32 + 42 = 30. Kako
4 ∤ 30, ovaj sluqaj otpada. Preostaje da je a = d3. U tom sluqaju
imamo da je n = 12 + 22 + d23 + 4d23 = 5(1 + d23). Kako d3 | n i kako su
brojevi d3 i 1 + d23 uzajamno prosti, to je d3 = 5. Sledi da je d4 = 10
i n = 12 + 22 + 52 +102 = 13−. Lako je proveriti da su 1, 2, 5i10 qetiri
najmaƬa delioca broja 130. Jedini broj koji zadovoƩava dati uslov
je 130.

33.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 372. Dokazati da brojevi 2n−1 i 2n+1, n > 2 i n je prirodan
broj, ne mogu istovremeno biti prosti.

Zadatak 373. Dato je n brojeva a1, a2, . . . , an. Dokazati da se od Ƭih
moжe odabrati nekoliko qiji je zbir kvadrata deƩiv sa n.

Zadatak 374. (a) Ako je 2n − 1 prost broj, dokazati da je i n prost
broj. (b) Ako je 2n + 1 prost broj, dokazati da je n = 2k.

Zadatak 375. Dokazati da broj od hiƩadu cifara koje su sve petice
osim moжda jedne ne moжe biti potpun kvadrat.

Zadatak 376. Na�i sve trocifrene brojeve koji pri deƩeƬu sa 11 daju
broj jednak zbiru kvadrata cifara polaznog broja.
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Предавање 34

Elementarna geometrija 1

�or�e Raki�, Matematiqka gimnazija

34.1 Теориjски увод

Definicija 50. Dva trougla AVS i A1V1S1 su sliqni (u oznaci
ABC ∼ A1B1C1) akko su slede�i ekvivalentni uslovi zadovoƩeni:

1)AB : BC : AC = A1B1 : B1C1 : A1C1

2)AB : BC = A1B1 : B1C1 i ∠ABC = ∠A1B1C1

3)∠ABC = ∠A1B1C1 i ∠ACB = ∠A1C1B1

Definicija 51. Neka je k = AB : A1B1. Ovaj broj k nazivamo koefi-
cijentom sliqnosti.

Teorema 87. Odnos povrxina dva sliqna trougla je jednak kvadratu
koeficijenta sliqnosti.

Доказ. Kako je povrxina trougla P = 1
2a · ha, a i iz ABC ∼ A1B1C1

vaжi da je a : ha = a1 : ha1 = k. Onda je a1 = a · k i ha1 = ha · k, pa je
odnos povrxina P : P1 = k2.

Definicija 52. Dva trougla AVS i A1V1S1 su podudarni (u oznaci
AV C ∼= A1V1S1) akko je Ƭohov koeficijent sliqnosti k = 1.

Postoje 4 stava podudarnosti trouglova: SSS, SUS,USU i SSU .

34.2 Задаци за рад

Zadatak 377. Dokazati da su oxtrougli trouglovi ABC i A1B1C1 ako
su podudarne visine CD i C1D1, ivice AB i A1B1 i uglovi ACD i
A1C1D1.

RexeƬe: Primetimo da su trouglovi ADC i A1D1C1 podudarni.
Zaxto? Onda su i trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni.
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Zadatak 378. Neka je ABCD proizvoƩan qetvorougao i neka su P,Q,K,L,M,N
sredixta duжi AB,CD,BC,AD,AC,BD redom. Dokazati da se duжi
PQ,KL i MN seku u jednoj taqki, koja ih polovi.

RexeƬe: PL ‖ BD ‖ QK i 2PL = 2QK = BD, Dakle qetvorougao
PLKQ je paralelogram, tj. dijagonale mu se seku i polove. Analogno
se dokazuje i za qetvorougao NQML. To dovodi do zakƩuqka da se sve
duжi PK,MNiQL seku u jednoj taqki koja ih polovi.

Zadatak 379. Ako je CD visina nad hipotenuzom AB pravouglog trou-
gla ABC i M i N sredixta duжi CD i BD, dokazati da je AM ⊥ CN .

RexeƬe: Produжimo duж MN do preseka sa krakom CA. Taqka
preseka je R. MN ‖ CB iz qega sledi da je NR ⊥ CA. Kako je taqka
M tacka preseka visina trougla CAN , onda je ona Ƭegov ortocentar,
tj. AM ⊥ CN .

Zadatak 380. Neka jeM sredixte ivice CD kvadrata ABCD i P taqka
dijagonale AC takva da je 3PA = PC. Dokazati da je ugao BPM prav.

RexeƬe: Neka prava paralelna BC seqe stranice AB i CD u taq-
kama F i E, redom. Onda su trouglovi FBP i EMP podudarni (zaxto?),
pa je ∠BPM = 90◦.

Zadatak 381. Neka je D sredixte hipotenuze AB pravouglog trougla
ABC (AC > BC). Ako su E i F preseci polupravih CA i CB sa
pravom koja je u taqki D normalna na pravoj CD, a M sredixte duжi
EF , dokazati da je CM ⊥ AB.

RexeƬe: Neka je S preseqna taqka duжi AB i CM . Trougao BSC
je sliqan trouglu ACB, pa je ugao BSC prav.

Zadatak 382. Ako je ABCD konveksan qetvorougao, odrediti taqku P
tako da zbir AP +BP + CP +DP bude minimalan.

RexeƬe: Taqka P se dobija u preseku dijagonala. Predpostavimo
da je to neka druga taqka razliqita od preseka dijagonala. Onda je
po nejednakosti trougla : (AP +CP ) + (BP +DP ) > AC +BD. Toliki
je zbir kada je taqka P u preseku dijagonala xto znaqi da je tada ovaj
zbit minimalan.

Zadatak 383. Data je ravan u potpunosti poprskana crvenom i plavom
bojom. Dokazati da u toj ravni postoji pravilan trougao qija su sva
temena iste boje.

RexeƬe: Izaberimo proizvoƩan pravilan xestougao i Ƭegov cen-
tar. Neka je, ne umaƬuju�i opxtost, centar xestougla obojen crveno.
Me�u svim ostalim uoqenim taqkama postoji bar jedna obojena cr-
veno. (Xta bi bilo da je nema?) ƫoj susedne taqke su sigurno plave.
(Zaxto?) Ako tu crvenu taqku numerixemo sa 1, i onda nastavimo
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numerisaƬe suprotno od smera kazaƩke na satu, taqka 4 tako�e mora
biti crvene boje. (Zaxto?) Me�utim, taqka 3 moraja zbog Ƭe biti
obojene plavo. U tom sluqaju kako god obojili tacku u preseku pravih
1-2 i 3-4, dobijamo jednakostraniqan trougao kome su sva temena iste
boje.

Zadatak 384. Neka je O proizvoƩna tacka u unutraxƬosti oblasti
trougla ABC, takva da je ∠OBA = ∠OCA. Ako su P i Q podnoжja
upravnih iz te taqke na ivicama AB i AC, a A1 sredixte ivice BC,
dokazati da je A1P = A1Q.

RexeƬe: Uoqimo taqke M i N koja su sredixta ivica OB i OC,
redom. Onda je qetvorougao OMA1N . Onda je QN =MA1 i NA1 =MP
i ∠A1MP = ∠A1MO + ∠OMP = ∠A1MO + ∠MOP = ∠QNA1. Onda su
trouglovi QNA1 i PMA1 podudarni, pa je A1P = A1Q.

Zadatak 385. Neka je K sredixte ivice CD pravougaonika ABCD i
L podnoжje upravne iz temena B na dijagonali AC. Ako je S sredixte
duжi AL, dokazati da je ugao KSB prav.

RexeƬe: Uoqimo pravu paralelnu sa AB i CD, koja prolazi kroz
S. Neka je presek te prave i stranice BC taqka P . Presek duжi ST i
BL (taqka H) je ortocentar trougla SBC, pa je prava CH normalna
na SB. Qetvorougao SHCK je paralelogram (SH = 1

2AB = KC i
SH ‖ KC) pa je i KS ⊥ SB.

Zadatak 386. Ako je (n,m) mreжa pravilnih n-touglova kojih se po m
sustiqe u svakom temenu prekrivaju�i celu euklidsku ravan, odrediti
sve mogu�e vrednosti za m i n.(Pitagora sa Samosa)

RexeƬe: UnutraxƬi ugao pravilnog mnogougla je α = 180◦(1 − 2
n
).

Kako se u svakom temenu ove ”mreжe�sustiqe taqno m ovakvih pra-
vilnih mnogouglova, onda se postavƩa jednakost m · α = 360◦. Sre-
�ivaƬem dobijamo jednaqinu (m − 2)(n − 2) = 4. Kako su i m i n
prirodni brojevi ve�i od dva, ova jednaqina ima rexeƬa samo za
(m,n) ∈ {(3, 6), (6, 3), (4, 4)}.

34.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 387. U △ABC je ∠BCA > 90◦ i ∠CAB < ∠ABC. Tangenta na
opisanu kruжnicu k u taqki A seqe pravu BC u taqki P . Neka je M
taqka na k, takva da je PM = PC (razliqita od taqke C), N presek
pravih CM i AB, a D presek opisane kruжnice △AMN i prave AP
(razliqit od A). Dokazati da je CD ‖ AB.

Zadatak 388. Krug upisan u trougao ABC dodiruje stranice BC,CA
i AB u taqkama D,E i F redom. Neka su K,K1,K2,K3 krugovi opisani
oko trouglova ABC,AEF,BDF i CDE redom. Krugovi K i K1 se seku
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u taqkama A i P , K i K2 u taqkama B i Q, i K i K3 u taqkama C i R.
Dokazati da su prave PD,QE i RF konkurentne.

Zadatak 389. Dat je nejednakokraki trapez ABCD. Taqka A1 je taqka
preseka kruжnice opisane oko trougla BCD i prave AC (A1 6= C).
Analogno odre�ujemo taqke B1, C1, D1. Dokaжite da je A1B1C1D1 ta-
ko�e trapez.

Zadatak 390. Uoqimo visine AA1, BB1, CC1 oxtrouglog trougla ABC.
Dokazati vaжi △ABC ∼ △A1B1C. Koliki je koeficijent sliqnosti?

Zadatak 391. Uoqimo visine AA1, BB1, CC1 oxtrouglog trougla ABC.
Dokazati da taqka simetriqna taqki A1 u odnosu na AC leжi na pravoj
B1C1.
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Предавање 35

Elementarna geometrija 2

�or�e Raki�, Matematiqka gimnazija

35.1 Теориjски увод

Definicija 53. Dva trougla AVS i A1V1S1 su sliqni (u oznaci
ABC ∼ A1B1C1) akko su slede�i ekvivalentni uslovi zadovoƩeni:

1)AB : BC : AC = A1B1 : B1C1 : A1C1

2)AB : BC = A1B1 : B1C1 i ∠ABC = ∠A1B1C1

3)∠ABC = ∠A1B1C1 i ∠ACB = ∠A1C1B1

Definicija 54. Neka je k = AB : A1B1. Ovaj broj k nazivamo koefi-
cijentom sliqnosti.

Teorema 88. Odnos povrxina dva sliqna trougla je jednak kvadratu
koeficijenta sliqnosti.

Доказ. Kako je povrxina trougla P = 1
2a · ha, a i iz ABC ∼ A1B1C1

vaжi da je a : ha = a1 : ha1 = k. Onda je a1 = a · k i ha1 = ha · k, pa je
odnos povrxina P : P1 = k2.

Definicija 55. Dva trougla AVS i A1V1S1 su podudarni (u oznaci
AV C ∼= A1V1S1) akko je Ƭohov koeficijent sliqnosti k = 1.

Postoje 4 stava podudarnosti trouglova: SSS, SUS,USU i SSU .

35.2 Задаци за рад

Zadatak 392. Neka su P,Q,R proizvoƩne taqke ivica BC,AC,AB trou-
gla ABC. Dokazati da se krugovi opisani oko trouglova AQR,PBR,PQC
seku u jednoj taqki. (Mikelova taqka)
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RexeƬe: Oznaqimo krugove opisane oko trouglova AQR,PBR i PQC
sa ka, kb, kc i unutraxƬe uglove trougla ABC redom sa α, β, γ. Neka je
S druga taqka preseka krugova kb i kc. Tada su qetvorouglovi BPSR
i PCQS tetivni, pa je ∠RSP = 180◦ − β i ∠QSP = 180◦ − γ. Sledi da
je ∠RSQ = β + γ, a zatim i ∠RAQ + ∠RSQ = α + β + γ = 180◦. Dakle,
i qetvorougao ARSQ je tetivan, pa se oko Ƭega moжe opisati krug.
Me�utim, kako je to krug ka, onda se dati krugovi seku u taqki S.

Zadatak 393. Neka je P proizvoƩna taqka na kracem luku AB kruga
k opisanog oko pravougaonika ABCD, a L i M podnoжja upravnih iz
taqke P na dijagonalama AC i BD. Dokazati da duжina duжi LM ne
zavisi od poloжaja taqke P .

RexeƬe: Neka je taqka O centar kruga k. Qetvorougao PMOL je
tetivan . Zaxto? ƫemu odgovaraju�i opisani krug je k1. ƫegov
precnik je poluprecnik velikog kruga k. Tako�e, tetiva LM u krugu
k1 je tetiva nad periferijskim uglom AOB. Kako su svi krugovi k1
me�usobno podudarni (dimenzije im ne zavise od izbora taqke P ) to
znaqi da ce i sve tetive LM biti me�usobno podudatne (nece zavisiti
od izbora taqke P ).

Zadatak 394. Neka je ABCD konveksan qetvorougao. Dokazati da se
krugovi k1 i k2 upisani u trouglove ABC i ACD dodiruju akko je
qetvorougao ABCD tangentan.

RexeƬe: Neka krugovi k1 i k2 dodiruju stranice AB,BC,CA,CD,DA
i AC redom u taqkama P,Q,X,R, S, Y . Onda vaжi: AX = AP = 1

2 (AX +
AP ) = 1

2 (AC−CX+AB−BP ) = 1
2 (AC−CQ+AB−BQ) = 1

2 (AC+AB−BC).
Isto tako vaжi i AY = 1

2 (AC + AD − DC). Taqke se poklapaju akko
X = Y , tj. akko je AX = AY , tj. akko je AB + DC = AD + BC. Ova
jednakost vaжi akko je qetvorougao ABCD tangentan.

Zadatak 395. Na stranici DC kvadrata ABCD data je taqka M . Si-
metrala ugla BAM seqe stranicu BC u taqki N . Dokazati da je
AM = DM +BN .

RexeƬe: Neka je taqaM1 taqka na pravoj BC, takva da je BM1 = DM
i da vaжi β(C,B,M1). Oznaqimo sa α = ∠NAB = ∠NAM . Trouglovi
ABM1 i ADM su podudarni, odakle sledi AM1 = AM , ∠BAM1 =
∠DAM = 90◦ − 2α, ∠ANM1 = 90◦ − α, ∠NAM1 = α+ ∠BAM1 = 90◦ − α.
Znaqi ∠ANM1 = ∠NAM1, odakle je AM1 = NM1, pa je AM = NM1 =
NB +BM1 = NB +DM .

Zadatak 396. U jednakokrakom trouglu ABC spuxtena je normala HE
iz sredixta baze BC na krak AC. Ako je O sredixte duжi HE, doka-
zati da su duжi AO i BE uzajamno normalne.

RexeƬe: Uoqimo taqku D , sredixte duжi BH. △BHA ∼ △HAE.
Dakle, ∠DAH = ∠OAE, pa je ∠DAO = ∠HAE.
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Zadatak 397. Ako su A1, B1 i C1 sredixta stranica trougla ABC,
tada se Ojlerove prave trouglova ABC i A1B1C1 poklapaju. Dokazati.

RexeƬe: Kako su qetvorouglovi AB1C1A1, A1B1C1B i A1B1C1C pa-
ralelogrami, onda su teжixta trouglova ABC i A1B1C1 ista. Kako su
i simetrale stranica trougla ABC ujedno i visine trougla A1B1C1

onda imamo da je ortocentar trougla A1B1C1 centar opisanog kruga
trougla ABC.

Zadatak 398. Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom u
temenu C. Taqke D i E dele stranicu BC na tri jednaka dela. Ako
vaжi da je BC = 3AC, koliki je zbir ∠AEC + ∠ADC + ∠ABC?

RexeƬe: ∠AEC = 45◦. Neka je AC jediniqna duжina. Onda je
AC = EC = ED = DB = 1, AE =

√
2, AD =

√
5, AB =

√
10. Odavde

vidimo da je △AED ∼ △AEB. Onda je ∠AEC + ∠ADC + ∠ABC = 90◦.

Zadatak 399. Sredixta ivica, podnoжja visina i sredixta duжi odre-
�eniih ortocentrom i temenima proizvoƩnog trougla pripadaju jed-
nom krugu.

RexeƬe: Za poqetak, dokaza�emo lemu koju �emo koristiti u daƩem
rexavaƬu zadatka.

Лема 14. Neka je dat trougao ABC, kao na slici. Ako su E i D
sredixta stranica AC i BC, a G i H sredixta duжi AF i BF , onda
je qetvorougao GHDE pravougaonik.

Dokaz leme 1. Duжi ED,GH i GE su sredƬe linije trouglova ABC,ABF
i AFC. To znaqi da su duжi ED i GH paralelne i jednake, xto doka-
zuje da je qetvorougao GHDE paralelogram. DovoƩno je jox dokazati
da je jedan od uglova prav, da bi tvr�eƬe bilo taqno. Kako je EG pa-
ralelno visini CF , koja je normalna na AB, pa samim tim i na GH,
dobija se da je i EG normalno na GH, odnosno, qetvorougao GHDE je
pravougaonik.
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Sada moжemo nastaviti sa dokazivaƬem zadatka.

Posmatrajmo qetvorouglove DEA1B1 i C1A1FD. Po prethonoj lemi,
oni su pravougaonici, sa zajedniqkom dijagonalom DA1. To znaqi da
se svih xest taqaka nalazi na zajedniqkoj kruжnici. Kako je i FC1

tako�e preqnik kruжnice, a ugao FC′C1 prav, to i taqka C’ pripada
spomenutoj kruжnici. Na isti naqin se pokazuje i za ostala podnoжja
visina.

Zadatak 400. Ako je H ortocentar trougla ABC, tada trouglovi ABC,ABH,BCH
i CAH imaju jedan zajedniqki Ojlerov krug.

RexeƬe: DovoƩno je pokazati za trouglove AHC i ABC. Taqke D
i F su sredixta stranica AH i CH, pa pripadaju Ojlerovom krugu
trougla ABC i AHC. Taqka B′ tako�e pripada i jednom i drugom
krugu, jer je za oba ktuga ona podnoжje visine iz B odnosno H. Oj-
lerovi krugovi trouglova AHC i ABC se seku u tri razliqite taqke
xto znaqi da se poklapaju. Na isti naqin se dokazuje i za trouglove
AHB i BHC.

Zadatak 401. Ortocentar, teжixte i centar opisanog kruga pripadaju
istoj pravoj. Dokazati.

RexeƬe: Posmatrajmo tacku D, dijametralno suprotnu taqki B.
Centar opisanog kruga i podnoжja teжixnih linija iz temena A i C,
dele duжi BD,BC i BA u odnosu 1 : 1. To znaqi da su duжi OC′ i OA′

paralelne duжima CH i AD, odnosno AH i DC. Odatle se dobija da
je qetvorougao AHCD paralelogram. Kako je AD = CH i OC′ = 2 ·AD
i △OTC′ ∼ △HTC, to taqka preseka duжi HO i CC′ deli duж CC′ u
odnosu 2 : 1, odnosno je indentiqki jednaka sa teжistem trougla, xto
dokazuje da teжiste T trougla ABC pripada Ojlerovoj pravoj i deli
duж HO u odnosu 2 : 1.
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35.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 402. Data je prava i dve taqke A i B koje su sa iste strane te
prave i na jednakom rastojaƬu od Ƭe. Kako pomo�u xestara i leƬira
na�i na pravoj taqku C takvu da proizvod AC · CB bude najmaƬi?

Zadatak 403. Stranice trougla ABC vide se iz taqke T pod uglovima
120◦. Dokaжite da se prave simetriqne pravama AT,BT i CT u odnodu
na prave BC,CA i AB seku u jednoj taqki.

Zadatak 404. U jednakokrakom trouglu ABC (AB = BC) je ∠B = 80◦.
Neka je P unutraxƬa taqka trougla takva da je ∠PAC = 40◦, ∠ACP =
30◦. Odrediti ∠BPC.

Zadatak 405. Kruжnica dodiruje dve stranice trougla i dve Ƭegove
teжixne linije. Dokazati da je taj trougao jednakokrak.

Zadatak 406. Na stranici AB kvadrata ABCD data je taqka E, a na
stranici CD taqka F , tako da je AE

EB
= 1

2 , CF = FD. Dijagonala
AC seqe duж ED u taqki M , a duж BF u taqki N . Dokazati da su
trouglovi AME i CFN sliqni.
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Предавање 36

Logiqko-kombinatorni zadaci

(Dirihleov i ekstremalni

princip)

Tamara Xumarac, Matematiqka gimnazija

36.1 Теориjски увод

Dirihleov princip: Ukoliko je n · k + 1 objekata raspore�eno u
k skupova, tada se u jednom od tih skupova mora nalaziti barem n+1
objekata.

Ekstremalni princip: Ekstremani princip je princip maksimizo-
vaƬa ili minimizovaƬa nekih veliqina.

36.2 Задаци за рад

Zadatak 407. Posmatrajmo niz qetvorocifrenih brojeva 0006, 0036,
0216, 1296, 7776, 6656,..., koji predstavƩaju posledƬe qetiri cifre
brojeva: 61, 62, 63,... Dokazati da pocev od nekog clana taj niz postaje
periodiqan.

RexeƬe: Poxto postoji samo 104 mogu�nosti za qetvorocifreni za-
vrxetak ovih brojeva to sigurno postoje dva broja koja imaju posledƬe
qetiri cifre jednake. Neka su to brojevi 6k i 6k+m, gde su k i m pri-
rodni brojevi. ƫihova razlika je deƩiva sa 104 tj. 6k−6k+m = n ·104.
Tada �e i brojevi 6k+p i 6k+m+p imati jednake posledƬe qetiri ci-
fre, jer je 6k+p+m− 6k+p = 6p(6k − 6k+m) = 6p ·n ·104. Ovime je dokazano
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da je posmatrani niz posledƬih qetiri cifara periodiqan poqev od
nekog qlana.

Zadatak 408. Date su dve kruжnice od kojih svaka ima duжinu 1997cm
. Na jednoj od Ƭih obeleжeno je 1997 taqaka, a na drugoj nekoliko
lukova qija duжina jemaƬa od 1cm . Dokazati da se ove kruжnice
mogu staviti jedna na drugu tako da nijedna od obeleжenih taqaka ne
padne ni na jedan obeleжeni luk.

RexeƬe: Uzmimo na prvoj kruжnici jox jednu taqku M. Stavimo
prvu kruжnicu na drugu i okre�imo prvu kruжnicu po drugoj, osta-
vƩaju�i drugu nepokretnom. Pri tome obeleжimo sve poloжaje taqke
M pri kojima prva od obeleжenih taqaka pada na jedan(neki) od datih
lukova. Ovi poloжaji taqke M popuniqe nekoliko lukova qiji je zbir
duжina maƬi od 1cm. Sliqno uradimo i sa preostalih 1996 taqaka
na prvom krugu. Ovako �e prvi krug popuniti lukovima od svih 1997
taqaka, i zbir duжina tih lukova bi�e maƬi od 1997 · 1cmjer je za
svaku taqku zbir duжina ”Ƭenih”lukova maƬi od 1cm. Tako da �e po
Dirihleovom principu sigurno postojati taqka na prvom krugu koja
ne pripada ni jednom docrtanom luku. Ta taqka odgovara poloжaju
taqke M pri kome nijedna od ostalih taqaka na krugu ne upada ni u
jedan obeleжeni luk.

Zadatak 409. Svaka od 9 pravih deli kvadrat na dva qetvorougla qije
se povrxine odnose kao 2 : 3. Dokazati da bar 3 od tih 9 pravih sadrжe
zajedniqku taqku.

RexeƬe: Uoqimo dve sredƬe linije koje dele kvadrat na qetiri
maƬa me�usobno podudarna kvadrata. Svaka od datih pravih deli
kkvadrat na dva pravougla trapeza qije su visine jednake stranici
kvadrata. SredƬe linije ta dva trapeza su duжi qija je unija jednaka
jednoj od sredƬih linija kvadrata. Kako je povrxina trapeza jednaka
proizvodu sredƬe linije i visine, a povrxine dva trapeza na koje
je kvadrat podeƩen bilo kojom od datih pravih odnose se kao 2 : 3,
to svaka od datih pravih deli jednu sredƬu liniju kvadrata u istom
odnosu 2 : 3. Postoje ukupno qetiri taqke koje dele neku od sredƬih
linija u pomenutom odnosu, a kako je broj datih pravih 9, to po Diri-
hleovom principu neke tri od Ƭih sadrжe jednu od pomenutih deonih
taqaka.

Zadatak 410. Na svakoj planeti jednog sistema sedi astronom i po-
smatra najbliжu planetu. RastojaƬa me�u planetama su me�usobno
razliqita. Ako je broj planeta neparan, dokazati da postoji planeta
koju niko ne posmatra.

RexeƬe: Ako jednu istu planetu posmatraju dva astronoma onda
postoji planeta koju niko ne posmatra. Koriste�i se ovim tvr�eƬem
rexi�emo zadatak. Neka u sistemu ima 2k + 1 planeta. Oznaqimo
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sa A i B one dve planete izme�u kojih je rastojaƬe najkra�e. Tada
astronom sa planete A posmatra planetu B, i astronom sa planete B
posmatra planetu A. Ako jos neki astronom koji nije sa planete A
ili B posmatra planetu A ili B po gorƬem tvr�eƬu sigurno postoji
planeta koju niko ne posmatra. Ako nijedan astronom koji nije sa
planete A ili B ne posmatra ove dve planete,onda moжemo da ”uklo-
nimo”planete A i B i posmatramo preostalih 2k − 1 planeta. I ovde
postupamo isto kao i sa 2k+1 planetom. Traжimo najkra�e rastojaƬe
i ”uklaƬamo”parove planeta. Kako ima neparan broj planeta to �e
posle k ”uklaƬaƬa”ostati jedna planeta koju niko ne posmatra.

Zadatak 411. U ravni je dato 25 taqaka, tako da za proizvoƩne tri od
Ƭih postoje 2 qije je rastojaƬe maƬe od 1. Dokazati da postoji krug
polureqnika 1 unutar koga se nalazi bar 13 od datih taqaka.

RexeƬe: Neka je A proizvoƩna od datih taqaka i k1 krug sa centrom
A i polupreqnikom 1. Ako se sve date taqke nalaze unutar kruga k1,
tvr�eƬe je dokazano. U protivnom postoji taqka B koja nije unutar
kruga k1, tj. takva da rastojaƬe izme�u taqaka A i B nije maƬe od
1. Neka je k2 krug sa centrom B i loupreqnikom 1. Svaka od datih
25 taqaka nalazi se unutar kruga k1 ili unutar kruga k2. Zaista ako
bi postojala taqka C koja nije unutar nijednog od tih krugova, onda
me�u taqkama A, B, C ne bi postojale 2 taqke qije je rastojaƬe maƬe
od 1, xto je protivno uslovu zadatka. Sada na osnovu Dirihleovog
principa dobijamo da se unutar bar jednog od krugova k1 i k2 nalazi
bar 13 taqaka.

Zadatak 412. Na igranci je 20 devojaka i 20 mladi�a formiralo 20
parova za igru. Razlika u visini izme�u mladi�a i devojke u sva-
kom paru je maƬa od 10cm. Ako se parovi formiraju tako da naj-
vixi mladi� plexe sa najvixom devojkom, drugi po visini mladi�
sa drugom po visini devojkom itd, dokaжite da �e opet u svakom paru
razlika u visini biti maƬa od 10cm.

RexeƬe: Neka su a1, a2, ..., a20 visine mladi�a i b1, b2, ..., b20 visine
devojaka pri qemu vaжi a1 > a2 > · · · > a20 i b1 > b2 > · · · > b20.
Pretpostavimo da je ak − bk ≥ 10 i da je k najmaƬi indeks za koji
vaжi ta nejednakost. Onda su pri jox prvom formiraƬu parova sa
mladi�ima qije su visine a1, a2, ..., ak mogle igrati samo devojke qije
su visine b1, b2, ..., bk−1, a to je kontradikcija.

Zadatak 413. U nekoj drжavi izme�u svaka dva grada postoji jedno-
smerna avionska linija. Dokazati da postoji grad iz kojeg se u svaki
drugi grad moжe sti�i avionom sa najvixe jednim presedaƬem.

RexeƬe: Neka je A grad iz kog polazi najvixe jednosmernih avion-
skih linija, k. Neka te linije povezuju grad A sa gradovima C1, C2, ..., Ck.
Dokaжimo da je A bax taj grad koji se traжi u zadatku. Pretposta-
vimo suprotno, pretpostavimo da postoji grad B u koji se ne moжe
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doci iz grada A sa najvixe jednim presedaƬem. Kako izme�u grada
A i B postoji jednosmerna avionska linija ona mora biti usmerena
ka A, jer u suprotnom bi se moglo sti�i iz A u B direktno. Sliqno
jednosmerna avionska linija polazi iz B i mora da se zavrxava u
C1, C2, ...iCk jer bi u suprotnom iz grada A moglo da se do�e u grad B
sa jednim presedaƬem. Dakle iz grada B polazi k + 1 jednosmernih
avionskih linija sto je kontradikcija, jer po pretpostavci zadatka
najve�i broj jednosmernih linija koji polaze iz jednog grada je k.
Dakle iz A se moжe do�i u B sa najvixe jednim presedaƬem qime je
tvr�eƬe dokazano.

Zadatak 414. U svakoj od tri xkole ima po n uqenika. Svaki uqenik
poznaje bar n + 1 uqenika iz ostale dve xkole. Dokazati da postoje
tri uqenika, po jedan iz svake xkole, koji se me�usobno poznaju.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno da ne postoje tri uqenika, po
jedan iz svake xkole, koji se me�usobno poznaju. Obeleжimo te tri
xole sa A,BiC. Odaberimo onog uqenika koji poznaje najvixe uqenika
iz neke druge xoke. Bez umaƬeƬa opxtosti neka je taj uqenik M iz
xkole A i neka on poznaje k uqenika (maksimalni broj) iz xkole B.
Tada on poznaje bar n + 1 − k uqnika iz xkole C. Odaberimo jednog
od uqenika iz xkole C, neka je on N , koji M poznaje. Tada on iz
xkole B moжe da poznaje najvixe n − k uqenika jer u suprotnom bi
postojala tri qoveka iz svake xkole koji se me�usobno poznaju. Tada
N iz xkole B mora da poznaje bar (n+ 1)− (n− k) = k + 1 uqenika iz
xkole A xto je kontradikcija jer je najve�i broj Ʃudi koji uqenik
iz jedne xkole poznaje iz druge xkole k. Dakle pretpostavka ne vaжi
qime je dokazano tvr�eƬe iz zadatka.

Zadatak 415. Dokazati da jednaqina x4+ y4 = z2 nema rexeƬa u skupu
prirodnih brojeva.

RexeƬe: Pretpostavimo da postoji rexeƬe zadatka i da je (x, y, z)
takvo rexeƬe zadatka pri kome je z minimalno. Moжemo pretposta-
viti da su (x, y, z) uzajamno prosti u parovima. Jedan od brojeva x, y
je paran i neka je to bez umaƬeƬa opxtosti y. Kako je (x2, y2, z) primi-
tivna Pitagorina trojka, postoje uzajamno prosti prirodni brojevi
m,n takvi da je:

x2 = m2 − n2, y2 = 2mn i z = m2 + n2.
Trojka (x, n,m) je tako�e primitivna Pitagorina trojka, pa postoje

uzajamno prosti u, v ∈ N takvi da je
m = u2 + v2, x = u2 − v2, n = 2uv.
Jednaqina y2 = 2mn svodi se na (y2 )

2 = uv(u2 + v2). Me�utim zbog
(u, v) = 1 su brojevi uv i u2 + v2 uzajamno prosti, a Ƭihov proizvod je
kvadrat, pa zato postoje c, d ∈ N za koje je

uv = d2 i u2 + v2 = c2.
Najzad, zbog (u, v) = 1 i uv = d2 postoje a, b ∈ N takvi da vaжi u = a2

i v = b2, pa druga jednaqina iznad postaje:
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u2 + v2 = a4 + b4 = c2

Dakle (a, b, c) je rexeƬe polazne jednaqine i pri tome je oqigledno
c < z, xto je kontradikcija sa izborom rexeƬa (x, y, z). Dakle nema
rexeƬa u skupu prirodnih brojeva.

Zadatak 416. Rexiti jednaqinu u skupu prirodnih brojeva: x2 + y2 =
3(z2 + u2).

RexeƬe: Pretpostavimo da zadatak ima rexeƬa. Odaberimo ono
rexeƬe koje ima najmaƬe x2 + y2 . Neka je to rexeƬe (a, b, c, d). Dakle
vaжi: a2 + b2 = 3(c2 + d2) tj. 3|a2 + b2 tj. 3|a i 3|b. Neka je a = 3a1 i
b = 3b1. Dakle a2 + b2 = 9(a21 + b21) = 3(c2 + d2) tj. c2 + d2 = 3(a21 + b21)
Postoji novo rexeƬe (c, d, a1, b1) pri qemu je c2 + d2 < a2 + b2 xto je
kontradikcija.

36.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 417. Data su 52 proizvoƩna prirodna broja. Dokazati da
me�u Ƭima postoje dva qiji su ili zbir ili razlika deƩivi sa 100.

Zadatak 418. Komisija je odrжala 40 sastanaka. Svakom sastanku je
prisustvovalo 10 qlanova, pri qemu nikoja dva qlana komisije nisu
bili zajedno na sastanku vixe od jednog puta. Dokazati da komisija
ima vixe od 60 qlanova.

Zadatak 419. Na takmiqeƬu iz matematike svaki od 80 takmiqara res-
hava pet zadataka. Svaki zadatak oceƬuje se sa 0, 1, 2, 3, 4 ili 5 poena.
Dokazati da postoje qetiri takmiqara koji su osvojili jednak broj
poena (u zbiru za svih pet zadataka).

Zadatak 420. Rexiti jednaqinu: x2 + y2 = 7(z2 + u2).

Zadatak 421. Dato je n taqaka u ravni. Bilo koje tri taqke formiraju
trougao cija je povrxina ≤ 1. Dokazati da svih n taqaka mogu da se
smeste u trougao qija je povrxina ≤ 4.
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Предавање 37

Matematiqka indukcija

Tamara Xumarac, Matematiqka gimnazija

37.1 Теориjски увод

Neka je P (n) iskaz koji se odnosi na prirodni broj n. Tada je on
taqan za sve prirodne brojeve ako su ispuƬeni uslovi:

1. P (1) je taqan iskaz

2. P (n) ⇒ P (n+ 1) je taqan iskaz za sve n ∈ N .

Postoje tvr�eƬa kod kojih P (n) nije taqno za nekoliko najmaƬih
prirodnih brojeva ali vazi za sve ostale prirodne brojeve. Neka je k
najmaƬi broj za koji vaжi da je P (k) taqan iskaz. P (n) je taqan iskaz
ako su ispuƬeni uslovi:

1. P (k) je taqan iskaz;

2. P (n) ⇒ P (n+ 1) je taqan iskaz za sve n ≥ k.

Iskaz P (n+ 1) je taqan ako vaжi slede�e:

1. P (1), ..., P (k) je taqno za neko k;

2. P (n− k + 1) ∧ ... ∧ P (n) ⇒ P (n+ 1).

P (n) je taqan iskaz ako vaжi:

1. P (1) je taqan iskaz;

2. P (1) ∧ ... ∧ P (n) ⇒ P (n+ 1).

textbfRegresivna indukcija: P (n) je taqan iskaz ako vaжi:

1. P (n) je taqno za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n.

2. Za sve prirodne brojeve n > 1, P (n) ⇒ P (n− 1).
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37.2 Задаци за рад

Zadatak 422. Dokazati da je 2n > n za sve n ∈ N.

RexeƬe:

1. Oqigledno je 21 > 1.

2. Pretpostavimo da je za neki prirodan broj n, 2n > n.

3. Iz pretpostavke da je 2n > n sledi da je 2 · 2n > 2n tj. 2n+1) >
2n = n+ n ≥ n+ 1. Odavde tvr�eƬe vaжi za svako n ∈ N .

Zadatak 423. Dokazati slede�e identitete za sve prirodne brojeve n:

a)12 + 42 + · · ·+ (3n− 2)2 = 1
2n(6n

2 − 3n− 1);

b)1 + x+ x2 + · · ·+ xn = 1−xn+1

1−x
;

v)1 · 1+ 2 · 2+ · · ·+ n · n= (n+ 1)− 1;
g)1·2·2n+2·3·2n−1+···+n·(n+1)·2+(n+1)·(n+2)·1 = 2n+4−(n2+7n+14).

RexeƬe: Svi zadaci rexavaju se na isti naqin. Zato je ura�en
samo jedan primer. v)

1. Oqigledno je 1 · 1! = (1 + 1)!− 1 = 1.

2. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n-1 vaжi 1 · 1!+ 2 · 2!+ · ·
·+ (n− 1) · (n− 1)! = (n)!− 1

3. Iz pretpostavke pokuxajmo da dokaжemo tvr�eƬe za n: 1 ·1+2 ·2+
· · ·+n·n= (n+1)−1 Po pretpostavci 1·1+2·2+· · ·+(n−1)·(n−1)+n·n=
n− 1 + n · n= (n+ 1)− 1 xto je i trebalo da se dokaжe.

Zadatak 424. Dokazati da za sve n ∈ N vaжe nejednakosti:

a)2
√
n > 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ · · ·+ 1√

n
> 2

√
n+ 1− 2;

b)12 · 3
4 · ... · 2n−1

2n ≤ 1√
3n+1

;

v)(1 − 1√
2
)(1 − 1√

3
) · · · (1− 1√

n
) < 2

n2 za n > 1.

RexeƬe: Svi zadaci se rexavaju na isti naqin. Zato je ura�en
samo jedan primer. v)

1. Oqigledno je 1− 1√
2
< 2

22 = 1
2 jer je 1

2 <
1√
2
.

2. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n− 1 vaжi

(1 − 1√
2
)(1 − 1√

3
) · · · (1− 1√

n−1
) < 2

(n−1)2

3. Iz pretpostavke pokuxajmo da dokaжemo da tvr�eƬe vaжi i za n:
(1 − 1√

2
)(1 − 1√

3
) · · · (1− 1√

n−1
)(1 − 1√

n
) < 2

n2

Po pretpostavci (1− 1√
2
)(1− 1√

3
)···(1− 1√

n−1
)(1− 1√

n
) < 2

(n−1)2 (1− 1√
n
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tj. preostaje da se dokaжe da vaжi 2
(n−1)2 (1− 1√

n
) < 2

n2

tj. n2(1 − 1√
n
) < (n − 1)2 odnosno kada se sve izmoжi dobije se

slede�e: n
√
n + 1 > 2n Za brojeve iznad 4 je trivijalno jer je

onda
√
n ≥ 2 a za brojeve 2 i 3 se proveri da vaжi nejednakost.

Zadatak 425. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi:

1

n2
+ (

1

n
+

1

n− 1
)2 + · · ·( 1

n
+

1

n− 1
+ · · ·+ 1)2 = 2n− (1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
)

RexeƬe: Rexava se isto kao i prethodna dva:

1. Oqigledno je 1
12 = 2 · 1− 1 = 1

2. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n−1 vaжi frac1(n− 1)2+
( 1
n−1 +

1
n−2 )

2 + · · ·( 1
n−1 +

1
n−2 + · · ·+1)2 = 2(n− 1)− (1+ 1

2 + · · ·+ 1
n−1 )

3. Iz pretpostavke dokaжimo tvr�eƬe: frac1n2+( 1
n
+ 1

n−1 )
2+ · · ·( 1

n
+

1
n−1 + · · ·+1)2 = 1

n2 +
1
n2 +

2
n(n−1) +

1
(n−1)2 +

1
n2 +

2
n(n−1) +

2
n(n−2) +( 1

n−1 +
1

n−2 )
2 + · · · = n 1

n2 + (n− 1) 2
n(n−1) + ...+ 2(n− 1)− (1 + 1

2 + · · ·+ 1
n−1 )

tj. izraz sa desne strane je jednak 1
n
+ 2

n
(n− 1)+2(n− 1)− (1+ 1

2 +
· · ·+ 1

n−1 ) =
2n−1

n
+ 2(n− 1)− (1 + 1

2 + · · ·+ 1
n−1 ) = 2− 1

n
+ 2(n− 1)−

(1+ 1
2 + · · ·+ 1

n−1 ) = 2n− (1+ 1
2 + · · ·+ 1

n
) xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 426. Dokazati da za sve prirodne brojeve m,n ∈ N vaжi

1+(−1)1· (n+ 1 + 1)!

n!(n+ 1)
+(−1)2· (n+ 2 + 1)!

n!(n+ 2)
+···+(−1)m· (n+m+ 1)!

n!(n+m)
= (−1)m· (n+m)!

n!
.

RexeƬe: Zadatak se rexava indukcijom po m.

1. Za m = 1 proverava se tvr�eƬe: 1+(−1)1 (n+1+1)!
n!(n+1) = 1+(−1)(n+2) =

−(n+ 1) = (−1)1 (n+1)!
n!

2. Pretpostavimo da za neki prirodan broj m− 1 vaжi:

1+(−1)1· (n+ 1 + 1)!

n!(n+ 1)
+(−1)2· (n+ 2 + 1)!

n!(n+ 2)
+···+(−1)m−1· (n+m− 1 + 1)!

n!(n+m− 1)
= (−1)m−1· (n+m− 1)!

n!
.

3. Dokaжimo da tvr�eƬe vaжi i za m: 1+(−1)1 (n+2)!
n!(n+1)+···+(−1)m−1 (n+m−1+1)!

n!(n+m−1) +

(−1)m (n+m+1)!
n!(n+m) = (−1)m−1 (n+m−1)!

n! +(−1)m (n+m+1)!
n!(n+m) = (−1)m( (n+m+1)!

n!(n+m) −
(n+m−1)!

n! = (−1)m( (n+m+1)!−(n+m)(n+m−1)!
n!(n+m) = (−1)m (n+m)!

n! xto je i
trebalo dokazati.
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Zadatak 427. Neka je n ∈ N , n > 2 i a1, a2, ..., an prirodni brojevi
takvi da je 0 < ak ≤ k za sve k = 1, 2, ..., n. Ako je a1+ a2 + · · ·+ an paran
broj, dokazati da je mogu�e postaviti znake + i − tako da:

a1 ± a2 ± · · · ± an = 0.

RexeƬe: Zadatak se rexava primenom matematiqke indukcije.

1. Za n = 2 imamo 0 < a1 ≤ 1 i 0 < a2 ≤ 2. Odavde je a1 = 1 i zbog
uslova da je a1 + a2 parni mora biti i a2 = 1. Jasno, tada je
a1 − a2 = 0.

2. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za sve prirodne brojeve maƬe
od nekog prirodnog broja n ≥ 2.

3. Dokaжimo da tvr�eƬe vaжi i za prirodan broj n. Ako je an−1 =
an, tada je izraz a1+a2+ · · ·+an−2 paran, pa se prema induktivnoj
hipotezi (tvr�eƬe vaжi za sve prirodne brojeve maƬe od n) mogu
odabrati + i − takvi da je a1 ± a2 ± · · · ± an−2 = 0. Oqigledno
dodaju�i na ovaj izbor znakova an−1 i oduzimaju�i an dobijamo:

a1 ± a2 ± · · · ± an−2 + an−1 − an = 0.

Ako je an−1 6= an tada zbog 0 < an−1 ≤ n − 1 i 0 < an ≤ n i
0 < |an−1−an| ≤ n−1. Izraz a1+a2+ · · ·+an je iste parnosti kao i
izraz a1+a2+···+|an−1−an| pa se prema induktivnoj pretpostavci
mogu odabrati znaci + i − takvi da je a1+a2+ · · ·+ |an−1−an| = 0
od kojih direktno sledi (poxto je |an−1 − an| = an−1 − an ili
|an−1 − an| = −an−1 + an) da postoji izbor takav da je:

a1 ± a2 ± · · · ± an = 0.

Time je dokaz zavrxen.

Zadatak 428. Neka su a1, a2, ..., an pozitivni realni brojevi. Dokazati
nejednakost

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≥ n
√
a1 · a2 · ... · an.

RexeƬe: Dokaza�emo ovaj zadatak regresivnom indukcijom.

1. Za n = 2 nejednakost koja se dokazuje sledi iz (
√
a1 −

√
a2)

2 ≥ 0.

2. Dokaжimo da ako je nejednakost taqna za n brojeva onda je ona
taqna i za 2n brojeva. Zaista:

a1 + a2 + ...+ a2n
2n

=
1

2
(
a1 + a2 + ...+ an

n
+
an+1 + an+2 + ...+ a2n

n
)
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≥ 1

2
( n
√
a1 · a2 · ... · an + n

√
an+1 · an+2 · ... · a2n)

≥
√

n
√
a1 · a2 · ... · an · n

√
an+1 · an+2 · ... · a2n

= 2n
√
a1 · a2 · ... · a2n

Ovime smo dokazali da data nejednakost vaжi za beskonaqno mnogo
brojeva (sve stepene dvojke).

Dokaжimo da ako je nejednakost taqna za n brojeva onda je ona
taqna i za n − 1 brojeva. Nejednakost je taqna za bilo kojih n
brojeva pa onda i za brojeve a1, a2, ..., an−1,

a1+a2+...+an−1

n−1 . Odatle
je:

a1 + a2 + ...+ an−1 +
a1+a2+...+an−1

n−1

n
≥ n

√
a1 · a2 · ... · an−1 ·

a1 + a2 + ...+ an−1

n− 1

Sre�ivaƬem se dobija:

a1 + a2 + ...+ an−1

n− 1
≥ n

√
a1 · a2 · ... · an−1 ·

a1 + a2 + ...+ an−1

n− 1

Posle stepenovaƬa leve i desne strane sa n i skra�ivaƬem obe
strane sa a1+a2+...+an−1

n−1 , i posle n− 1 korenovaƬa dobija se:

a1 + a2 + · · ·+ an−1

n− 1
≥ n−1

√
a1 · a2 · ... · an−1

qime je zadatak dokazan.

Zadatak 429. Dokazati da za svaki prirodan broj vaжi:

a)7|32n+1 + 2n+2;
b)27|10n + 18n− 1;
v)133|11n+2 + 122n+1;
g)59|5n+2 + 26 · 5n + 82n+1.

RexeƬe: Svi zadaci rexavaju se sliqno. Zato je ura�en samo jedan
primer. b)

1. Oqigledno je 27|101 + 18 · 1− 1 = 27

2. Pretpostavimo da za neko n-1 vaжi 27|10n−1 + 18(n− 1)− 1

3. Iz pretpostavke �emo dokazati tvr�eƬe zadatka. 10n + 18n− 1 =
10 · 10n−1 + 18(n − 1) − 1 + 18 = 9(10n−1 + 2) + 10n−1 + 18(n − 1) − 1
27|9(10n−1 + 2) jer 3|10n−1 + 2 a iz pretpostavke imamo 27|10n−1 +
18(n − 1) − 1 pa odatle sledi 27|10n + 18n − 1 xto je i trebalo
dokazati.
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Zadatak 430. Neka je p prost broj. Dokazati da za svaki prirodan
broj n vaжi da je np − n deƩiv sa p.

RexeƬe: Tvr�eƬe je trivijalno za sve brojeve n koji su deƩivi
brojem p. Zato pokaжimo tvr�eƬe za brojeve koji nisu deƩivi sa p.

1. Oqigledno je p|1p − 1 = 0.

2. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za neki broj n tj. p|np − n

3. Dokaжimo sada iz pretpostavke da �e tvr�eƬe da vaжi i za n+1:
Koriste�i se binomnom formulm dobijamo: (n + 1)p − (n + 1) =
1p + p!

1!(p−1)!n
11p−1 + ...+ p!

(p−1)!1!n
p−111 + np − (n− 1) tj. dobija se:

(n+1)p−(n+1) = np−n+p( (p− 1)!

1!(p− 1)!
n11p−1+...+

(p− 1)!

(p− 1)!1!
np−111)+1p−1

pa koriste�i se pretpostavkom dobijamo da vaжi p|(n+1)p−(n+1)
qime je dokazano tvr�eƬe.

Zadatak 431. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan
broj k takav da je k · 2n + 17 potpun kvadrat.

RexeƬe: Rexava�emo zadatak indukcijom po n.

1. Za n = 1 uzmimo da je k = 4 i dobijamo 4 · 21 + 17 = 25 = 52

2. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n postoji k takvo da je
k · 2n + 17 = m2 za neko m ∈ N .

3. Dokaжimo sada tvr�eƬe za n + 1 koriste�i pretpostavku. Neka
je k takvo da je k · 2n + 17 (induktivna pretpostavka). Ako je k
parno neka je onda k = 2t za neko t ∈ N . Tada je

m2 = k · 2n +17 = 2t · 2n+17 = t · 2n+1+17, pa je t = k
2 traжeni broj

za n+ 1.

Ako je k neparno tada posmatramo izraz 2n(k + m + 2n−2) + 17.
Koriste�i induktivnu pretpostavku k · 2n + 17 = m2 dobijamo:

2n(k+m+2n−2)+17 = 2nk+17+2n·m+22n−2 = m2+2·m·2n−1+22n−2 = (m+2n−1)2

Poxto je k neparno, m neparno, 22n−2 parno pa je broj k+m+22n−2

paran, pa je t = k+m+22n−2

2 broj koji zadovoƩava uslove zadatka.

Ovime je dokaz zavrxen.

Zadatak 432. Dokazati da je u svakom druxtvu broj Ʃudi koji se po-
znaju sa neparnim brojem Ʃudi iz druxtva paran.

RexeƬe: Dokaza�emo zadatak koriste�i matematiqku indukciju.
Oznaqimo ukupan broj poznanstava u tom druxtvu sa n.
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1. Za n = 1 poznaju se samo 2 qoveka pa je tvr�eƬe taqno.

2. Pretpostavimo da je tvr�eƬe taqno za neko n.

3. Koriste�i induktivnu pretpostavku dokaжimo da zadatak vazi
i za n + 1. Ovo bi znaqilo da su se upoznali dvoje iz druxtva
koji se do tada nisu poznavali. Mogu�e je da je pre toga jedna
od tih osoba poznavala paran, a druga neparan, da su obe pozna-
vale neparan broj Ʃudi ili da su obe poznavale paran broj Ʃudi
iz druxtva. Ni u jednom od ovih sluqajeva novim upoznavaƬem
parnost se ne naruxava.

37.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 433. Dokazati da je 2n > n2 za sve n ∈ N , n ≥ 5.

Zadatak 434. Neka su 0 ≤ ai ≤ 1 za i = 1, 2, ..., n. Dokazati da vaжi
nejednakost

1

1 + a1
+

1

1 + a2
+ · · ·+ 1

1 + an
≤ n

1 + n
√
a1 · a2 · ... · an

Zadatak 435. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi 2304|72n −
48n− 1.

Zadatak 436. Dokazati da za realne brojeve a, b ∈ [0, 1] i sve n ∈ N
vaжi nejednakost:

(a+ b− ab)n + (1− an)(1− bn) ≥ 1.

Zadatak 437. Dokazati da za sve prirodne brojeve n ≥ 2 vaжi:

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n
>

13

24
.
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Предавање 38

PrebrojavaƬa

Igor Martinovi�, Matematiqka gimnazija i Sr�an Stefanovi�,

Xabaqka gimnazija

38.1 Теориjски увод

Definicija 56. k - varijacija elemenata n-skupa A je k-torka eleme-
nata skupa A, tj. element skupa Ak.

Teorema 89. Broj k-varijacija elemenata n-skupa A jednak je nk.

Definicija 57. Pretpostavimo da k ≤ n. Broj k-varijacija bez po-
navƩaƬa elemenata n-skupa A je k-torka razliqitih elemenata skupa
A.

Teorema 90. Neka je k ≤ n. Broj k- varijacija bez ponavƩaƬa eleme-
nata n- skupa A jednak je n(n− 1) · · · (n− k + 1).

Definicija 58. Permutacija n-skupa A je n-varijacija bez ponavƩa-
Ƭa elemenata skupa A.

Teorema 91. Broj permutacija n-skupa A jednak je n!.

Definicija 59. Neka je k ≤ n. k-kombinacija elemenata n-skupa A je
k-podskup skupa A.

Teorema 92. Broj k- kombinacija elemenata n-skupa A jednak je
(
n
k

)
.

38.2 Задаци за рад

Zadatak 438. U kupeu ima 6 sedixta. Na koliko naqina se na ta
sedixta moжe razmestiti: a) 6 putnika b) 4 putnika v) 8 putnika (dva
uvek stoje)?

267
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RexeƬe: a) Prvi putnik moжe sesti na 6 naqina, drugi na 5, ... ,
xesti putnik moжe sesti na samo jedan naqin. Ukupan broj naqina je
6!; b) U ovom sluqaju putnici biraju sedixta jer su u maƬini. Prvi
moжe sesti na 6 naqina, drugi moжe sesti na 5 naqina, tre�i na 4
i qetvrti na 3 naqina, xto daje ukupno 360 naqina; v) Ovde sedixta
”biraju”putnike, jer su u maƬini. Na prvo sedixte moжe sesti 8 put-
nika, na drugo 7, itd. na xesto moжe sesti 3 putnika sto ukupno daje
8!
2 .

Zadatak 439. Na polici se nalazi 12 kƬiga. Na koliko naqina se moжe
izabrati 5 kƬiga, tako da nikoje dve izabrane kƬige nisu susedne?

RexeƬe: Broj izbora k kƬiga iz niza koji sadrжi n kƬiga, tako da
nikoje dve izabrane kƬige nisu susedne, jednak je broju n- varijacija
elemenata 0 i 1, takvih da svaka od tih varijacija sadrжi k jedinica
i n−k nula, pri qemu nikoje dve jedinice nisu susedne. Jedinice mogu
stajati ispred prve nule, izme�u prve i druge nule, . . . ,iza n − k-te
nule, pa je broj naqina jednak

(
n−k+1

k

)
. U naxem sluqaju on je jednak(

12−5+1
5

)
= 56.

Zadatak 440. Na koliko se naqina na xahovsku tablu mXn moжe po-
staviti k jednakih topova (k ≤ m ≤ n) tako da se nikoja dva topa ne
tuku me�usobno?

RexeƬe: Prvog topa moжemo postaviti na mn naqina. Broj po-
Ʃa koje on sada napada je m + n − 1. Drugog topa moжemo postaviti
na mn − m − n + 1 = (m − 1)(n − 1). Sada on napada m + n − 1 − 2 =
m + n − 3 novih poƩa jer �e 2 poƩa koja on napada da se poklapaju
sa 2 poƩa koje je napadao prvi. Tre�eg topa moжemo postaviti na
mn− 2m− 2n+4 = (m− 2)(n− 2) naqina. Itd. k-ti top se moжe posta-
viti na (m − k + 1)(n − k + 1) naqina. Ali ako npr. prvi top kog smo
postavili stoji na poƩu a1, a drugi na poƩu b2, onda bi isti raspo-
red bio kao da smo prvog stavili na b2, a drugog na a1. To nam daje
ukupno m(m−1)···(m−k+1)n(n+1)···(n−k+1)

k! naqina da postavimo k topova na
mXn tablu, tako da se nikoja dva me�usobno ne tuku.

Zadatak 441. Na koliko naqina se 25 osoba koje rade zadatke moжe
raspodeliti na 6 grupa tako da u jednoj bude 6, u dve po 5, u tri po 3
osobe, ako: a) sve grupe imaju razliqite zadatke b) grupe, u kojima su
po tri osobe imaju iste zadatke c) grupe, u kojima je isti broj osoba,
imaju ste zadatke?

RexeƬe: a) Prvih 6 osoba biramo na
(
25
6

)
naqina, slede�ih pet na(

19
5

)
naqina, slede�ih 5 na

(
14
5

)
naqina, slede�e 3 na

(
9
3

)
naqina, slede�e

3 na
(
6
3

)
naqina, slede�e 3 na

(
3
3

)
naqina xto daje ukupno 25!

6!·(5!)2·(3!)3 . b)
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Isto kao pod a) samo konaqno rexeƬe delimo sa 3!, jer postoje 3 grupe
koje imaju iste zadatke xto daje ukupno 25!

6!·(5!)2·(3!)4 naqina. c) Isto kao

pod a) samo konaqno rexeƬe delimo sa 2! · 3!, jer postoje dve grupe od
po 5 osoba koje rade iste zadatke, i tri grupe od po tri osobe koje
rade iste zadatke. To nam daje ukupno 25!

6!·(5!)2·(3!)4·2 naqina.

Zadatak 442. Na koliko naqina se mogu pore�ati u niz brojevi 1, 2, . . . , 3n
tako da svaki broj stoji na mestu qiji redni broj pri deƩeƬu sa 3 daje
isti ostatak kao i sam taj broj?

RexeƬe: Imamo n brojeva deƩivih sa 3, n brojeva koji pri deƩeƬu
sa 3 daju ostatak 1 i n brojeva koji pri deƩeƬu sa 3 daju ostatak 2. n
brojeva se na n mesta moжe rasporediti na n! naqina. Onda je ukupan
broj naqina jednak (n!)3.

Zadatak 443. Na koliko naqina koxarkaxki trener moжe sastaviti
ekipu od 5 koxarkaxa, u kojoj �e dvojica igrati na mestu centra,
dvojica na mestu beka i jedan na mestu krila, ako ima na raspolagaƬu
10 koxarkaxa od kojih trojica mogu biti samo centri, trojica samo
bekovi, jedan samo krilo, dvojica mogu biti krilo ili bek, a jedan
krilo ili centar?

RexeƬe: Odre�ivaƬem broja razliqitih sastava ekipe, u zavisno-
sti od toga koji igraq igra na mestu krila i korix�eƬem pravila
zbira i proizvoda, dobijamo da je traжeni broj jednak

(
5
2

)(
4
2

)
+2
(
4
2

)(
4
2

)
+(

5
2

)(
3
2

)
= 162.

Zadatak 444. Svako od jediniqnih poƩa tablice 3X3 obojeno je jednom
od tri boje. Koliko ima razliqitih bojeƬa kod kojih su svaka dva su-
sedna jediniqna poƩa (tj. poƩa sa zajedniqkom stranicom) razliqite
boje?

RexeƬe: Neka su boje oznaqene sa a, b, c. Ako je centralno poƩe
obojeno bojom a, mogu�i su slede�i sluqajevi: (1) Sva qetiri poƩa
susedna centralnom su obojena istom bojom. Ta boja se moжe izabrati
na 2 naqina i tada za svako ugaono poƩe postoje 2 mogu�nosti za izbor
boje (ako je, na primer, boja poƩa susednih centralnom b, ugaona poƩa
mogu biti a ili c), pa je u ovom sluqaju broj mogu�ih bojeƬa 2·24 = 32.
(2) Tri poƩa susedna centralnom su iste, a qetvrto razliqite boje.
Takvih bojeƬa ima

(
4
1

)
= 4 i za svako takvo bojeƬe preostala (uga-

ona) poƩa se mogu obojiti na 22 naqina (2 ugaona poƩa imaju susedna
poƩa razliqite boje, pa je Ƭihova boja jednoznaqno odre�ena; preo-
stala 2 poƩa imaju susedna iste boje, pa za Ƭihovo bojeƬe postoje 2
mogu�nosti), pa je broj bojeƬa u ovom sluqaju 2 · 4 · 22 = 32. (3) Po
dva susedna poƩa su obojena istom bojom. U ovoj situaciji postoji
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dva sluqaja: (a) PoƩa koja su dijametralno suprotna u odnosu na cen-
tralno su razliqite boje (ovakvih bojeƬa ima 4). Tada 2 ugaona poƩa
imaju susedna poƩa razliqite boje ( pa je Ƭihova boja jedinstveno
odre�ena), a 2 ugaona poƩa imaju susedna poƩa iste boje (pa se Ƭi-
hova boja moжe izabrati na 2 naqina). Sledi da je broj bojeƬa u ovoj
situaciji 4 ·22 = 16. (b) PoƩa koja su dijametralno suprotna u odnosu
na centralno su iste boje ( ovakvih bojeƬa ima 2). Tada svako ugaono
poƩe ima susedna poƩa razliqite boje, pa je Ƭihova boja jedinstveno
odre�ena, tj. broj bojeƬa u ovoj situaciji je 2. Dakle, ako je cen-
tralno poƩe obojeno bojom a, traжenih bojeƬa ima 32+32+16+2 = 82,
pa je ukupan broj traжenih bojeƬa 3 · 82 = 246.

Zadatak 445. Zapisuje se tok promene rezultata u jednom setu odboj-
kaxke utakmice, npr. 0 : 1, 0 : 2, 1 : 2,. . .. Koliko ima razliqitih
mogu�ih zapisa, ako je konaqan rezultat 15 : n, gde je 0 ≤ n ≤ 13?

RexeƬe: Ako je n fiksiran broj, onda je broj razliqitih zapisa
rezultata jednak

(
14+n

n

)
. Broj razliqitih zapisa rezultata, kod kojih

gostuju�a ekipa nije postigla vixe od 13 poena, jednak je
(
14
14

)
+
(
15
14

)
+

. . .+
(
27
14

)
=
(
28
15

)
.

Zadatak 446. Odrediti broj svih naqina na koje se mogu rasporediti
4 kuglice u 7 kutija ako se: a) i kuglice i kutije razlikuju; b) kuglice
se ne razlikuju, a kutije se razlikuju v) kuglice se razlikuju, a kutije
se ne razlikuju g) ne razlikuju se ni kuglice ni kutije

RexeƬe: a) Prvu kuglicu moжemo rasporediti na 7 naqina, isto
je i za drugu, tre�u i qetvrtu. To daje ukupno 74 = 2401 naqina. b)
Kako se kuglice ne razlikuju, onda se razliqiti naqini ogledaju raz-
liqitim brojem kuglica u kutijama, tj. broj naqina je broj rexeƬa
jednaqine x1 + x2 + . . . + x7 = 4. Tako da naqina ima

(
4+7−1

4

)
= 210 v)

Pogledajmo primer pod (d). U prvom sluqaju imamo samo 1 naqin, jer
se kutije ne razlikuju, a u svakoj ima po 1 kuglica. I u petom sluqaju
imamo 1 naqin. U drugom sluqaju imamo

(
4
2

)
= 6 naqina. U tre�em

imamo 3 naqina, jer nam je svejedno da li su kuglice a i b u prvoj,
a c i d u drugoj kutiji ili je obrnuto. I u qetvrtom sluqaju imamo(
4
3

)
= 4 naqina. To daje ukupno 1+ 6+3+4+1 = 15 naqina. g) Ima pet

razliqitih rasporeda (1, 1, 1, 1; 2, 1, 1, 0; 2, 2, 0, 0; 3, 1, 0, 0; 4, 0, 0, 0).

Zadatak 447. U senatu ima 30 senatora. Svaki od senatora je u sva�i
sa taqno xest drugih senatora. Na koliko naqina moжe biti formi-
rana troqlana komisija senatora tako da su svaka dva qlana komisije
me�usobno u sva�i ili da nikoja dva qlana komisije nisu u sva�i?

RexeƬe: Neka je x broj troqlanih komisija koje zadovoƩavaju uslove
zadatka(dobre komisije), a y broj komisija koje ne zadovoƩavaju uslove
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zadatka (loxe komisije). Tada je x + y =
(
30
3

)
= 4060. Sada neka svaki

senator napravi spisak svih troqlanih komisija kojih je on qlan, ali
tako da druga dva senatora su ili oba u sva�i s Ƭim, ili nijedan nije
u sva�i s Ƭim. Svaki takav spisak sadrжi

(
23
2

)
+
(
6
2

)
= 268. Na tom

spisku �e se svaka dobra komisija javiti tri puta(zapisa�e je svaki
poslanik), a svaka loxa samo jednom. Zato je 3x + y = 30 · 268 = 8040.
Na taj naqin dobili smo sistem jednaqina: x+ y = 4060, 3x+ y = 8040,
odakle dobijamo x = 1990.

38.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 448. Na koliko naqina se mogu 8 belih xahovskih figura
( 2 topa, 2 lovca, 2 skakaqa, kraƩ i dama) postaviti na prvom redu
xahovske table?

Zadatak 449. Na koliko naqina se 8 istih svezaka, 9 istih olovaka i
10 istih kƬiga mogu podeliti trojici uqenika, tako da svaki uqenik
dobije bar jedan predmet svake vrste?

Zadatak 450. Izraqunati zbir cifara koje su upotrebƩene za zapis
svih prirodnih brojeva od 1 do 1000000.

Zadatak 451. Na koliko se naqina prirodan broj n moжe predstaviti
kao zbir jednog ili vixe prirodnih brojeva? Dva predstavƩaƬa sa
istim sabircima su razliqita ako redosled sabiraka nije isti. Npr.
broj 3 se moжe predstaviti na 4 naqina: 3 = 1+1+1, 3 = 1+2, 3 = 2+1,
3 = 3.

Zadatak 452. Neki rasejani qovek ima 6 napisanih pisama koje treba
da stavi u 6 koverata sa napisanim adresama xestorice Ʃudi. Na
koliko naqina on moжe staviti pisma u koverte tako da nijedno pismo
ne stigne onome kome je nameƬeno?
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Предавање 39

Stereometrija

Erna Oklapi, Elektrotehniqki fakultet, Beograd

39.1 Теориjски увод

Stereometrija je deo elementarne geometrije koja prouqava svoj-
stva figura smextenih u prostoru. Po naqinu obrazovaƬa geometrij-
skih tela, stereometrija se deli na stereometriju poliedara i ste-
reometriju obrtnih tela.

Definicija 60. Unija svih prava koje prolaze kroz neku taqku date
ravne izlomƩene linije A1A2...An, a paralelne su datoj pravi l koja
seqe ravan izlomƩene linije, naziva se prizmatiqna povrx.

Definicija 61. Prizma je geometrijsko telo ograniqeno prizmatiq-
nom povrxi i dvema paralelnim preseqnim ravnima te povrxi.

Definicija 62. Neka je V taqka koja ne pripada ravni mnogougla
A1A2...An. Unija svih poluprava sa zajedniqnim poqetkom V koje seku
zatvorenu izlomƩenu liniju A1A2...An, naziva se n-tostrana rogƩa-
sta povrx.

Definicija 63. Piramida je geometrijsko telo ograniqeno rogƩa-
stom povrxi i jednom ravni koja ne sadrжi Ƭen vrh, a seqe sve Ƭene
izvodnice.

Definicija 64. Poliedar je pravilan ako su sve Ƭegove strane pra-
vilni mnogouglovi sa istim brojem stranica i ako se u svakom temenu
sastaje isti broj ivica.

Pravilni poliedri (Platonova tela):

• Tetraedar - sastoji se od 4 jednakostraniqna trougla.
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• Heksaedar ili kocka - sastoji se od 6 kvadrata.

• Oktaedar - sastoji se od 8 jednakostraniqnih trouglova.

• Dodekaedar - sastoji se od 12 petouglova

• Ikosaedar - sastoji se od 10 jednakostraniqnih trouglova.

Povrxina i zapremina odgovaraju�eg tela se odre�uje uz pomo� slede�ih
formula:

Povrxina prizme: P = 2B +M
Povrxina piramide: P = B +M
Povrxina zarubƩene piramide: P =M +B +B1

Zapremina prizme: V = B ·H
Zapremina piramide: V = 1

3BH

Zapremina zarubƩene piramide: V = H
3 (B +

√
BB1 +B1)

Definicija 65. Povrx koja se dobija obrtaƬem linije l oko utvr�ene
duжi AB za pun ugao naziva se obrtna povrx.

Definicija 66. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem prave koja je pa-
ralelna osi, naziva se prava cilindriqna povrx.

Definicija 67. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem prave koja seqe
osu, a nije normalna na Ƭu, naziva se prava konusna povrx

Definicija 68. Obrtna povrx dobijena obrtaƬem polukruжnice oko
prave koja sadrжi Ƭen preqnik, naziva se sfera.

Analogno poliedrima, povrxina i zapremina obrtnih tela se odre-
�uje na slede�i naqin:

Povrxina vaƩka: P = 2B +M = 2rπ(r +H)
Povrxina prave kupe: P = B +M = rπ(r + s)
Povrxina zarubƩene prave kupe: P = M + B +B1 = π(R2 + r2 +

(R+ r)s)

Zapremina vaƩka: V = B ·H = r2πH
Zapremina kupe: V = 1

3BH = 1
3r

2πH

Zapremina zarubƩene kupe: V = H
3 (B +

√
BB1 + B1) =

1
3Hπ(R

2 +
Rr + r2)

Definicija 69. Telo ograniqeno sferom naziva se lopta.

Povrxina sfere polupreqnika r: P = 4r2π
Povrxina sfernog svoda: P = 2rπH
Povrxina sfernog pojasa: P = 2rπh

Zapremina lopte polupreqnika r: V = 4
3r

3π

Zapremina loptinog odseqka: V = πH2

3 (3r −H)
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39.2 Задаци за рад

Zadatak 453. Osnova piramide je tangentni poligon sa n stranica
opisan oko kruga polupreqnika r. Obim poligona je 2p, a boqne strane
piramide nagnute su preka ravni osnove pod uglom ϕ. Odrediti za-
preminu piramide.

RexeƬe: Visina piramide je H = rtgϕ. Ako su a1, a2, ..., an stranice
poligona, onda je povrxina osnove B = 1

2r(a1+a2+ ...+an) =
1
2r ·2p = rp,

pa je zapremina piramide V = r2ptgϕ
3 .

Zadatak 454. Pravilna qetvorostrana prizma osnovne ivice a i vi-
sine h preseqena je sa ravni koja prolazi kroz ivicu gorƬe baze i sa
Ƭom zatvara ugao od 30o . Izraqunati povrxinu i zapreminu doƬeg
dela prizme.

RexeƬe: Posmatra se gorƬi deo prizme. ZakƩuqujemo da je gorƬi
deo prizme trostrana pravilna prizma visine a i trougaone baze sa
stranicama a, x, y (a, x su katete, y je hipotenuza). Baza predstavƩa
polovinu jednakostraniqnog trougla, tako da zakƩuqujemo da je x =
a
√
3

3 , a y = 2a
√
3

3 . DaƩim raqunaƬem dobijamo: P = a2(1 + 2
√
3

3 ) + 4ah,

V = a2h− a3
√
3

6

Zadatak 455. Oko osnove vaƩka opisan je jednakokraki trapez povrs-
hine 50cm2, sa oxtrim uglom od 30o. Izraqunati povrxinu i zapre-
minu vaƩka ako je Ƭegova visina jednaka kraku trapeza.

RexeƬe: Po osobinama tangentnog qetvorougla zakƩuqujemo da je
krak c = a+b

2 . Visina trapeza je h = c
2 . Kako je povrxina trapeza

P = a+b
2 ·h = c2

2 = 50cm2 dobijamo c = 10cm, h = 5cm. DaƩim raqunaƬem

dobijamo da je r = h
2 = 2, 5, i na kraju: P = 62, 5πcm2, V = 62, 5πcm3

Zadatak 456. Trapez rotira jednom oko ve�e, a zatim oko maƬe osno-
vice. Zapremine dobijenih obrtnih tela se odnose kao 3:4. Odrediti
razmeru osnovica trapeza.

RexeƬe: Ako trapez rotira oko ve�e osnovice, onda je V1 = r2πb +
1
3r

2πx + 1
3r

2πy = 1
3r

2π(2b + a). Ako trapez rotira oko maƬe osnovice
V2 = r2πb − 1

3r
2πx − 1

3r
2πy = 1

3π(2a + b) gde su a, b osnovice, r visina,
x, y projekcije krakova na ve�oj osnovici. Na osnovu pretpostavke
proizilazi 2b+a

2a+b
= 3

4 ⇒ a : b = 5 : 2

Zadatak 457. Obim pravouglog trougla je jednak 2p, a hipotenuza c.
Izraqunati zapreminu vaƩka qija je osnova krug upisan u trouglu, a
Ƭegova visina jednaka je hipotenuzi.

RexeƬe: Primenom sliqnosti na pravougli trougao imamo da pod-
noжje visine hipotenuze deli hipotenuzu na odseqke p, q i vaжi slede�e
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hc =
√
pq, a =

√
cp, b =

√
cq. Sledi da je polupreqnik upisane kruж-

nice r = a+b−c
2 , a po datim podacima r = p − c. Konaqno sledi da je

V = (p− c)2cπ

Zadatak 458. Romb qije su dijagonale 3dm i 4dm rotira oko visine
koja sadrжi sredixte romba. Izraqunati zapreminu dobijenog tela.

RexeƬe: Primenom osobina romba moжemo izraqunati stranicu i
visinu romba. Sledi da je a = 25cm i h = 12cm. RotiraƬem dobijamo
telo koje se sastoji od dve zarubƩene kupe. Polupreqnih maƬe baze je
a
2 , a polupreqnik ve�e baze je a+x

2 gde je x2 = a2−h2. DaƩim raqunaƬem
dobijamo V = 4898πcm3

Zadatak 459. Visina kupe qija je zapremina V podeƩena je na tri
jednaka dela. Kroz deone taqke postavƩene su ravni paralelne sa
ravni osnove. Odrediti zapreminu sredƬeg dela kupe.

RexeƬe: Primenom sliqnosti dobijamo da je zapremina gorƬe male
kupe Vm = 1

27V . DaƩim raqunaƬem dobijamo da je zapremina dela kupe
bez doƬeg dela Vs =

8
27V . Tako�e prime�ujemo da se zapremina te kupe

moжe izraziti i u slede�em obliku Vs = Vm + V1 odakle dobijamo
traжenu zapreminu V1 = 7

27V .

Zadatak 460. Oko date lopte je opisana prava zarubƩena kupa. Doka-
zati da je povrxina lopte maƬa od omotaqa kupe.

RexeƬe: Neka su R i r polupreqnici osnova kupe, s Ƭena izvod-
nica i ρ polupreqnik lopte; tada su povrxina lopte i omotaqa kupe:
P = 4πρ2 = π(2ρ)2, M = πs(R + r). Kako je trapez (osni presek kupe)
tangentan, vaжi jednakost s = r + R, pa je M = s2π. Poxto je s > 2ρ,
dobija se πs2π(2ρ)2, odnosno M > P , qime je dokaz zavrxen.

Zadatak 461. Oko lopte opisana je pravilna trostrana prizma, a oko
Ƭe je opisana lopta. Odrediti odnos povrxina lopti.

RexeƬe: Polupreqnici opisane i upisane sfere oko tetraedra su

ro =
√
6
4 a i ru =

√
6

12 a, respektivno. RaqunaƬem zapremine po a dobijamo
traжeni odnos: 4 : 1

Zadatak 462. Svaka od qetiri kugle koje leжe na ravnom stolu (i do-
diruju sto) dodiruju ostale tri kugle. Tri kugle imaju polupreqnik
R. Odrediti polupreqnik qetvrte kugle.

RexeƬe: Centri triju kugli polupreqnika R pripadaju paralelnoj
ravni stola i obrazuju jednakostraniqni trougao C1C2C3 stranice
2R. Visina tog trougla je h = R

√
3 r = R

3 . Ako qetvrta kugla ima
polupreqnik r, Ƭen centar C4 nalazi se na rastojaƬu r od stola i
sa centrima ostalih triju kugli odre�uje jednu trostranu piramidu,
qija je osnova trougao C1C2C3. Visina te piramide je H = R − r, a
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boqne ivice su s = R+ r. Neka je T teжixte trougla C1C2C3. Tada iz
pravouglog trougla C1TC4, imamo ekvivalencije:

s2 = H2 + (
2h

3
)2 ⇔ (R+ r)2 = (R − r)2 +

4R2

3
⇔ r =

R

3

39.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 463. Data je kocka ABCDA′B′C′D′. Na boqnim stranama
ADD′A′ i BCC′B′ odrediti redom taqke M i N , takve da je duжina
izlomƩene linije AMNC′ minimalna.

Zadatak 464. Koliku povrxinu vidi pilot sa visine h iznad ZemƩe?

Zadatak 465. U prostoru su date taqke A,B,C i D. Ako je ∠DAB =
∠ABC = ∠BCD = ∠CDA = 90◦ dokazati da su A,B,C i D komplanarne.

Zadatak 466. Stranice trougla ABC su a, b, c. Na�i polupreqnike
sfera koje dodiruju ravan trougla ABC u taqkama A,B,C i koje se
dodiruju me�usobno.

Zadatak 467. Dokazati da za svake 4 nekomplanarne taqke postoji je-
dinstvena taqka koja je jednako udaƩena od Ƭih.
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Предавање 40

Teorija grafova

Nikola Mrkxi�, Matematiqka gimnazija

40.1 Теориjски увод

Definicija 70. Prost graf(neusmeren, neteжinski, bez ciklusa) moжe
se definisati kao ure�ena trojka G = (V,E, I), gde su V i E dis-
junktni, konaqni skupovi a I relacija odnosa takva da je svaki element
E u odnosu sa taqno dva razliqita elementa V , a nikoja dva elementa
E nisu u odnosu sa istim parom iz V . Ova ograniqeƬa mogu se va-
rirati da bi se dobile druge vrste grafova(beskonaqni, usmereni,
orijentisani, itd). Skup V nazivamo qvorovima, a E ivicama grafa.

Definicija 71. Stepen qvora v je broj ivica koje polaze iz datog
qvora. Ukoliko je u pitaƬu usmeren graf, moжemo razlikovati ulazni
stepen(broj ivica koje se zavrxavaju u datom qvoru), i izlazni(broj
ivica koje ”izviru”iz datog qvora). Dva qvora su susedna ako sadrжe
zajednicku ivicu. Stepen qvora jednak je broju suseda datog qvora.

Definicija 72. Stepen qvora v je broj ivica koje polaze iz datog
qvora. Ukoliko je u pitaƬu usmeren graf, moжemo razlikovati ulazni
stepen(broj ivica koje se zavrxavaju u datom qvoru), i izlazni(broj
ivica koje ”izviru”iz datog qvora). Dva qvora su susedna ako sadrжe
zajednicku ivicu. Stepen qvora jednak je broju suseda datog qvora.
Kompletan graf je onaj graf u kome izme�u svaka dva qvora postoji
ivica.

Definicija 73. Povezan graf je onaj graf u kome postoji put od
svakog qvora do bilo kog drugog qvora. Ukoliko graf nije povezan, on
se moжe podeliti u konaqno mnogo povezanih komponenti, gde je svaka
komponenta podgraf originalnog grafa, i sama za sebe predstavƩa
povezan graf.
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Definicija 74. Put u grafu je sekvenca naizmeniqnih qvorova i
ivica, takva da se izme�u svaka dva qvora nalazi ivica koja ih spaja.
Put koji ima isti poqetni i krajƬi qvor naziva se ciklus. Povezan
graf koji ne sadrжi cikluse naziva se drvo(stablo). Ukoliko nije po-
vezan, naziva se xuma. Ojlerov put(ili ciklus), je onaj put(ciklus)
qijim bi prolaskom obixli svaku ivicu grafa taqno jednom. Ha-
miltonov put(ciklus) je onaj qijim bi prolaskom obixli svaki qvor
grafa taqno jedan put.

Teorema 93. Neusmeren graf ima Ojlerov ciklus ako i samo ako su
mu svi stepeni qvorova parni. U suprotnom, ako taqno dva qvora
imaju neparan stepen, graf sadrжi Ojlerov put. Ukoliko je graf
neusmeren, da bi sadrжao Ojlerov ciklus svi Ƭegovi qvorovi moraju
imati jednak ulazni i izlazni stepen. Dodatno, ako je kod taqno jednog
qvora izlazni stepen za jedan ve�i od ulaznog, i ako je kod taqno
jednog ulazni stepen za jedan ve�i od izlaznog, dati graf sadrжi
Ojlerov put.

Definicija 75. Teжinski graf je graf u kome je svakoj ivici dode-
Ʃena odre�ena teжina, koja, na primer, moжe oznaqavati vreme po-
trebno da se pre�e rastojaƬe od qvora u do qvora v. Najkra�i put od
cvora u do qvora v je, dakle, niz ivica i qvorova qijim se prolaskom
najbrжe prelazi put izme�u ta dva qvora. U istom takvom teжin-
skom grafu, razapiƬu�e stablo je podgraf datog grafa koji sadrжi
sve Ƭegove qvorove i povezan je, ali nema cikluse - tj. u pitaƬu je
stablo. Nazovimo minimalnim razapiƬu�im stablom ono stablo koje
zadovoƩava date uslove i qiji je zbir teжine ivica najmaƬi mogu�i.
Ekscentricitet qvora v predstavƩa najduжe od svih minimalnih ra-
stojaƬa od qvora v do svih ostalih qvorova u grafu. Neka qvor v ima
najveci ekcentricitet, a qvor u najmaƬi - e(v) predstavƩa dijametar
grafa, a e(u) radijus grafa G.

Definicija 76. Planaran graf je onaj graf koji moжe biti pred-
stavƩen u ravni tako da se Ƭegove ivice dodiruju samo u qvorovima
grafa.

Teorema 94. DovoƩan uslov da graf bude planaran je da ne sadrжi
podgraf koji predstavƩa kompletan bipartitivan K3, 3 graf, ili kom-
pletan K5 graf. Za prost, povezan graf, postoji jednostavan krite-
rijum za odre�ivaƬe planarnosti: Ukoliko je v > 2, onda je e < 3v−5.
Dodatno, ako je v > 3 i ako u grafu nema ciklusa duжine 3, onda je
e < 2v − 3.

40.2 Задаци за рад

Zadatak 468. Da li je mogu�e pre�i svih sedam mostova tako da se
ni jedan od Ƭih ne pre�e vixe od jedanput?
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RexeƬe: Evidentno, ovde se od nas traжi da uoqimo da li u datom
grafu postoji Ojlerov put. Uoqimo da su, ako posmatramo date delove
kopna kao qvorove, a mostove kao ivice grafa, stepeni datih qvorova
5, 3, 3 i 3. Kako je neophodan uslov za postojaƬe Ojlerovog puta da
stepeni taqno nijednog ili dva qvora budu neparni, jasno je da on za
ovaj graf ne postoji, te da je ove mostove nemogu�e pre�i na traжeni
naqin.

Zadatak 469. Da li se moжe nacrtati linija kroz svih deset duжi
date slike bez podizaƬa olovke i prolaжeƬa olovkom kroz neke od
ivica dva puta?

RexeƬe: Posmatrajmo svaku od povrxina odre�enih datom figurom
kao qvor grafa. Deset datih duжi predstavƩaju grane koje spajaju te
qvorove. Sada, potrebno je na�i Ojlerov put kroz dati graf. Sa
slike se vidi da put mora krenuti iz qvorova A ili D, kako su to
jedina dva qvora sa neparnim stepenom. Kako su stepeni B i C parni,
Ojlerov put postoji, te je traжeni zadatak izvodƩiv.

Zadatak 470. Da li se qetiri ivice pravougaonika i Ƭegove dve di-
jagonale mogu nacrtati u jednom potezu?

RexeƬe: Ako ivice pravougaonika posmatramo kao qvorove, vidimo
da su stepeni svih qvorova jednaki 3. Dakle, Ojlerov put ovde ne
postoji.
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Zadatak 471. a) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni
2,2,3,3,4,5? b) Da li postoji graf sa 5 qvorova qiji su stepeni 0,1,2,3,4?
v) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni 2,3,3,4,4,4? g) Da
li postoji graf sa 7 qvorova qiji su stepeni 6,3,3,3,3,3,3? Da li ti
grafovi sadrжe Hamiltonov i Ojlerov put, odnosno ciklus?

RexeƬe: a) Ne, zato xto zbir svih stepena treba da bude paran -
svaka grana diжe stepene dva qvora za jedan. b) Ne, jer ukoliko jedan
qvor ima stepen n− 1, onda je on povezan sa svim ostalim qvorovima.
Me�utim, dat nam je i jedan qvor sa stepenom 0, xto nas dovodi do
kontradikcije. v) Da, priliqno ga je lako i konstruisati. Qim po-
stoji, jasno nam je(po Ƭegovim stepenima), da sadrжi Ojlerov put, ali
ne i ciklus. Tako�e, sa slike se vidi da dati graf sadrжi i Hamil-
tonov put. g) Da, i tako�e se lako da konstruisati. Opet, trivijalno
sledi da sadrжi Hamiltonov put, ali ne i ciklus. Zbog vixe od dva
qvora sa neparnim stepenom, moжemo biti sigurni da Ojlerovog puta
nema.

Zadatak 472. Graf je bipartitivan ukoliko se moжe podeliti u dva
disjunktna podgrafa tako da unutar Ƭih nikoja dva qvora nisu pove-
zana, a grane postoje iskƩuqivo izme�u date dva podgrafa. Dokazati
da je graf bipartitivan ako i samo ako ne sadrжi cikluse neparne
duжine.

RexeƬe: Ispratimo slede�i algoritam: Izaberimo bilo koji qvor
i stavimo ga u skup A. Zatim, ispratimo svaku ivicu koja kre�e iz
datog qvora i stavimo sve qvorove sa drugog kraja tih ivica u skup
B. Izbriximo sve ivice koje smo upravo upotrebili. Sada, za sve
qovorove iz B do kojih smo upravo doxli, ispratimo sve grane koji
kre�u iz Ƭih i qvorove sa druge strane stavimo u skup A. Izbris-
hemo sve upravo upotrebƩene ivice, te ponavƩamo algoritam dok ne
klasifikujemo sve qvorove datog grafa. Ovaj algoritam nikad ne�e
pokuxati da premesti qvor iz jednog skupa u drugi - ako je nekom
qvoru v ve� dodelio skup, ako bi ga susreo pri alociraƬu qvorova u
onaj drugi skup, to bi znaqilo da ga je susreo posle neparnog broja
koraka, tj. da u datom grafu postoji ciklus neparne duжine, xto je u
suprotnosti sa inicijalnim tvr�eƬem.

Zadatak 473. Dokazati da u svakom prostom grafu postoje dva qvora
sa istim stepenom.

RexeƬe: Neka dati graf ima n qvorova. Najve�i stepen koji neki
qvor moжe imati je n − 1. Ukoliko postoji qvor sa tim stepenom, on
je povezan sa svim ostalim qvorovima, te ne moжe postojati qvor sa
stepenom 0. Sliqno, ako postoji qvor sa stepenom 0, ne moжe postojati
qvor sa stepenom n − 1. Dakle, stepeni qvorova mogu imati najvixe
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n− 1 razliqitih vrednosti. Kako graf ima n qvorova, sledi(po Di-
rihleovom principu), da postoje bar dva qvora sa istim stepenom.

Zadatak 474. Ako je n Ʃudi prisustvovalo konferenciji, i ako se deo
zvanica pozdravio sa odre�enim brojem Ʃudi, pokazati da postoje bar
dve osobe koje su se pozdravile sa istim brojem Ʃudi.

RexeƬe: Posmatra�emo zvanice kao qvorove grafa. Ivica izme�u
dva qvora postoji akko su se te dve osobe pozdravile. Ukoliko su se
neke dve osobe pozdravile sa istim brojem Ʃudi, stepen ta dva qvora
bice jednak. Dakle, problem se svodi na rexeƬe zadatka 6.

Zadatak 475. Svaki grad u nekoj drжavi povezan je direktnim avi-
onskim linijama sa taqno tri druga grada. Iz svakog grada se sa
najvixe jednim presedaƬem moжe sti�i u bilo koji drugi grad te
drжave. Koliki je najve�i mogu�i broj gradova u toj drжavi?

RexeƬe: Oznaqimo gradove brojevima 1, 2, 3.... Iz grada 1 se, sa
jednim presedaƬem moжe sti�i u jox najvixe xest gradova, te mak-
simalni broj gradova nije ve�i od 10. Relativno lako se moжe na�i
raspored tih 10 gradova tako da zadovoƩavaju uslove zadatka.

Zadatak 476. U drжavi Okeaniji postoji n, n > 1 gradova, koje treba
povezati telefonskim linijama tako da vaжe slede�i uslovi: a) Svaka
linija povezuje dva grada. b) Postoji ukupno n− 1 linija. v) Iz sva-
kog od tih gradova moжe se(makar indirektno) razgovarati sa svim
ostalim gradovima. Dokazati da postoji grad koji je direktno pove-
zan sa taqno jednim gradom, te da je ovaj skup telefonski linija u
stvari stablo.

RexeƬe: Gradovi predstavƩaju qvorove grafa, a telefonske veze
izme�u Ƭih telefonske veze. Dati graf je povezan, a mi treba da do-
kaжemo da postoji qvor sa stepenom 1. Iz uslova zadatka imamo da je
S1 + ...Sn = 2(n − 1) Dakle, za bar jedan qvor vazi Si < 2. Kako je po
uslovima zadatka graf povezan, sledi da je stepen svakog qvora ve�i
od nule, te moжemo zakƩuqiti da ovde imamo bar dva qvora stepena
1. Ostali qvorovi mogu imati stepene i ve�e od 2, ali ukupan broj
qvorova onemogu�ava postojaƬe ciklusa. Dakle, ovaj graf je u stvari
stablo.

Zadatak 477. U drжavi Okeaniji izgra�ena je mreжa puteva,takva da
iz svakog grada polaze taqno tri puta. Putnik namernik iz svog grada
polazi proizvoƩnim putem - u prvom gradu u kom stigne on skrene
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levo, u slede�em desno, u narednom levo, i tako naizmeniqno. Doka-
zati da �e se putnik posle konaqno mnogo koraka vratiti ku�i.

RexeƬe: Oznaqimo sa 0 trenutak polaska putnika, a sa 1, 2, 3.. re-
dom trenutke skretaƬa. Nazovimo direktnim putem deo putne mreжe
kojim se iz jednog grada moжe sti�i u drugi bez prolaska kroz neki od
ostalih gradova. Ako putnik putuje dovoƩno dugo, proputova�e vixe
od 4n+1 direktnih puteva, a bar jednim direktnim putem AB(gde su A
i B gradovi), pro�i �e bar 5 puta i pri tome bar tri puta skrenuti
u istom smeru, recimo desno. Neka se to desilo u trenucima i i j, gde
i < j. To znaqi da je u trenucima i − 1, j − 1 skrenuo levo, i − 2, j − 2
desno... To znaqi da je putnik prexao isti put u trenucima 0 do i,
kao od j − i do j. Prema tome, u svom gradu bio je u trenutku j − i,
xto znaqi da se vratio ku�i posle konaqno mnogo koraka.

40.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 478. Na xahovskoj tabli dimenzija a) 5× 4; b) 4× 4 u doƬem
levom uglu nalazi se skakaq. Da li skakaq moжe da obi�e sva poƩa
xahovske table taqno jedanput?

Zadatak 479. KraƩ Xongabonga je imao qetiri sina. Deset od Ƭego-
vih muxkih potomaka su imali po tri sina svaki, petnaest od Ƭegovih
muxkih potomaka su imali po dva sina svaki, dok su svi ostali umrli
bez dece. Ako je poznato da kraƩ Xongabonga nije imao жenskih po-
tomaka, koliko je ukupno muxkih potomaka imao ovaj kraƩ?

Zadatak 480. U nekoj drжavi izme�u svaka dva grada postoji jedno-
smerna avionska linija.Dokazati da postoji grad iz kojeg se u svaki
drugi grad moжe sti�i avionom sa najvixe jednim presedaƬem.

Zadatak 481. Svako od 20 Ʃudi xaƩe nekoj desetorici od ostalih
po jedno pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj
poslale pismo.

Zadatak 482. Grad ima kvadratnu mreжu sa m ”horizontalnih”i n
”vertikalnih”ulica. Kolika je najmaƬa duжina dela mreжe koji treba
asfaltirati tako da se od svake raskrsnice do bilo koje druge moжe
do�i asfaltom?
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Предавање 41

Logiqko-kombinatorni zadaci

(bojeƬa i invarijante)

Nevena Nikoli�, Matematiqka gimnazija

41.1 Задаци за рад

Zadatak 483. Moжe li se 27 blokova dimenzija 1 × 2 × 4 sloжiti u
kocku dimenzija 6× 6× 6?

RexeƬe: Podelimo kocku na maƬe kocke dimenzija 2× 2× 2, tako da
svaka strana velike kocke bude podeƩena mreжom 3 × 3. Posmatrajmo
jednu stranu kocke, ona je izdeƩena na 9 kvadrata dimenzija 2 × 2.
Posmatrajmo kocku, ona je izdeƩena na 27 maƬih, dimenzija 2× 2× 2.
Neka je svaka maƬa kocka kojoj tri ili nijedna ivica leжe na ivici
velike kocke �zapreminski”obojena crnom bojom, a ostale (koje imaju
taqno jednu ivicu da leжi na ivici velike kocke) belom bojom. Svaki
od blokova mora sadrжati (kako god bio ugra�en) jednak broj (4) crnih
i belih kockica dimenzija 1× 1× 1. Kako belih ima 104, a crnih 112
to nije mogu�e.

Zadatak 484. Kvadrat veliqine 5× 5 podelƩen je na 25 poƩa. U svako
poƩe postavƩen je po jedan жeton. Jedan potez se sastoji u premexta-
Ƭu bilo koja dva жetona, svakog od Ƭih na susedno poƩe po vertikali
ili horizontali. Uoqimo neko poƩe. Da li se mogu, nakon izvesnog
broja poteza, na�i svi жetoni u uoqenom poƩu?

RexeƬe: Neka je kvadrat obojen�shahovski�crnom i belom bojom. Na
poqetku imamo 12 belih i 13 crnih poƩa. Kako se жeton jednim po-
tezom pomeri na poƩe druge boje od prethodnog mogu se desiti tri
sluqaja: broj жetona na belim poƩima se smaƬi za dva, a na crnim
uve�a za 2, broj жetona na crnim poƩima se smaƬi za 2, a na belim
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uvetja za dva ili broj жetona na crnim i belim poƩima ostane nepro-
meƬen. U svakom sluqaju parnost broja жetona na belim, kao i na cr-
nim poƩima se ne meƬa. Dakle, ako je uoqeno poƩe bele boje odgovor je
negativan. Kako je kvadrat izdeƩen na neparan broj maƬih, centralni
(crni) kvadrati� predstavƩa centar ose simetrije kvadratne mreжe
5 × 5 i imamo 12 parova centralno simetriqnih kvadrati�a. Parove
жetona koji se nalaze na centralno simetriqnim poƩima na poqetku,
dovodimo centralno simetriqnim putaƬama na centralno poƩe. Sa
centralnog poƩa жetone moжemo premestiti na bilo koje crno poƩe
prostim algoritmom.

Zadatak 485. Izvrxena je trijangulacija n-tougla i svaki trougao je
obojen crnom ili belom bojom tako da su susedni trouglovi obojeni
razliqitom bojom. Trouglovi koji sadrжe ivice n-tougla obojeni su
istom bojom. Da li je mogu�e ovo izvesti ako je u pitaƬu desetougao?
A xestougao?

RexeƬe: Neka je b broj belih a c broj crnih trouglova i neka su,
bez umaƬeƬa opxtosti, trouglovi koji sadrжe ivice n-tougla obojeni
belom bojom. Svaka duж, osim ivica n-tougla predstavƩa zajedniqku
ivicu taqno dva trougla razliqite boje. Dakle, 3b = 3c + n. Pa n
mora biti deƩivo sa tri. Odakle zakƩuqujemo da za desetougao ovo
nije mogu�e izvesti. Za xestougao na�i primer.

Zadatak 486. Na�shahovski”obojenoj tabli 12 × 12 postavƩeni su жe-
toni u prvih xest kolona na belim poƩima. Svakim potezom pomeramo
жeton za dva poƩa po dijagonali, a ”preskoqeni�zheton sklaƬamo sa ta-
ble. Da li je mogu�e da na kraju ostane samo jedan жeton?

RexeƬe: cyr Obojimo crvenom, plavom i belom bojom redom svaku
tre�u kolonu. Na poqetku se na plavim, belim i crvenim kolonama
nalazi po 12 жetona. Svakim potezom se jednoj od tri grupe kolona
dodaje жeton, a ostalim dvema grupama oduzima po жeton. Dakle,
potezom se meƬa parnost broja жetona i na crvenim i na plavim i na
belim poƩima. Kako parnost broja жetona bila na poqetku ista u sve
tri grupe kolona, ne moжe se desiti da na kraju u dve grupe bude po
nula жetona (parno), a u tre�oj grupi jedan жeton (neparno).

Zadatak 487. Kvadratno poƩe stranice 10 podeƩeno je na 100 jedi-
niqnih poƩa. Ka poqetku je 9 od tih poƩa zaraslo u korov. Posle
svake godine u korov zaraste jox svako poƩe koje ima bar dva susedna
poƩa, koja su ve� zarasla u korov i nijedno drugo poƩe. Da li se 9
jediniqnih poƩa na poqetku mogu rasporediti tako da posle izvesnog
vremena celo poƩe zaraste u korov?

RexeƬe: Lakom proverom dobijamo da se zarastaƬem jednog novog
poƩa u korov ne pove�ava obim figure koja je zarasla i korov (ili
zbir obima nekoliko disjunktnih figura). Obim je na poqetku bio ne
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ve�i od 36, pa kasnije nikako ne moжe biti 40, koliko iznosi obim
kvadratnog poƩa.

Zadatak 488. Na xahovskoj tabli 8× 8 postavƩen je 21 pravougaonik
dimenzije 3×1, tako da je ostalo nepokriveno samo jedno poƩe xahovske
table. Odrediti koje to poƩe moжe biti.

RexeƬe: Obojmo tablu dijagonalno (po pravama paralelnim glavnoj
dijagonali) u tri boje; crvenu, plavu i belu, redom. Crvenih i belih
poƩa ima po 21, dok plavih ima 22. Kako svaki pravougaonik pokriva
po taqno jedno crveno, plavo i belo poƩe, sledi da jedno plavo ostaje
nepokriveno. Sada obojmo tablu dijagonalno (po pravama paralelnim
sporednoj dijagonali) u druge tri boje; жutu, zelenu i crnu, redom.
Sada жutih i crnih poƩa ima po 21, dok zelenih ima 22. Pa zakƩuqu-
jemo na isti naqin da jedno zeleno ostaje nepokriveno. PoƩa koja su
prilikom prvog bojeƬa bila plava, a prilikom drugog bojeƬa zelena
su (u standardnoj xahovskoj notaciji) c3, f3, c6, f6. DovoƩno je na�i
primer poploqavaƬa dok jedno od ova qetiri poƩa ostaje nepokriveno,
ostala tri sluqaja se dobijaju rotacijom oko centra simetrije table
za π

2 , π,
3π
2 .

Zadatak 489. U tablici n × n upisani su redom brojevi od 1 do n2.
Jednim potezom biramo dva susedna broja i oduzimamo od oba navixe
vrednost maƬeg. Da li se moжe desiti da na kraju sva poƩa budu
nula?

RexeƬe: Rexava�emo dva sluqaja:

1◦ Ako je n neparan broj. Obojmo poƩa �shahovski”(ona sa nepar-
nim brojevima crno, a ostala belo). Zbir brojeva sa crnih poƩa

je 1 + 3 + .. + n2 = ( (n
2+1)
2 )2, dok je zbir onih brojeva sa belih poƩa

2+4+ ...+(n2− 1) = n2(n2+1)
2 − ( (n

2+1)
2 )2. Upore�ivaƬem ove dve vredno-

sti zbirova dobijamo da je zbir brojeva sa crnih poƩa ve�i od zbira
brojeva sa belih poƩa. Kako svakim potezom oduzimamo jednak broj sa
belih i crnih poƩa, da na kraju sva poƩa budu nule nije mogu�e.

2◦ Ako je n paran broj. Tada je odgovor potvrdan. Odredimo parove
u svakoj vrsti; prvi i drugi; tre�i i qetvrti;...(n− 1)-i i n-ti qlan
vrste, zatim oduzimamo (po parovima) vrednost maƬeg. Sada imamo
svaku drugu kolonu popuƬenu jedinicama, a ostale su prazne. Odre-
dimo parove u svakoj kloni; prvi i drugi; tre�i i qetvrti;...(n− 1)-i
i n-ti qlan kolone, zatim oduzimamo (po parovima) vrednost maƬeg
(tj. jedan). Ovim smo dobili tablicu popuƬenu samo nulama.

Zadatak 490. Data je kocka sa stranicom duжine 4. Mogu li se Ƭene
tri pƩosni sa zajedniqkim temenom oblepiti elastiqnim pravougao-
nim trakama 1× 3?
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RexeƬe:Obojmo (crnom bojom) po jednu kolonu i jednu vrstu svake
od tri pƩosni tako da kvadrati� koji sadrжi Ƭihovo zajedniqko teme
bude okruжen trima kvadratima crne boje. Sada vidimo da svaki
pravougaonik prilikom poploqavaƬa sadrжi jedno ili tri poƩa crne
boje. Neka je a broj onih koji sadrжe jedno, a b onih pravougaonika
koji sadrжe tri crna poƩa. Ukupan broj crnih poƩa je 21, pa je a+3b =
21. Znamo; a + b = 16. iz ove dve jednaqine dobijamo 2b = 5, kako je b
ceo broj ovo nije mogu1e. Dakle, odgovor je odriqan.

Zadatak 491. Moжe li figura koƬa obi�i ploqu a) 11 × 13, b)4 × 8,
tako xto �e po�i od jednog ugaonog poƩa, stati na svako poƩe taqno
jedanput i vratiti se na polazno poƩe?

RexeƬe:
a) Obojmo tablicu�shahovski”. Imamo 72 poƩa crne i 71 poƩe bele

boje. Svakim potezom koƬa meƬa se boja poƩa na kome je isti. Uga-
ona poƩa su crne boje, dakle, skakaq polazi iz crnog poƩa i zavrxava
kretaƬe u istom; xto znaqi da koƬ skoqi na jednak broj belih i crnih
poƩa. Kako je belih poƩa maƬe, nije mogu�e da koƬ pro�e kroz sva
crna poƩa.

b) Dakle, imamo 4 vrste i 8 kolona. Obojmo poƩa prve,tre�e, pete
i sedme kolone u crveno, plavo, жuto, belo, redom. Ostale kolone
obojmo istim bojama ali u suprotnom smeru bojeƬa (belo, жuto, plavo,
crveno). Sada vidimo da koƬ sa belih poƩa skaqe samo na жuta, a sa
crvenih samo na plava, samim tim koƬ na bela poƩa mozje sti�i samo
sa жutih, a na crvena samo sa plavih poƩa. KoƬ polazi iz crvenog
ili belog poƩa. Pretpostavimo a je krenuo sa belog (isto vaжi i a
ko je krenuo sa crvenog poƩa). Dakle, koƬ se moжe kretati sa belog
na жuto i obratno, u jednom trenutku koƬ mora pre�i na plavo poƩe
sa жutog (jer жeli da obi�e sva poƩa). Kada se to desi da bi se
koƬ vratio u poqetno belo poƩe mora protji kroz жuto. Me�utim
kako imamo jednak broj belih i жutih poƩa, aprelaskom na plavo mi
”gubimo�zhuto poƩe, netjemo imati dovoƩno жutih da bismo vratili
koƬa u poqetno belo

Zadatak 492. U ravni je dato n ≥ 2 pravih, od kojih nikoje tri ne
prolaze kroz istu taqku i nikoje dve nisu paralelne. Dokazati da je
mogu�e u svakom delu na koje te prave dele ravan, upisati ceo broj,
razliqit od nule i po apsolutnoj vrednosti ne ve�i od n, tako da sa
svake strane svake od tih pravih zbir brojeva jednak nula.

RexeƬe: Prvo �emo upisati znake + i − u sve oblasti, tako da su
znaci u susednim oblastima razliqiti. Da je to mogu�e dokaza�emo
principom matematiqke indukcije.

1◦ baza indukcije: za n = 1 trivijalno.
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2◦ induktivna pretpostavka: Pretpostavimo da je mogu�e upisati
znake tako da su znaci u susednim oblastima razliqiti kada je ravan
podeƩena na obsati sa n = k pravih.

3◦ indukcijski korak: kada imamo n = k + 1 pravih tada uoqimo
jednu pravu, pravu p. ƫu privremeno odstranimo i u ostale oblasti
upixemo znake prema indukcijskoj pretpostavci.Sada vratimo pravu
p i sa jedne Ƭene strane svim brojevima promenimo znak (a sa druge
strane ostavimo kako je bilo). (Ispitati za izabrane dve oblasti.)

Sada u svaku oblast stavimo broj a · b, takav da je a ve� odre�eni
znak, a b broj uglova u toj oblasti. Ovako upisani brojevi zadovo-
Ʃavaju uslove zadatka, jer je: |ab| = b 6 n (ukupno n pravih, sledi
najvixe n uglova) i u svakoj taqki preseka mi brojimo okolne uglove
ili 2 (kad je taqka na pravoj u odnosu na koju se raquna) ili 4 puta
sa razliqitim znacima. U prvom sluqaju + i −, u drugom +, −, + i
−, pa vidimo da se ”pokrate”. Ovim je zavrxen zadatak.

41.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 493. Koliko se najvixe skakaqa mozje postaviti na xahovsku
tablu tako da se me�usobno ne napadaju?

Zadatak 494. Ako je ravni dato 4000 taqaka tako da nikoje tri nisu
kolinearne, moжe li se kokstruisati 1000 nepresecaju�ih qetvorou-
glova?

Zadatak 495. Ako tablu dimenzija n×n moжemo prekriti L figurama
(saqiƬenim od tri jediniqna kvadrati�a) tako da jedno ugaono poƩe
ostane nepokriveno, dokazati da isto moжemo uraditi tabli dimen-
zija 2n× 2n, ostavivxi isto ugaono poƩe nepokriveno.

Zadatak 496. Figura S moжe da se kre�e po xahovskoj tabli za jedno
poƩe gore, desno ili ukoso (dole-levo). Da li moжe S da krene iz
doƬeg levog ugla, obi�e sva poƩa jedanput i vrati se na polazno?

Zadatak 497. U svim poƩima tablice 4× 4 nalazi se znak +. Neko je
na poƩu uz ivicu table, ali ne ugaonom, izbrisao plus, i napisao mi-
nus. Zadatak je vratiti tablu u poqetnu poziciju sa svim plusevima,
lai jednim potezom moжex promeniti istovremeno sve znake u jednoj
koloni, dijagonali (specijalno samo ugaono poƩe) ili vrsti. Da li
�ex uspeti?
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Предавање 42

Nejednakosti

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

42.1 Теориjски увод

Definicija 77. Funkcija je Jensen-konveksna na [a, b] ako vaжi f(x)+
f(y) ≥ 2f(x+y

2 ) za svaka dva x, y ∈ [a, b].

Definicija 78. Funkcija je konveksna na [a, b] ako za svako λ ∈ [0, 1] i
sve x, y ∈ [a, b] vaжi: λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1 − λ)y.

Definicija 79. [a1, a2, ..., an] je simetriqna suma i jednaka je sumi

qlanova oblika x
ap(1)
1 x

ap(2)
2 . . . x

ap(n)
n gde p prolazi kroz sve permutacije

brojeva od 1 do n. Jasno je da je ukupan broj ovih qlanova u sime-
triqnoj sumi reda n jednaka n!

Definicija 80. Za 2 nerastu�a niza a i b kazemo da a majorira b u
oznaci a ≻ b ako vaжi slede�e: a1 ≥ b1, a1 + a2 ≥ b1 + b2, a1 + a2 + a3 ≥
b1+b2+b3,...,a1+a2...+an−1 ≥ b1+b2...+bn−1 i a1+a2...+an = b1+b2...+bn

Teorema 95. [AG] Neka su a1, a2, ...an pozitivni realni brojevi. Vaжi:
a1+a2+...+an

n
≥ n

√
a1a2...an

Dokaz: Tvr�eƬe �emo dokazati regresivnom indukcijom, tehnikom
za koju �e se kasnije ispostaviti da je veoma korisna. Jasno je da tvr-
�eƬe vaжi za n = 1. Za n = 2 dobijamo (

√
a1−

√
a2)

2 ≥ 0. Dokaza�emo da
tvr�eƬe vaжi za proizvoƩno veliki broj, a zatim i da vaжi i za svaki
maƬi od tog broja. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za n = 2k i dokaz-
himo da vaжi za n = 2k+1. Iz indukcijske pretpostavke dobijamo da je:
a1+a2+...+a

2k

2k
≥ 2k

√
a1a2...a2k i

a
2k+1

+a
2k+2

+...+a
2k+1

2k
≥ 2k

√
a2k+1a2k+2...a2k+1 .

Sabiraju�i ove dve relacije dobijamo:

a1 + a2 + ...+ a2k+1

2k
≥ 2k

√
a1a2...a2k+ 2k

√
a2k+1a2k+2...a2k+1 ≥ 2 2k+1√a1a2...a2k+1 .
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Iz qega nakon deƩeƬa sa 2 sledi da poqetno tvr�eƬe vaжi za svako
n stepen dvojke xto moжe biti proizvoƩno veliko. Jox je dovoƩno do-
kazati da ako tvr�eƬe vaжi za n onda vaжi i za n−1 (takozvana regre-
sivna indukcija). Ovo dobijamo tako xto stavimo an = a1+a2+...+an−1

n−1 .

Teorema 96. [Jensen] Neka je f : [a, b] → R Jensen-konveksna funkcija.
Vaжi: f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn) ≥ nf(x1+x2+...+xn

n
)

Dokaz: Tvr�eƬe dokazujemo regresivnom indukcijom. Za n = 2
tvr�eƬe vaжi iz definicije konveksne funkcije. Pretpostavimo da
tvr�eƬe vaжi za n = 2k i dokaжimo ga za n = 2k+1. f(x1) + f(x2) +

... + f(x2k) ≥ 2kf(
x1+x2+...+x

2k

2k ) i f(x2k+1) + f(x2k+2) + ... + f(x2k+1) ≥
2kf(

x
2k+1

+x
2k+2

+...+x
2k+1

2k
) iz indukcijske pretpostavke. Tako�e vaжi

f(
x1+x2+...+x

2k

2k
)+ f(

x
2k+1

+x
2k+2

+...+x
2k+1

2k
) ≥ 2f(

x1+x2+...+x
2k+1

2k+1 ) pa tvr�eƬe
vaжi za proizvoƩno veliki broj. Dokaza�emo da ako tvr�eƬe vaжi za
n onda vaжi i za n− 1. DovoƩno je ubaciti xn = x1+x2+...+xn−1

n−1 qime je
dokaz zavrxen.

Teorema 97. [Mjurhed] Ako a ≻ b onda [a1, a2, ..., an] ≥ [b1, b2, ..., bn]

Teorema 98. [Dilvort] Ako se svaki qlan niza b moze predstaviti
kao linearna kombinacija qlanova niza a odnosno ako se svaki bi moze
predstaviti u obliku ci,1a1 + ci,2a2 + ...+ ci,nan gde su ci,j nenegativni
realni brojevi i za svako i vaжi ci,1+ci,2...+ci,n = 1 onda [a1, a2, ..., an] ≥
[b1, b2, ..., bn]

42.2 Задаци за рад

Zadatak 498. Da li za svaka dva niza a i b vaжi da ili a ≻ b ili
b ≻ a? Kada vaжi: a ≻ b i b ≻ a?

RexeƬe: Posmatrajmo nizove 5, 2, 1 i 4, 4, 0 vaжi da je 5 > 4, ali
i 5 + 2 < 4 + 4 pa ni jedan niz ne majorira drugi. Ako je a ≻ b i
b ≻ a onda iz definicije majorizacije dobijamo a1 ≥ b1 i b1 ≥ a1 pa
je a1 = b1. DaƩe imamo a1 + a2 ≥ b1 + b2 b1 + b2 ≥ a1 + a2 pa je a2 = b2.
DaƩe indukcijom dokazujemo da su svi qlanovi jednaki pa je a = b

Zadatak 499. Neka funkcija f : [a, b] → R+ ispuƬava uslov f(x)f(y) ≥
f(
√
xy)2 za svako x, y ∈ [a, b], onda za sve x1, x2, ..., xn ∈ [a, b], slede�a

nejednakost vaжi: f(x1)f(x2)...f(xn) ≥ f( n
√
x1x2...xn)

n

RexeƬe: Tvr�eƬe se dokazuje analogno kao i Jensenova nejednakost
osim xto se u zadƬem koraku pri dokazu da ako tvr�eƬe vaжi za n
onda vaжi i za n− 1 uzima xn = n−1

√
x1x2...xn−1.
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Zadatak 500. Ako su x1, x2...xn pozitivni realni brojevi dokazati da
vaжi: (1 + x1)(1 + x2)...(1 + xn) ≥ (1 + n

√
x1x2...xn)

n

RexeƬe: Koriste�i zadatak 2 dobijamo da je dovoƩno dokazati tvr-
�eƬe za 2 broja odnosno: Ako su x i y pozitivni realni brojevi do-
kazati: (1 + x)(1 + y) ≥ (1 +

√
xy)2 xto se nakon kvadriraƬa svodi na

x+ y ≥ 2
√
xy.

Zadatak 501. Neka funkcija f : [a, b] → R+ ispuƬava uslov f(x) +
f(y) ≥ 2f(

√
xy) za svako x, y ∈ [a, b], onda za sve x1, x2, ..., xn ∈ [a, b], vaжi

slede�a nejednakost: f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn) ≥ nf( n
√
x1x2...xn)

RexeƬe: Dokaz ide analogno dokazu zadatka 2.

Zadatak 502. Ako su x1, x2...xn pozitivni realni brojevi i x1, x2...xn ≥
1 dokazati da vaжi: 1

1+x1
+ 1

1+x2
+ ...+ 1

1+xn
≤ n

1+ n
√
x1x2...xn

RexeƬe: Koriste�i zadatak 4 dobijamo da je dovoƩno dokazati tvr-
�eƬe za 2 broja. Odnosno: Ako su x i y i x, y ≥ 1 pozitivni realni bro-
jevi dokazati: 1

1+x
+ 1

1+y
≤ 2 1

1+
√
xy

xto se svodi na (
√
x−√

y)2(1−√
xy) ≤

0.

Zadatak 503. Neka su a, b, c, d pozitivni realni brojevi takvi da je
abcd = 1. Dokazati da vaжi: 1

(1+a)2 + 1
(1+b)2 + 1

(1+c)2 + 1
(1+d)2 ≥ 1

RexeƬe: Dokaza�emo pomo�no tvr�eƬe: Za svaka dva nenegativna
realna broja x, y vaжi: 1

(1+x)2 +
1

(1+y)2 ≥ 1
1+xy

. Nakon mnoжeƬa nejedna-

kost se svodi na: (2+2x+2y+x2+y2)(1+xy) ≥ (1+2x+x2)(1+2y+y2) ↔
xy(x2+y2)+1 ≥ 2xy+x2y2 ↔ (xy−1)2+xy(x−y)2 ≥ 0. Smenimo m = ab i
n = cd. Vaжi mn = 1 i 1

1+m
+ 1

1+n
= m+n+2

(m+1)(n+1) = 1. Koriste�i pomo�no

tvr�eƬe dobijamo: 1
(1+a)2 + 1

(1+b)2 + 1
(1+c)2 + 1

(1+d)2 ≥ 1
1+m

+ 1
1+n

= 1.

Zadatak 504. Ako su a, b, c pozitivni realni brojevi dokazati da vaжi:

(a) a9 + b9 + c9 ≥ a5b3c+ b5c3a+ c5a3b
(b) a8b4 + b8c4 + c8a4 ≥ a6b5c+ b6c5a+ c6a5b

RexeƬe:

(a)Iz AG nejednakosti imamo da je 5
9a

9 + 3
9b

9 + 1
9c

9 ≥ a5b3c,
5
9b

9 + 3
9c

9 + 1
9a

9 ≥ b5c3a, 5
9c

9 + 3
9a

9 + 1
9b

9 ≥ c5a3b. Sabiraju�i ove
nejednakosti dobijamo traжenu nejednakost.
(b)Koristi�emo metod balansiraƬa koeficijenata da odredimo tri
AG nejednakosti koje nam u zbiru daju traжenu. Prvom AG
nejednoko71u жelimo da uklonimo a6b5c1. Posmatrajmo
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xa8b4 + yb8c4 + zc8a4 gde x, y, z ∈ N0.

xa8b4 + yb8c4 + zc8a4 ≥ a
8x+4z
x+y+z b

8y+4x
x+y+z c

8z+4y
x+y+z . Posmatrajmo sistem

jednaqina 8x+4z
x+y+z

= 6 8y+4x
x+y+z

= 5 8z+4y
x+y+z

= 1. ƫegovo rexeƬe je x = 3,
y = 1, z = 0. KrajƬe rexeƬe dobijamo sabiraƬem nejednakosti:
3
4a

8b4 + 1
4b

8c4 ≥ a5b3c, 3
4b

8c4 + 1
4c

8a4 ≥ b5c3a, 3
4c

8a4 + 1
4a

8b4 ≥ c5a3b.

Zadatak 505. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati: a2b(b−c)
a+b

+
b2c(c−a)

b+c
+ c2a(a−b)

c+a
≥ 0

RexeƬe: Nakon mnoжeƬa sa (a+ b)(b+ c)(c+ a) zadatak se svodi na:
a3b3 + b3c3 + c3a3 ≥ a3b2c + b3c2a + c3a2b. Za ovu nejednakost moжemo se
koristiti sistemom jednaqina, ali to uopste nije potrebno jer je ve-
oma lako intuitivno videti da je: a3b3+a3b3+c3a3 ≥ 3a3b2c. Sabira�i
cikliqno ove tri nejednakosti dobijamo traжenu nejednakost.

Zadatak 506. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vaжi
abc = 1. Dokazati: 1

a3(b+c) +
1

b3(c+a) +
1

c3(b+a) ≥ 3
2

RexeƬe: Nakon mnoжeƬa sa (abc)3(a + b)(b + c)(c + a) nejednakost se
svodi na [3, 3, 2] + 2[4, 3, 1] ≥ 2[5, 4, 3] + [5, 5, 5]. Podelimo desnu stranu
sa (abc)

7
3 pa dobijamo da treba dokazati: [3, 3, 2]+ 2[4, 3, 1]≥ 2[ 113 ,

8
3 ,

5
3 ] +

[ 83 ,
8
3 ,

8
3 ]. Iz Mjurhedove nejednakosti imamo da vaжi: [4, 3, 1] ≥ [ 113 ,

8
3 ,

5
3 ]

i [3, 3, 2] ≥ [ 83 ,
8
3 ,

8
3 ]. Sabiraju�i ove dve nejednakosti dobijamo tvr�e-

Ƭe zadatka.

Zadatak 507. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vaжi
a+ b+ c = 3. Dokazati: a

1+b2
+ b

1+c2
+ c

1+a2 ≥ 3
2 .

RexeƬe:

a

1 + b2
+

b

1 + c2
+

c

1 + a2
= a− ab2

1 + b2
+ b− bc2

1 + c2
+ c− ca2

1 + a2

≤ 3− ab2

2b
− bc2

2c
− ca2

2a
= 3− ab+ bc+ ac

2
≤ 3− (a+ b+ c)2

6
=

3

2
.

42.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 508. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vaжi
abc = 1. Dokazati: a+ b+ c ≤ a2 + b2 + c2

Zadatak 509. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vaжi
a+ b+ c = 2. Dokazati: a2

a+b
+ b2

b+c
+ c2

c+a
≥ 1.
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Zadatak 510. Neka su a, b, c, d pozitivni realni brojevi, dokazati:
a8b2 + b8c2 + c8d2 + d8a2 ≥ a4b3c2d+ b4c3d2a+ c4d3a2b+ d4a3b2c.

Zadatak 511. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi, dokazati: a2

(a+b)(a+c)+
b2

(b+a)(b+c) +
c2

(c+a)(c+b) ≥ 3
4 .

Zadatak 512. Neka su x1, x2, ..., xn pozitivni realni brojevi, dokazati:
1√

1+x1
+ 1√

1+x2
+ ...+ 1√

1+xn
≥ n

√

1+
x1+x2+...+xn

n

.
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Предавање 43

Diofantove jednaqine

Stefan Stanojevi�, Matematiqka gimnazija

43.1 Теориjски увод

Teorema 1. Linearna Diofantova jednaqina ax + by = c ima rexeƬa
ako i samo ako (a, b) deli c. U tom sluqaju ima ih beskonaqno mnogo.

Teorema 2. Ako je (x0, y0) jedno rexeƬe jednaqine ax + by = c u skupu
celih brojeva, tada su sva rexeƬa te jednaqine odre�ena relacijom

x = x0 +
b
d
t

y = y0 − a
d
t,

gde je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b, a t proizvoƩan
ceo broj.

Teorema 3. Da bi ure�ena trojka (x, y, z) predstavƩala primitivno
rexeƬe jednaqine x2 + y2 = z2 u skupu prirodnih brojeva neophodno je
i dovoƩno da se x, y, z izraжavaju u obliku

x = 2mn,y = m2 − n2,z = m2 + n2

x = m2 − n2,y = 2mn,z = m2 + n2, gde su m i n prirodni uzajamno
prosti brojevi.

Teorema 4. (Velika Fermaova Teorema) Ako je n ma koji prirodan
broj ve�i od 2, onda jednaqinu xn + yn = zn ne mogu zadovoƩavati
nikakva tri prirodna broja x, y, z.

43.2 Задаци за рад

Zadatak 513. Rexiti jednaqinu 2x+ 7y = 17 u skupu celih brojeva.

RexeƬe: Lako nalazimo jedno rexeƬe ove jednaqine (x0, y0) = (−2, 3).
PrimeƬuju�i Teoremu 2 dobijamo opxte rexeƬe x = −2+7t, y = 3−2t,
t ∈ Z.
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Zadatak 514. Rexiti jednaqinu xy + 3y − 5x = 18 u skupu Z.

RexeƬe: Kako je xy + 3y − 5x = (x+ 3)(y − 5) + 15
, to se poqetna jednaqina svodi na (x+3)(y− 5) = 3. Sada razliku-

jemo slede�e sluqajeve:
(1)x+ 3 = 3,y − 5 = 1
(2)x+ 3 = 1,y − 5 = 3
(3)x+ 3 = −3,y − 5 = −1
(3)x+ 3 = −1,y − 5 = −3.
Dakle, imamo slede�a rexeƬa:
(−2, 8), (−4, 2), (0, 6), (−6, 4).

Zadatak 515. U skupu Z rexiti jednaqinu x4 + y2 + 2y = 1.

RexeƬe: Jednaqinu transformixemo u x4 + (y + 1)2 = 2. Zbir dva
celobrojna kvadrata je jednak 2 samo ako su oba jednaka 1 pa odavde
lako dobijamo rexeƬa jednaqine x = 1 ili x = −1 i y = 0 ili y = −2.

Zadatak 516. Odrediti sve trojke (p, q, r) prostih brojeva za koje vaжi
p2 + qr = 19962.

RexeƬe: Data jednaqinu �emo prvo predstaviti kao qr = 1996−p2 =
(1996 + p)(1996− p). Sada �emo razmotriti tri sluqaja:

1) p = 3: iz qr = 1993 · 1999 dobijamo q = 1993 i r = 1999.

2) p = 3k + 1: tada je 1996 − p deƩivo sa 3, qr je deƩivo sa 3 pa
jedan od q, r mora biti jednak 3. Poxto je jednaqina simetriqna u
odnusu na q, r moжemo napisati q = 3. Sada je 3r = (1996+ p)(1996− p),
r = (1996+p)1996−p

3 . Kako je r prost mora biti 1996−p = 3, tj. p = 1993.
Zamenom u prethodnu jednaqinu dobijamo r = 3989.

3) p = 3k + 2: ovde dobijamo da je 1996 + p deƩivo sa 3, pa opet
mora biti q = 3. Jednaqina sada ima oblik r = (1996−p)1996+p

3 , odakle
sledi da je r sloжen. Dakle, u ovom sluqaju nema rexeƬa.

Zadatak 517. Na�i sve parove celih brojeva (m,n) za koje vaжi jed-
nakost m3 + 6m2 + 5m = 8n3 + 36n2 + 40n+ 8.

RexeƬe: Jednaqina se moжe transformisati u oblik m(m+ 1)(m+
5) = (2n + 1)(2n + 2)(2n + 6) − 4. Kako je 2n + 6 ≡ 2n + 3 (mod 3), a
m + 5 ≡ m + 2(mod 3), to je leva strana deƩiva sa tri a desna nije.
Kontradikcija! Znaqi, jednaqina nema rexeƬa.

Zadatak 518. Rexiti jednaqinu x2 + y2 + z2 = 2xyz.

RexeƬe: Odmah se vidi da je (0, 0, 0) jedno rexeƬe. Dokaza�emo da
nema drugih rexeƬa metodom beskonaqnog spusta.
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Neka je x, y, z jedno rexeƬe jednaqine. Kako je x2 + y2 + z2 parno,
ne mogu sva tri broja x, y, z biti neparna. Kako je bar jedan od Ƭih
paran, to je 2xyz deƩivo sa 4 pa je i x2+y2+z2 deƩivo sa 4. Kako kva-
drati prirodnih brojeva pri deƩeƬu sa 4 mogu da daju samo ostatke 0
ili 1, jedina mogu�nost je da svaki od x2, y2, z2 daje ostatak 0, tj. da je
svaki od x, y, z paran. Dakle, moжemo napisati x = 2x1, y = 2y1,z = 2z1,
xto zamenom u poqetnu jednaqinu daje x21 + y21 + z21 = 4x1y1z1.

Kako je x21 + y21 + z21 deƩivo sa 4, ponovo zakƩuqujemo da su x1, y1, z1
parni, pa su x, y, z deƩivi sa 4. Tako je x1 = 2x2, y1 = 2y2,z1 = 2z2, pa
poqetnu jednaqinu moжemo napisati kao x22 + y22 + z22 = 8x2y2z2. Jasno
je da ponavƩaju�i ovaj postupak moжemo dokazati da su x, y, z deƩivi
sa 8,16,32,..., uopxte sa svakim stepenom dvojke. Jedini ceo broj koji
ima tu osobinu je 0, pa je 0,0,0 jedino rexeƬe.

Zadatak 519. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu
1! + 2! + · · ·+ x! = y2.

RexeƬe: Odmah se vidi da su (1, 1) i (3, 3) rexeƬa ove jednaqine.
Dokaza�emo da nema drugih rexeƬa.

Za x = 4 izraz 1! + 2! + · · · + x! daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 5.
Kako je za svako x ≥ 5 broj x! deƩiv sa 5, to �e izraz 1! + 2! + · · · + x!
davati ostatak 3 pri deƩeƬu sa 5 za svako x ≥ 4. Kvadrati prirodnih
brojeva pri deƩeƬu sa 5 daju samo ostatke 0,1 i 4 pa jednaqina nema
rexeƬa za x ≥ 4. Poxto x = 2 tako�e nije rexeƬe, zakƩuqujemo da su
jedina rexeƬa jednaqine (1, 1) i (3, 3).

Zadatak 520. Rexiti Diofantovu jednaqinu 2x = 3y + 5.

RexeƬe: Proverom se dobija da su (3, 1) i (5, 3) rexeƬa. Dokaza�emo
da nema drugih rexeƬa. Jasno je da za x ≤ 0, x = 1, x = 2, x = 3, x = 4
nema rexeƬa. Neka je x ≥ 6. Tada je 2x deƩivo sa 64, pa je 3y ≡ 59(mod
64). Lako se proverava da je 311 ≡ 59(mod 64) i 316 ≡ 1(mod 64), pa
zato mora biti y ≡ 11(mod 16). Me�utim, tada je 3y ≡ 311 ≡ 7(mod 17),
xto ne moжe biti jer 2x nije kongruentno sa 12 po modulu 17 ni za
jedno x.

Zadatak 521. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu
a+ b+ c = abc

RexeƬe: Kada podelimo jednaqinu sa abc, dobijamo 1
bc

+ 1
ac

+ 1
ab

= 1.
Sada bar jedan od brojeva 1

bc
, 1
ac
, 1
ab

mora biti ve�i ili jednak 1
3 .

Neka je, na primer, 1
ab

≥ 1
3 , tj. ab ≤ 3. Ovo je mogu�e za (a, b) ∈

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1). Prva od mogu�nosti otpada, a ostale qe-
tiri daju rexeƬa (1, 2, 3) i (3, 1, 2). RazmatraƬem ostalih sluqajeva
dobijaju se jox dva rexeƬa: (2, 3, 1) i (3, 2, 1).

Zadatak 522. Rexiti jednaqinu x3 + 8x2 − 6x+ 8 = y3 u skupu N0.
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RexeƬe: Kako je za x ≥ 0
y3 − (x+ 1)3 = 5x2 − 9x+ 7 > 0
y3 − (x+ 3)3 = x2 + 33x+ 19 > 0
dobijamo da je x+ 1 < y < x+ 3. Poxto su x i y celi brojevi mora

biti y = x + 2 pa jednaqinu moжemo transformisati u 2x(x − 9) = 0.
RexeƬa su (0, 2) i (9, 11).

43.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 523. Na koliko naqina se 380 dinara moжe podeliti dvojici
bra�e, tako da sariji dobija samo novqanice od 50 dinara, a mla�i
samo novqanice od 20 dinara?

Zadatak 524. Dokazati da jednaqina x2 + y2 + z2 = 2007 nema rexeƬa
u skupu prirodnih brojeva.

Zadatak 525. Rexiti jednaqinu ab+ ac+ bc = abc u skupu N .

Zadatak 526. Rexiti Diofantovu jednaqinu 3x − 2y = 1.

Zadatak 527. Dokazati da jednaqine: 1) 3x2 + 5y2 = 4444;
2) 15x2 − 7y2 = 9;
3) 5x + 6y = 234567;
nemaju rexeƬa u skupu Z.
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Предавање 44

Nestandardni zadaci iz teorije

brojeva

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

44.1 Теориjски увод

Teorema 99. [Direhleova teorema] Svaka beskonaqna aritmetiqka pro-
gresija sa osnovom i korakom prirodnim brojevima sadrжi beskonaqno
mnogo prostih brojeva.

44.2 Задаци за рад

Zadatak 528. Da li je mogu�e da skup sa 2010 razliqitih brojeva
brojeva ima svojstvo da kako god izabrali 2 broja iz ovog skupa odnos
ve�eg prema maƬem je prost broj?

RexeƬe: Neka su a, b, c tri broja iz ovog skupa i a > b > c. Sada je
a
b
= p1,

b
c
= p2,

a
c
= p3 gde su p1, p2, p3 prosti brojevi. Sada je p1p2 = p3

xto je kontradikcija jer je p3 prost broj.

Zadatak 529. Za svaki skup A prirodnih brojeva neka je nA broj trojki
(x, y, z) elemenata A takvih da je x < y i x + y = z. Ako A sadrжi 7
razliqitih brojeva odrediti maksimalnu vrednost nA.

RexeƬe: Maksimum 9 ostvaren je za A = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Da bi doka-
zali da je 9 maksimum, posmatrajmo 7 brojeva a < b < c < d < e < f < g
i odredimo za svaki od Ƭih koliko puta moze posluжiti kao sred-
Ƭi qlan traжene trojke. Odgovor je 0, 1, 2, 3, 2, 1, 0 respektivno, pa je
nA ≤ 9.
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Zadatak 530. Neka je skup S = 105, 106, ..., 210. Odrediti minimalnu
vrednost n takvu da svaki n-toqlani podskup T od S sadrжi bar 2
elementa koji nisu uzajmno prosti.

RexeƬe: Neka je p prost broj iz skupa S.2p > 210 sledi 2p ne
pripada S odnosno p je uzajamno prost sa bilo kojim drugim bro-
jem iz S. Odredi�emo broj prostih brojeva u S. Odredimo koliko je
brojeva u S takvih da je svaki od Ƭih deƩiv sa bar jednim od bro-
jeva 2, 3, 5, 7, 11 i nazovimo taj skup A.Nazovimo podskup od A sa Ai

ako je Ai skup svih brojeva iz A deƩivih sa i . Koriste�i prin-
cip ukƩuqeƬa i iskƩuqeƬa dobijamo: A = A2 ∪ A3 ∪ A5 ∪ A7 ∪ A11.
|A| = |A2|+ |A3|+ |A5|+ |A7|+ |A11|− |A2∩A3|− |A2∩A5|− |A2∩A7|− |A2∩
A11|−|A3∩A5|−|A3∩A7|−|A3∩A11|−|A5∩A7|−|A5∩A11|−|A7∩A11|+ |A2∩
A3∩A5|+ |A2∩A3∩A7|+ |A2∩A3∩A11|+ |A2∩A5∩A7|+ |A2∩A5∩A11|+ |A2∩
A7∩A11|+|A3∩A5∩A7|+|A3∩A5∩A11|+|A3∩A7∩A11|+|A5∩A7∩A11|−|A2∩
A3∩A5∩A7|−|A2∩A3∩A5∩A11|−|A2∩A3∩A7∩A11|−|A2∩A5∩A7∩A11|−
|A3 ∩A5 ∩A7 ∩A11|+ |A2 ∩A3 ∩A5 ∩A7 ∩A11| = 137− 66 + 16− 1 + 0 = 86.
Vidimo da je jedini sloжen broj iz S koji nije u A 132 = 169 jer
13 · 17 = 221 > 220. Odavde dobijamo da se S sastoji od 87 sloжenih i
19 prostih brojeva. Dokaza�emo da u svakom skupu od 26 brojeva iz S
postoje neka dva koja nisu uzajamno prosta. Bar 6 od Ƭih pripadaju
skupu A pa iz Dirihleovog principa dobijamo da bar 2 pripadaju is-
tom Ai pa oni nisu uzajamno prosti jer su oba deƩivi sa i. Na kraju
nam ostaje da konstruixemo rexeƬe sa 25 elemenata tako da je u Ƭemu
svaki par brojeva uzajamno prost.Neka je P skup svih prostih brojeva
iz S. Posmatrajmo skup: P ∪ 112, 53, 27, 32 · 17, 132, 729 ovo je 25-toqlani
skup koji ispuƬava uslove zadatka.

Zadatak 531. Koliko ima ure�enih parova prirodnih brojeva (x, y)
takvih da je x ≤ y za koje vaжi (x, y) = 5! i [x, y] = 50!

RexeƬe: Prvo primetimo da izme�u 1 i 50 ima 15 prostih brojeva.
Neka je f(a, b) najveci stepen broja b koji deli a. Za svaki prost broj
p imamo da je f(x, p) = f(5!, p) i f(y, p) = f(50!, p) ili f(y, p) = f(5!, p) i
f(x, p) = f(50!, p). Tako�e vaжi f(50!, b) > f(5!, b). Sada je jasno da kako
imamo 15 prostih brojeva to onda imamo 215 parova brojeva (x, y) (za
svaki prost broj biramo koji od x i y �emo da stavimo ve�i stepen)
i x nije jednako y. Moжemo upariti sve (x, y) i (y, x) gde je x < y i na
kraju iz svakog para uzeti odgovaraju�i ure�eni par i na taj naqin
dobiti 214 ure�enih parova koji ispuƬavaju uslove zadatka.

Zadatak 532. Na�i sve skupove 100 prirodnih brojeva takvih da je
suma svaka qetiri qetvrta stepena od tih brojeva deƩiv sa proizvo-
dom ta qetiri broja.

RexeƬe: Ovakvi skupovi moraju biti oblika n, n, ..., n ili 3n, n, n, ..., n
za neki prirodan broj n. Jasno je da ako svaki broj skupa A pomnoz-
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himo ili podelimo istim prirodnim brojem i daƩe dobijamo skup koji
ispuƬava uslov zadatka te je dovoƩno ispitati sluqaj kada svi ovi
brojevi nemaju zajedniqki faktor. Neka su x, y, z, w, q 5 od ovih bro-
jeva, sada zwq deli z4+w4 + q4+x4 i z4+w4 + q4+ y4 pa deli i x4 − y4.
Sliqno w4 ≡ q4 ≡ x4(mod z) pa je 3w4 ≡ 0(mod z). Ako z ima prost
delilac koji nije jednak 3 onda ovaj prost delilac deli sve ostale
brojeve iz skupa xto je kontradikcija. Ako je z deƩiv sa 9 onda su
svi ostali brojevi iz skupa deƩivi sa 3 sto je tako�e kotradikcija.
Odavde dobijamo da su svi brojevi ili jednaki 1 ili 3. Ako je neki
broj jednak 3, onda su svi ostali kongruenti po modulu 3, ali ne mogu
biti deƩivi sa 3 jer dolazimo do kontradikcije pa su onda svi kon-
gruentni sa 1. Ovim je dokaz zavrxen.

Zadatak 533. Na�i sve polinome P sa celobrojnim koeficijentima
takve da ako je p prost broj onda je i P (p) prost broj.

RexeƬe: Ako P 6≡ x onda postoji broj p koji je prost takav da je
P (p) = q 6= p prost. Zbog kq|P (p+kq)−P (p) za svako prirodno k imamo
da q|P (p+ kq) za svako prirodno k, ali skup {p+ kq|k ∈ N} ima besko-
naqno mnogo prostih elemenata, odakle je f(x) ≡ q. Konaqno, odgovor
je P (x) ≡ x ili P (x) ≡ q, gde je q prost.

Zadatak 534. Za x ∈ (0, 1) neka je y ∈ (0, 1) broj qija je n-ta cifra u de-
cimalnom zapisu 2n-ta cifra broja x u decimalnom zapisu. Pokazati
da ako je x racionalan onda je i y.

RexeƬe: Poznato je tvr�eƬe da je broj racionalan ako i samo ako
su u bilo kom brojevnom sistemu posle neke taqke Ƭegove cifre peri-
odiqne. Odnosno od neke cifre u decimalnom zapisu broja x dobijamo
periodu i hocemo da dokaжemo da isto vaжi i za y, odakle bi sledilo
da je i y racionalan. Neka d duжina periode kojom se pojavƩuju cifre
u decimalnom zapisu broja x i neka je d = 2ab gde je b neparan pri-
rodan broj, a a ∈ N0. Iz male Fermaove teoreme dobijamo da postoji
prirodan broj c takav da vaжi ac ≡ 1(mod b). Za k ∈ N i k ≥ 2a vaжi
2k+c ≡ 2k(mod d) pa su posle a-te cifre u broju y cifre periodiqne
sa periodom c koja je iz male Fermaove teoreme konaqna.

Zadatak 535. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je mogu�e iza-
brati bar 2n−1 + n brojeva iz skupa 1, 2...2n tako da za svaka dva raz-
liqita izabrana broja x i y, x+ y nije delilac broja xy

RexeƬe: Izaberimo sve neparne brojeve kojih je 2n−1 i sve stepene
dvojke kojih je n. Dokaza�emo da ovaj izbor ispuƬava uslove zadatka.
Dobijamo 3 sluqaja: 1) Ako su izabrana 2 neparna broja onda je x+ y
paran, a xy neparan pa x+ y ne deli xy.
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2) Ako su izabrani stepen dvojke i neparan broj onda (x+y, y) = (x, y) =
(x, x+ y) = 1 pa (x+ y, xy) = 1 odnosno x+ y ne deli xy.
3) Ako su izabrana 2 stepena dvojke, to Ƭihov zbir sigurno nije ste-
pen dvojke pa ima neparan delilac, dok je xy stepen dvojke i ne moжe
imati neparan delilac odnosno x+ y ne deli xy.

Zadatak 536. Ako su xy, yz, zx racionalni:

1) Dokazati da je x2 + y2 + z2 racionalan.
2) Ako je i x3 + y3+ z3 racionalan dokazati da su i x, y, z racionalni.

RexeƬe: 1) x2 = xy·zx
yz

pa su i kvadrati ovih brojeva racionalni iz
qega sledi i da im je i zbir kvadrata racionalan.

2) Primetimo slede�e: x3 + y3 + z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy −
yz − zx) + 3xyz i x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = k ∈ Q, (x+ y + z)2 = a ∈ Q,
(xyz)2 = b ∈ Q i neka nisu i a i b kvadrati racionalnih brojeva pa je:
k
√
a+3

√
b ∈ Q odakle nakon sre�ivaƬa dobijamo da je k1

√
c1+k2

√
c2 ∈ Q

(povadimo sve mogu�e kvadrate iz korena) pa mora biti k1 + k2 = 0 i
c1 = c2 xto znaqi da je x3+y3+z3 = 0, a to iz Velike Fermaove teoreme
ima samo trivijalno rexeƬe x = y = z = 0. Ostaje nam slucaj kada
je

√
b ∈ Q odnosno xyz ∈ Q xto nakon deƩeƬa sa racionalnim brojem

xy, yz ili zx daje da su z, x i y respektivno racionalni.

Zadatak 537. Dokazati ili opovrgnuti: Iz intervala [1, ..., 30000] moжe
se izabrati skup od 1000 brojeva koji ne sadrжi aritmetiqki niz duz-
hine 3.

RexeƬe: Posmatrajmo brojeve koji u ternarnoj reprezentaciji imaju
samo cifre 0 i 1. Dokaza�emo da ovi brojevi sigurno ne obrazuju ar-
itmetiqki niz duжine 3. Pretpostavimo suprotno i neka je 2y = x+ z.
Kako y sadrжi samo cifre 0 i 1, to onda 2y sadrжi samo cifre 0
i 2. Odavde dobijamo da mora biti x = z = y xto je kontradikcija.
Najve�i 10-tocifreni broj u ternarnom sistemu koji ne sadrжi cifru
2 je (310 − 1)/2 = 29524 < 30000 pa mi moжemo od brojeva iz traжenog
intervala da obrazujemo skup sa bar 210 = 1024 broja xto je qak i
vixe od traжenih 1000.

44.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 538. Na�i sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) takve da
vaжi: 1

x
+ 1

y
= 1

z
.

Zadatak 539. Dokazati da me�u 12 uzastopnih prirodnih brojeva po-
stoji jedan koji je maƬi od zbira svojih delilaca ve�ih od 1.
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Zadatak 540. Neka su a, b realni brojevi tako da se niz a−b, a2−b2, a3−
b3, ... sastoji iskƩuqivo od prirodnih brojeva. Dokazati da su a i b
celi.

Zadatak 541. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih bro-
jeva n tako da decimalna reprezentacija broja 5n sadrжi blok od 2010
uzastopnih nula.

Zadatak 542. Dat je skup M od 1985 prirodnih broejva, od kojih ni-
jedan nema prost delilac ve�i od 26. Dokazati da ovaj skup sadrжi 4
razliqita broja qija je geometrijska sredina prirodan broj.
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Предавање 45

Polinomi

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

45.1 Теориjски увод

Definicija 81. Polinom P (x) je ireducibilan u Z[x] (sliqno i u
R[x] i Q[x]) ako ne postoje dva polinoma Q(x) i R(x) iz Z[x] (odnosno
R[x] ili Q[x]) takva da je P (x) = Q(x)R(x) qiji su stepeni bar 1.

Teorema 100. [Gaus] Polinom je rastavƩiv na skupu celih brojeva ako
i samo ako je rastavƩiv na skupu racionalnih brojeva.

Teorema 101. Ako je P (x) realan polinom onda x− a|P (x) (a ∈ R) ako
i samo ako P (a) = 0. Sliqno vaжi i za P (x) ∈ Q[x] i P (x) ∈ Z[x].

Teorema 102. Za polinom P (x) ∈ Z[x] i razliqite cele brojeve a i b
vaжi a− b|P (a)− P (b).

Teorema 103. Neka je P (x) ∈ Z[x] moniqan polinom. Ako je r Ƭegova
racionalna nula onda r ∈ Z.

Teorema 104. Ako polinom P (x) ∈ R[x] ima bar deg(P ) + 1 nula onda
je on indentiqki jednak 0.

45.2 Задаци за рад

Zadatak 543. Dokazati da ne postoji polinom sa celobrojnim koefi-
cijentima takav da je P (20) = 1 i P (10) = 2.

RexeƬe: Pretpostavimo da postoji. Vaжi: x − y|P (x) − P (y)(sledi
iz Bezuove teoreme ubacivaƬem yıx) pa mora biti 20− 10|1− 2 xto je
kontradikcija.
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Zadatak 544. Neka su P i Q polinomi za koje vaжi da je P (Q(x)) =
Q(P (x)). Dokazati da: P (x) −Q(x)|P (P (x)) −Q(Q(x))

RexeƬe: P (P (x))−Q(Q(x)) = P (P (x)) − P (Q(x)) +Q(P (x))−Q(Q(x)).
Odavde dobijamo P (x)−Q(x)|P (P (x))−P (Q(x)) i P (x)−Q(x)|Q(P (x))−
Q(Q(x)) odakle sledi traжeno tvr�eƬe.

Zadatak 545. Na�i ostatak pri deƩeƬu x100 − 2x51 + 1 sa x2 − 1.

RexeƬe: Neka je x100 − 2x51 + 1 = (x2 − 1)q(x) + ax + b. Za x = 1
dobijamo a+ b = 0, a za x = −1 dobijamo b − a = 4, a odakle je b = 2, a
a = −2 pa je ostatak −2x+ 2.

Zadatak 546. Neka su a i b celi brojevi. Dokazati da je polinom
((x− a)(x − b))2 + 1 nerastavƩiv nad skupom celih brojeva.

RexeƬe: Neka je ((x − a)(x − b))2 + 1 = p(x)q(x). ZameƬuju�i x = a i
x = b dobijamo da je p(a) = q(a) = p(b) = q(b) pa su p(x) − 1 i q(x) − 1
oba deƩivi sa (x − a)(x − b). Odnosno p(x) = k(x − a)(x − b) + 1 i
q(x) = l(x − a)(x − b) + 1 gde su k i l celi pa je ((x − a)(x − b))2 + 1 =
kl(x − a)(x − b)2 + (k + l)(x − a)(x − b) + 1. Odavde sledi da je kl = 1 i
k + l = 0 xto je nemogu�e.

Zadatak 547. Neka je n ≥ 2 prirodan broj i P (x) = xn+an−1x
n−1+ ...+

a1x1+1 polinom sa prirodnim koeficijentima takav da vaжi ak = an−k

za k = 1, 2, ..., n−1. Dokazati da postoji beskonaqno mngoo parova (x, y)
prirodnih brojeva tako da x|P (y) i y|P (x).

RexeƬe: Postoji bar jedan ovakav par brojeva (1, P (1)). Ako bi bilo
konaqno mnogo parova, onda bi mogli uzeti takav par da je y maksi-
malno(napomena: tada je y > x jer ako bi bilo x < y mogli bi ih samo
zameniti, a traжeno svojstvo bi bilo oquvano, a ne moze biti ni x = y
osim u sluqaju x = y = 1, a on ne sadrжi maksimalno y jer je P (1) > 1).
Dokaza�emo da ako par brojeva (x, y) poseduje ovo svojstvo onda i par
(y, P (y)/x) poseduje ovo svojstvo ili ekvivaletno y|P (P (y)/x). Uslov
zadatka nam daje P (P (y)/x) = (P (y)/x)nP (x/P (y))). Kako je P (y) ≡
1(mod y) odakle zakƩuqujemo da je P (P (y)/x) ≡ P (x)/xn(mod y). Ja-
sno je da (x, y) = 1 pa P (x)/xn ≡ P (x) ≡ 0(mod y) xto je traжeno.

Zadatak 548. Na�i najmaƬu vrednost polinoma x3(x3+1)(x3+2)(x3+3)

RexeƬe: Uvedimo smenu x3 = t, dobijamo da treba minimizovati
t(t+1)(t+2)(t+3) = (t2+3t)(t2+3t+2). Sada uvedimo smenu s = t2+3t+1
i dobijamo da za ovakvo s treba minimizovati s2−1 xto je minimalno
za s = 0. Jox je potrebno ispitati da li q(t) = t2+3t+1 = 0 ima realna
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rexeƬa.Vaжi q(0) = 1 i q(−1) = −1, a kako je q neprekidna funkcija
to postoji realan broj r u intervalu [−1, 0] za koji vaжi q(r) = 0 qime
je tvr�eƬe zadatka dokazano. Ili jox lakxe moжemo rexiti ovu kva-
dratnu jednaqinu. t2 + 3t + 1 = (t + 3/2)2 − 9/4 + 1 = 0 xto oqigledno
ima realno rexeƬe.

Zadatak 549. Neka je p(x) kubni polinom sa celobrojnim koeficijen-
tima i vode�im koeficijentom 1 i sa jednom nulom jednakoj proizvodu
druge dve. Dokazati da je (p(1) + p(−1)− 2(1 + p(0))) · z = 2p(−1) gde je
z ceo broj.

RexeƬe: Neka su a, b i ab koreni kubnog polinom p(x) = (x − a)(x −
b)(x− ab). Primetimo da je

2p(−1) = −2(1 + a)(1 + b)(1 + ab)

i
(p(1) + p(−1)− 2(1 + p(0))) = −2(1 + a)(1 + b).

Ako su oba izraza 0 tvr�eƬe problema odmah sledi. U suprotnom
2p(−1)

p(1)+p(−1)−2(1+p(0)) = 1 + ab je racionalan pa je i ab racionalan. Kako

je (ab)2 = −p(0) to je onda ab ceo qime je tvr�eƬe zadatka dokazano.

Zadatak 550. Dokazati da je (x − y)5 + (y − z)5 + (z − x)5 deƩiv sa
5(x− y)(y − z)(z − x).

RexeƬe: Nakon stepenovaƬa dobijamo da su koeficijenti uz sve
qlanove sigurno deƩivi sa 5(jer su

(
5
1

)
,
(
5
2

)
,
(
5
3

)
,
(
5
4

)
deƩivi sa 5) osim

koeficijenata uz x5, y5, z5 za koje lako sraqunamo da su nule. Pa je
trazeni izraz deƩiv sa 5. Za x = y izraz je jednak nuli pa je deƩiv i
sa (x− y). Analogno je deƩiv i sa (y − z) i (z − x).

Zadatak 551. Za koje k je x3 + y3 + z3 + kxyz deƩiv sa x+ y + z.

RexeƬe: Pitamo se da li postoji polinom f takav da je x3 + y3 +
z3 + kxyz = f(x, y, z)(x + y + z). Ubacimo li z = −x − y dobijamo
da je x3 + y3 − (x + y)3 − kxy(x + y) = −3xy(x + y) − kxy(x + y), od-
nosno xy(x + y)(3 + k) = 0. DovoƩno je uzeti da su i x i y pozi-
tivni pa mora biti k = −3, a u tom sluqaju je: x3 + y3 + z3 − 3xyz =
(x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx).

Zadatak 552. Neka je P kubni polinom zadat sa P (x) = ax3+bx2+cx+d,
gde su a, b, c, d celi i a 6= 0. Pretpostavimo da je xP (x) = yP (y) za
beskonaqno mnogo parova x, y celih brojeva za koje ne vaжi x = y.
Dokazati da P ima celebrojni koren.
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RexeƬe: Neka su x, y razliqiti brojevi koji ispuƬavaju xP (x) =
yP (y); ovo ej ekvivaletno a(x4−y4)+b(x3−y3)+c(x2−y2)+d(x−y) = 0. De-
ƩeƬem sa x−y dobijamo a(x3+x2y+xy2+y3)+b(x2+xy+y2)+c(x+y)+d = 0.
Smenimo x + y = p i x2 + y2 = q i dobijamo apq + b

2 (p
2 + q) + cp + d =

0 ↔ (2ap+ b)q = −(bp2 +2cp+2d). Kako je iz AG q ≥ p2/2 sledi da vaжi
p2|2ap+ b| ≤ 2|bp2+2p+2d| xto je mogu�e za konaqno mnogo razliqitih
vrednosti p. Pa postoji vrednost p takva da je xP (x) = (p− x)P (p− x)
za beskonaqno mnogo vrednosti x. Kako je xP (x) − (p − x)P (p − x) ko-
naqnog stepena sa beskonaqno mnogo nula onda mora biti jednak nuli
polinomu pa je xP (x) = (p− x)P (p− x)za sve x. Ubacimo x = 0 i dobi-
jamo pP (p) = 0 pa je za p 6 0 p celobrojna nula polinoma P . Ako je p = 0
onda P (x) = −P (−x). Odavde sledi b = d = 0, pa je P (x) = x(ax2 + c).
Odavde je 0 nula polinom P .

45.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 553. Koliki je ostatak pri deƩeƬu x2010 − x2009 +1 sa x3 − x?

Zadatak 554. Neka su a, b, c razliqiti brojevi. Odrediti: (x−a)(x−b)
(c−a)(c−b) +

(x−b)(x−c)
(a−b)(a−c) +

(x−c)(x−a)
(b−c)(b−a) − 1 za svako x. (pomo�:prvo proveriti za x = a,

x = b, x = c)

Zadatak 555. Dokazati da je polinom (1+ x+ ...xn)2 − xn proizvod dva
polinoma sa celovrojnim koeficijentima.

Zadatak 556. Neka polinom ax3+bx2+cx+d ima celobrojne koeficijnte
i ad je neparan, a bc paran. Dokazati da je bar jedna nula polinoma
iracionalna.

Zadatak 557. Neka je n prirodan broj i a1, a2, ..., an me�usobno razlic-
hiti celi brojevi. Na�i sve x za koje vaжi (x− a1)(x− a2)...(x− a2n) =
(−1)n(n!)2.
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Предавање 46

Raqunske metode u geometriji

Rade Xpegar

46.1 Теориjски увод

Teorema 105. [Stjuart] Ako je D taqka na stranici BC trougla ABC.
Ako je AB = c, BC = a,AC = b, AD = d,BD = m,DC = n vaжi jednakost:
b2m+ c2n = man+ d2a.

Teorema 106. [Potencija taqke u odnosu na krug] Za svaku taqku X
van kruжnice k(O, r) i pravu kroz X koja seqe k u taqkama A i B vaжi:
XA ·XB = |XO2 − r2|

46.2 Задаци за рад

Zadatak 558. Taqke A1 i B1 dele stranice BC i AC trougla ABC u
odnosu BA1 : A1C = 1 : p i AB1 : B1C = 1 : q respektivno. U kom odnosu
BB1 deli AA1?

RexeƬe: Neka je O presek AA1 i BB1. U trouglu B1BC povu-
cimo duж A1A2 takvu da je A1A2|BB1. Onda B1C

B1A2
= 1 + p i zato je

AO : OA1 = AB1 : B1A2 = B1C : qB1A2 = (1 + p) : q

Zadatak 559. Odrediti duжine odseqaka na koje stranice trouglova
dele taqke dodira upisanog kruga, a zatim i pripisanog kruga taqke
A.

RexeƬe: Neka su taqke dodira upisanog kruga sa stranicama BC,AC
i AB respektivno A1, B1 i C1. Tangente na krug iz jedne taqke su jed-
nake pa je AB1 = AC1 = x, BC1 = BA1 = y i CA1 = CB1 = z. Sada
je potrebno rexiti sistem jednaqina x + y = c, y + z = a i z + x = b
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odakle se dobija: x = p−a, y = p− b i z = p− c gde je p poluobim. Neka
pripisani krug dodiruje prave BC,AC i AB respektivno Aa, Ba i Ca.
Tangente iz A na pripisani krug su jednake pa je ACa = ABa kako je
pa je BCa − CBa = z − y. Iz jednakosti tangenti lako se dobija da je
BCa = BAa i BaC = CAa pa je BCa + CBa = z + y, a odavde se sadaq
lako dobija da je BAa = BCa = z i BaC = CAa = y, a osim toga je i
ACa = ABa = x+ y + z = p.

Zadatak 560. Dokazati da vaжi t2c = 2a2+2b2−c2

4 .

RexeƬe: Bez gubƩeƬa opxtosti pretpostavimo da je a > b i neka je
trougao oxtrougli(sluqaj tupouglog se radi sliqno) i neka je podnoz-
hje visine iz C na AB taqka D i sredixte AB taqka E. Neka AD = x,
sada je CE = c

2 − x i EB = c
2 . Iz Pitagorine teoreme na △ADC i

△EDC imamo da je b2 − x2 = tc
2 − ( c2 − x)2 odakle je tc2 = b2 + c2

4 − cx.
Sada je potrebno odrediti samo x. Sada primeƬujemo Pitagorinu te-
oremu na △ACD i △BDC i dobijamo b2 − x2 = a2 − (c − x)2 odakle je
x = fracb2 + c2 − a22c, zameƬuju�i x u prvoj jednacjini dobijamo da je
t2c = 2a2+2b2−c2

4 .

Zadatak 561. Dokazati da bisektrisa ugla kod temena A u △ABC deli
stranicu BC u odnosu b : c

RexeƬe: Posmatrajmo presek simetrale kod temena A sa opisanim
krugom oko △ABC i nazovimo tu taqku D.Podnoжje bisektrise oznac-
havacjemo sa E.∠BDA = ∠BCA, ∠ADC = ∠ABC, ∠CBD = ∠BAD = α

2 ,
∠BCD = ∠BAD = α

2 odavde dobijamo da je: △ABE ∼ △CDE i △CAE ∼
△DBE. Neka je CE : EB = y : z. Sada je CE = y

y+z
a i EB = z

y+z
a. Iz

sliqnosti △ABE i △CED dobijamo da je: sa
b
= za

(y+z)m , a iz sliqnosti

△CAE i △DBE dobijamo sa
c
= ya

(y+z)m sada je lako: y : z = b : c.

Zadatak 562. Sraqunati sa (duжina bisektrise iz temena A) preko
x = p − a, y = p − b, z = p − c (duжine tangenti iz temena na upisani
krug).

RexeƬe: Iz Stjuartove teoreme imamo da je b2m + c2n = man +

sa
2a gde je m = c

b+c
a i n = b

b+c
a odavde je sa =

√
b2m+c2n

a
−mn =

2
√

x(x+y)(x+z)(x+y+z)

2x+y+z

Zadatak 563. Sraqunati ra (polupreqnik pripisanog kruga temena A)
preko x, y, z.

RexeƬe: Neka je Oa centar pripisanog kruga temena A, neka je do-
dirna taqka pripisanog kruga sa duжi BC taqka D, podnoжje bisek-
trise iz taqke B na AC taqka E, a podnoжje normale iz E na BC
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taqka F . BD = z, DOa = ra, BE = sb, EF = ha
a

a+c
, a raqunaƬem uglova

dobijamo da je △BDOa ∼ △BEF odakle je: z√
ra2+z2 =

ha
a

a+c

sb
. haa =

2S△ABC =
√
xyz(x+ y + z). sb(a+ c) = 2

√
x(x + y)(x+ z)(x+ y + z) pa je

ha
a

a+c

sb
=
√

xz
(y+x)(y+z) . DaƩe raqunaƬem lako dobijamo: ra =

√
yz(x+y+z

x

Zadatak 564. Data je prava l. Kvadrat ABCD se rotira oko centra.
Na�i geometrijsko mesto taqaka sredixta duжi PQ gde je P podnoжje
normale iz taqke D na pravu l i q sredixte stranice AB.

RexeƬe: Posmatrajmo koordinantni sistem sa koordinantnim poc-
hetkom u centru kvadrata ABCD. Neka su koordinate temena kva-
drata A(x, y), B(y,−x), C(−x,−y), D(−y, x). Neka je linija l zadata sa
y = a(uzimamo onaj koordinantni sistem qija je x-osa paralelna sa
l). Podnoжje normale iz D na l ima koordinate P (−y, a), a sredixte
AB ima koordinate Q(x+y

2 , y−x
2 ). Neka je t = x−y

4 i sada dobijamo da je
traжeno geometrijsko mesto taqaka (t,−t+ a

2 ), pri qemu je jos dovoƩno
primetiti da x− y varira od −AB do AB.

Zadatak 565. Dokazati da ako u trouglu vaжi:
√
ra+

√
rb+

√
rc =

√
rarbrc
r

onda je on jednakostraniqan.

RexeƬe: Za nax trougao vaжi: 1√
rarb

+ 1√
rbrc

+ 1√
rcra

= 1
r
. Vaжi

ra =
√
yz(x+ y + z)x, rb =

√
xz(x+ y + z)y i rc =

√
xy(x+ y + z)z pa

je rarb = z(x + y + z), rbrc = x(x + y + z) i rcra = y(x + y + z). Vaжi:
r =

√
xyzx+ y + z, pa nakon sre�ivaƬa dobijamo da je:

√
xy +

√
yz +√

zx = x + y + z ↔ (
√
x − √

y)2 + (
√
y − √

z)2 + (
√
z − √

x)2 = 0 odakle
dobijamo da mora biti x = y = z pa je i a = b = c

Zadatak 566. [Ptolomej] Dokazati da svaki tetivan qetvorougao ABCD
vaжi: AB · CD +BC ·DA = AC ·BD.

RexeƬe: Na dijagonali BD na�emo taqku M takvu da je ∠BCA =
∠MCD. Pa je △ABC △DMC odnosno CD/MD = AC/AB, tj. CD ·AB =
AC ·MD. Kako je ∠BCA = ∠MCD sledi: ∠BCM = ∠BCA + ∠ACM =
∠ACD = ∠ACM + ∠MCD. Vaжi: BCM ACD odakle je BC/BM =
AC/AD, tj. BC · AD = AC · BM . Sada sumiraƬem dve dobijene jedna-
kosti dolazimo do traжene jednakosti CD ·AB+BC ·AD = AC ·MD+
AC ·BM = AC ·BD.

Zadatak 567. Izraqunati OI preko r i R gde su O i R centar i po-
lupreqnik opisanog kruga oko △ABC, a I i r centar i polupreqnik
upisanog kruga oko △ABC
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RexeƬe: Simetrala iz A prolazi kroz I i seqe opisani krug u
A1. Vaжi: AI · IA1 = R2 − OI2. Povucimo normalu IM duжine r
na AB. Poznato je da oan deli stranicu AB na delove duжine x i

y. Iz Pitagorine teoreme dobijamo da je AI =
√
x2 + xyz

x+y+z
. Vaжi:

∠BIA = ∠IBA = 90o − γ
2 odakle dobijamo da je IA = BA′ = CA′.

Povucimo normalu A′N na BC(ona polovi BC).△AIM △A′BN pa je
AM/AI = BN/BA′ = BN/IA′ pa je AI · IA′ = BN · AI2/AM = y+z

2 (x2 +
xyz

x+y+z
)/x = 2abc

4s = 2rR. Xto znaqi da je: 2rR = R2 − OI2 odnosno:

OI =
√
R(R− 2r) qime je dokaz zavrxen.

46.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 568. Dokazati teoremu o potenciji taqke.

Zadatak 569. Dokazati da su teжixne duжi AA1 i BB1 i trougla ABC
normalne ako i samo ako je a2 + b2 = 5c2

Zadatak 570. Dokazati Stjuartovu teoremu.

Zadatak 571. Na�i odnos stranica trougla kod koga je jedna teжixna
duж podeƩeƬa upisanom kruжnicom na tri jednaka dela.

Zadatak 572. Ako su koordinate temena trouglova racionalni bro-
jevi dokazati da su onda i koordinate centra opisanog kruga tako�e
racionalni brojevi.
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Предавање 47

DeƩivost i kongruencije

Milovan Majstorovi�, Matematiqka gimnazija

47.1 Теориjски увод

Definicija 82. Ceo broj a je deƩiv celim brojem b 6= 0 ako postoji
ceo broj c takav da je a = bc.

Teorema 107. Neka su n 6= 0, m, a, b i d 6= 0 proizvoƩni celi brojevi,
tada vaжi:

1) n | n.
2) d | n i n | m povlaqi d | m.
3) d | n i d | m povlaqi d | (an+ bm).
4) d | n povlaqi ad | an.
5) ad | an i a 6= 0 povlaqi d | n.
6) 1 | n.
7) n | 0.

Пример 1. Neki od kriterijuma deƩivosti sa nekim prirodnim bro-
jevima.

Broj n je deƩiv sa 2 ako se zavrxava sa ciframa 0, 2, 4, 6 ili 8.
Broj n je deƩiv sa 3 ako je Ƭegov zbir cifara deƩiv sa 3.
Broj n je deƩiv sa 4 ako su mu zadƬe dve cifre deƩive sa 4.
Broj n je deƩiv sa 5 ako se zavrxava sa ciframa 0 i 5.
Broj n = akak−1...a3a2a1 je deƩiv sa 7 ako je broj m = a3a2a1 −

a6a5a4 + a9a8a7 − ... deƩiv sa 7.
Broj n je deƩiv sa 8 ako su mu zadƬe tri cifre deƩive sa 8.
Broj n je deƩiv sa 9 ako mu je zbir cifara deƩiv sa 9.
Broj n je deƩiv sa 11 ako mu je razlika cifara na parnim i nepar-

nim mestima deƩiva sa 11.
Broj n = akak−1...a3a2a1 je deƩiv sa 13 ako je broj m = a3a2a1 −

a6a5a4 + a9a8a7 − ... deƩiv sa 13.
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Broj n je deƩiv sa 25 ako su mu zadƬe dve cifre deƩive sa 25.
Broj n = akak−1...a3a2a1 je deƩiv sa 27 ako je broj m = a3a2a1 +

a6a5a4 + a9a8a7 + ... deƩiv sa 27.
Broj n = akak−1...a3a2a1 je deƩiv sa 37 ako je broj m = a3a2a1 +

a6a5a4 + a9a8a7 + ... deƩiv sa 37.
Broj n je deƩiv sa 100 ako se zavrxava sa dve cifre 0.

Definicija 83. Ceo broj d za koji vaжi d | a i d | b naziva se zajed-
niqki delilac. Ceo broj s za koji vaжi a | s i b | s naziva se zajedniqki
sadrжalac.

Definicija 84. Najve�i prirodan broj u skupu delilaca brojeva a
i b se naziva najve�i zajedniqi delilac brojeva a i b i obeleжava se
sa NZD(a,b) ili (a,b). NajmaƬi prirodani broj u skupu sadrжaoca
brojeva a i b naziva se najmaƬi zajedniqi sadrжalac brojeva a i b i
oznaqava se sa NZS(a,b) ili [a,b].

Teorema 108. Ako je a ∈ Z i b ∈ N , onda a moжe na jedinstven naqin
da se predstavi

a = bq + r, (q, r ∈ Z, 0 ≤ r < b).

Definicija 85. (Euklidov algoritam). Na osnovu prethodne teoreme
moжemo ispisati slede�i niz jednakosti:

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < b,
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1,
r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2,
. . . . . .
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1,
rn−1 = rnqn+1.
Kako brojevi ri(i ∈ {1, 2, ...n}) qine storogo opadaju�i niz prirod-

nih brojeva maƬih od b, to �emo nakon konaqnog broja koraka do�i da
rn+1 = 0, tj. do jednakosti rn−1 = rnqn+1, koja govori o deƩivosti dva
uzastopna ostatka.

Teorema 109. Ako je a = bq+r, onda je (a,b) ı (b,r). PosledƬi ostatak rn
koji je razliqit od nule u Euklidovom algoritmu predstavƩa najve�i
zajedniqki delilac brojeva a i b.

Dokaz: Neka je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b. Tada
iz a = bq+ r sledi da d | r, odnosno da je d zajedniqki delilac brojeva
b i r. Ako je c najve�i zajedniqki delilac brojeva b i r, pa opet iz
jednakosti a = bq + r, sledi c | a, pa je c najve�i zajedniqki delilac a
i b tj. c = d. Sledi (a,b) ı (b,r). Na osnovu ovoga imamo:

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = ... = (rn−2, rn−1) = (rn−1, rn).
Poxto rn | rn−1 to je (rn−1, rn) = rn, paje(a, b) = rn.

Teorema 110. Postoje celi brojevi x0 i y0 tako da je
(a,b) = ax0 + by0,
barem jedan od brojeva a i b nije nula.
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Definicija 86. Za cele brojeve a i b koji pri deƩeƬu sa m 6= 0 daju
iste ostatke(tj. ako m deli a− b; ova dva iskaza su ekvivalentna zbog
Teoreme 2) kaжe se da su kongruentni po modulu m. Simboliqno se
pixe:

a ≡ b (mod m)
Ako m ne deli a− b, onda a nije kongruentno b po modulu m.

Teorema 111. Neka su a, b, c, d, x i y proizvoƩni celi brojevi, tada
vaжi:

1) a ≡ a (mod m).
2) a ≡ b (mod m), b ≡ a (mod m) i a− b ≡ 0 (mod m) su ekvivalentna

tvr�eƬa.
3) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je a + c ≡ b + d (mod

m).
4) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je ac ≡ bd (mod m).
5) Ako je a ≡ b (mod m) onda je ax ≡ bx (mod m)
6) Ako je a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m) onda je i a ≡ c (mod m).
7) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m) onda je i ax + cy ≡ bx + dy

(mod m).
8) Ako je a ≡ b (mod m), onda postoji ceo broj q takav da je a = mq+b.
9) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m) onda je i ac ≡ bd (mod m).
10) Ako je a ≡ b (mod m) i P(x) polinom sa celobrojnim koefici-

entima, onda je P (a) ≡ P (b) (mod m).
11) Ako je a ≡ b (mod m) i d | m, onda je a ≡ b (mod d).

Teorema 112. ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako je x ≡ y (mod m
(a,m))

(a 6= 0).

Teorema 113. Ako je a ≡ b (mod m), a ≡ b (mod n) i (m,n) = 1 onda je
a ≡ b (mod mn).

47.2 Задаци за рад

Zadatak 573. Na�i ostatak pri deƩeƬu 225 · 515 sa 3.

RexeƬe: Kako je 2 ≡ (−1) (mod 3) sledi po Teoremi 5.5 da je
225 ≡ (−1) (mod 3). StepenovaƬem kongruencije 5 ≡ (−1) (mod 3) sa 15,
dobijamo 515 ≡ (−1) (mod 3). Po teoremi 4.4 dobijamo da je 225 · 515 ≡ 1
(mod 3).

Zadatak 574. Koje su posledƬe dve cifre broja 992010?

RexeƬe: Kako je 99 ≡ (−1) (mod 100), sledi da je 992010 ≡ 1 (mod
100), pa se broj 992010 zavrxava sa 01.
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Zadatak 575. Dokazati da je broj a = 72n − 42n deƩiv sa 33 za svako
prirodno n.

RexeƬe: Kako je 72 = 49 ≡ 16 (mod 33), sledi 72n ≡ 162n (mod 33).
Sliqno iz 42n ≡ 162n (mod 33). OduzimaƬem kongruencija dobijamo
a = 72n − 42n ≡ 162n − 162n ≡ 0 (mod 33).

Zadatak 576. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je broj 2n − 1
deƩiv sa 7. Dokazati da ne postoji prirodan broj 2n + 1 deƩiv sa 7.

RexeƬe: Posmatramo ostatke stepena broja 2 pri deƩeƬu sa 7.
Primetimo da stepeni oblika 3k + 1 daje ostatak 2, stepeni oblika
3k + 2 daju ostatak 4, a stepeni oblika 3k daju ostatak 1. Iz ovog
sledi da je potrebno da n bude oblika 3k da bi 2n − 1 bilo deƩivo sa
7. Tako�e sledi da 2n +1 moжe dati ostatke 3, 5 i 2 pri deƩeƬu sa 7,
pa sledi da broj 2n+1 ne moжe biti deƩivo sa 7 ni za koje prirodno n.

Zadatak 577. Ako je zbir 2004 prirodna broja deƩiv sa 6, onda je i
zbir Ƭihovih kubova deƩiv sa 6. Dokazati.

RexeƬe: Kako za svaki prirodan broj a broj
a3 − a = (a− 1)a(a+ 1)
deƩiv sa 6, to je i broj
a31 − a1 + a32 − a2 + ...+ a32004 − a2004 =
= (a31 + a32 + ...+ a32004)− (a1 + a2 + ...+ a2004)
deƩiv sa 6, pa kako je po uslovu zadatka broj a1 + a2 + ... + a2004

deƩiv sa 6, sledi da je i broj a31 + a32 + ...+ a32004 deƩiv sa 6.

Zadatak 578. Ako su trocifrenom broju deƩivom sa 7 posledƬe dve
cifre jednake, dokazati da je zbir cifara tog broja deƩiv sa 7.

RexeƬe: Neka su a, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a 6= 0 takvi da 7 | abb =
= 100a+ 10b+ b = 100a+ 11b = 98a+ 7b+ 2(a+ b+ b).

Tada 7 | a + b + b, tj. zbir cifara trocifrenog broja abb deƩiv je
sa 7.

Zadatak 579. Odrediti (942,444).

RexeƬe: Primenom Euklidovog algoritma dobijamo:
942 = 2 · 444 + 54
444 = 8 · 54 + 12
54 = 4 · 12 + 6
12 = 2 · 6
Odakle sledi da je (942, 444) = 6.
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Zadatak 580. Dokazati da je zbir 2n+1 uzastopnih prirodnih brojeva
deƩiv sa 2n+ 1.

RexeƬe: Tvr�eƬe sledi iz jednakosti:
k + (k + 1) + (k + 2) + ...+ (k + 2n) = (k + n)(2n+ 1).

Zadatak 581. Dokazati da se razlomak 21n+4
14n+3 ne moжe skratiti.

RexeƬe: Tvr�eƬe sledi iz slede�eg niza jednakosti:
(21n+ 4, 14n+ 3) = (14n+ 3, 7n+ 1) = (7n+ 1, 1) = 1.

Zadatak 582. Dokazati da je za svaki prirodan broj n bar jedan od
brojeva 33n + 23n i 33n − 23n deƩiv sa 35.

RexeƬe: Ako je n neparan neparan broj, onda je 33n +23n = 27n+8n,
pa je 27 + 8 = 35 | 27n + 8n.

Ako je n = 2k, za neko prirodno k, onda vaжi:
33n − 23n = 36n − 26n = 729k − 64k =
= (729− 64)(729k−1 + 729k−2 · 64 + ...+ 729 · 64k−2 + 64).
pa tvr�eƬe sledi, jer je 729− 64 = 19 · 35.

47.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 583. Zbir cifara broja x jednak je y, a zbir cifara broja y
jednak je z. Odrediti broj x ako je x+ y + z = 60.

Zadatak 584. Ako za prirodne brojeve a, b, c, d vaжi (a + b)2 + a =
(c+ d)2 + c, dokazati da je a = c i b = d.

Zadatak 585. Dokazati da je broj 22225555 + 55552222 deƩiv sa 7.

Zadatak 586. Odredimo cele brojeve α i β takve da je
α · 972 + β · 600 = (972, 600).

Zadatak 587. Odrediti sve cele brojeve a za koje su izrazi 96 + a i
5 + a kubovi celih brojeva.
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Предавање 48

DeƩivost i kongruencije 2

Milovan Majstorovi�, Matematiqka gimnazija

48.1 Задаци за рад

Zadatak 588. Koliki je ostatak pri deƩeƬu broja 570 + 750 sa 12.

RexeƬe: Vaжi:
52 = 25 ≡ 1 (mod 12) ⇒ 570 ≡ 1 (mod 12);
72 = 49 ≡ 1 (mod 12) ⇒ 750 ≡ 1 (mod 12).
Prema tome 570 + 750 ≡ 2(mod 12).

Zadatak 589. Neka je S(n) zbir cifara celog broja n. Ako je S(n) =
S(2n), dokazati da je n deƩivo sa 9.

RexeƬe: Kako je S(n) ≡ n (mod 9), S(2n) ≡ 2n (mod 9) i S(2n) ≡ S(n)
(mod 9) to je 2n ≡ n (mod 9), pa 9 | n.

Zadatak 590. Dokazati da ako je n sloжen broj, onda je to i 2n − 1.

RexeƬe: Ako je n sloжen broj onda postoje prirodni brojevi p i q,
p, q > 2 takvi da je n = pq, pa je 2pq − 1 = (2p)q − 1 = (2p − 1)(2p(q−1) +
2p(q−2) + ...+ 2p + 1). Sada je oqigledno da je 2n − 1 sloжen broj.

Zadatak 591. Neka je p = p1p2...pn proizvod prvih n prostih brojeva.
Dokazati da za n > 1 p+ 1 i p− 1 nisu potpuni kvadrati.

RexeƬe: Kako je p1 = 2 i p2 = 3, to je p− 1 = 6P − 1 za neki priro-
dan broj P . Nije texko videti da kongruencija x2 ≡ −1 (mod 6) nema
rexeƬe(u skupu celih brojeva), pa broj p−1 ne moжe biti potpun kva-
drat. Sliqno je i pi ≡4 ±1 za i ≥ 2, pa je p ≡4 2 ± 1 ≡4 2. Onda je
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p + 1 ≡4 3, a nije texko videti i da kongruencija x2 ≡4 3 nema rexe-
Ƭa u skupu celih brojeva. Znaqi ni p+1 ne moжe biti potpun kvadrat.

Zadatak 592. Ako su a, b i c prirodni brojevi takvi da je 28a+ 30b+
31c = 365, dokazati da je a+ b+ c = 12.

RexeƬe: Neka je k = a+ b + c. Onda je 28k + 2b+ 3c = 365, a kako je
2b + 3c ≥ 5 to je k ≤ 360

28 iz qega sledi k ≤ 12, jer je k prirodan broj.
Sliqno je i 31k − b − 3a = 365, pa je k ≥ 369

31 odnosno k ≥ 12, jer je k
prirodan broj. Znaqi k = 12.

Zadatak 593. Neka je S(x) zbir cifara prirodnog broja x. Na�i sve
prirodne x za koje je x+ S(x) + S(S(x)) + S(S(S(x))) = 2007.

RexeƬe: Kako broj 1999 ima najve�i zbir cifara od prirodnih
brojeva iz intervala (1, 2007) to je S(x) ≤ 28. Sliqno je S(S(x)) ≤ 10
i S(S(S(x))) ≤ 9. Onda je x ≥ 1959. Imamo i to da je x ≡9 S(x) ≡9

S(S(x)) ≡9 S(S(S(x))), pa je 4x ≡9 2007 ≡9 0. Sledi da 9 | x, pa
x ∈ {1962, 1971, 1980, 1989, 1998}. ProveravaƬem vidimo da nema bro-
jeva koji ispuƬavaju uslove zadatka.

Zadatak 594. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je broj (n + 1) ·
(n+ 2) · ... · (n+ n) deƩiv sa 2n, a nije deƩiv sa 2n + 1.

RexeƬe: Imamo da je (n+1)(n+2)·...·(n+n) = 1·2·...·2n
n! = 2n·n!·1·3·5·...·(2n−1)

n! =
2n · 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1), pa je ovaj broj deƩiv sa 2n, a nije deƩiv sa 2n+1.

Zadatak 595. Neka su m i n prirodni brojevi za koje je mn+1 deƩivo
sa 24. Dokazati da je tada i m+ n deƩivo sa 24.

RexeƬe: Dokaza�emo da 8 | m + n i 3 | m + n. Kako 24 | mn + 1, to
su oba m i n neparna. Imamo da 8 | m2 +mn+ 1 −m2, a kako kvadrat
neparnog broja daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 8. Znaqi 8 | m(m+ n), a
kako je m neparan broj to 8 | m+ n. Sliqno ni m ni n nisu deƩivi sa
3, a kako 3 | m2 +mn+ 1 −m2 (m ≡3 ±1, pa je m2 ≡3 1)to 3 | m(m + n).
Sada poxto je (m, 3) = 1 to 3 | m+ n. Znaqi 24 | m+ n.

Zadatak 596. Da li postoji celi brojevi a, b, c i d takvi da vaжi:
abcd− a = 1357

abcd− b = 3571

abcd− c = 5713

abcd− d = 7135.
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RexeƬe: Pretpostavimo da postoji takvi celi brojevi a, b, c i d.
Iz prve jednaqine imamo da a | 1357, pa je a neparan broj. Sliqno su
i brojevi b, c i d neparni, pa je i broj abcd neparan. Onda je broj
1357 = abcd − a paran jer je razlika dva neparna broja. Dobili smo
kotradikciju, pa ne postoje traжeni brojevi a, b, c i d.

Zadatak 597. Ako su a i b razliqiti prirodni brojevi, ve�i od 1,
takvi da je b2+ a− 1 deli a2 + b− 1, dokazati da broj b2 + a− 1 ima bar
dva razliqita prosta faktora.

RexeƬe: Imamo da je a ≥ b i b2+a−1 | (b2+a−1)(b2−1−a). Iz posled-
Ƭeg dobijamo da b2+a−1 | (b2−1)2−a2. Koriste�i da i b2+a−1 | a2+b−1
dobijamo da b2 + a − 1 | (b2 − 1)2 + b − 1 = b(b − 1)(b2 + b − 1). Svaki od
ovih qinilaca uzajamno prost sa ostala dva i maƬi od b2 + a − 1, pa
b2 + a− 1 mora da ima bar dva razliqita prosta faktora.

48.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 598. Dokazati da za svaki prirodan broj n, 584 | 8n+8n+1+8n+2.

Zadatak 599. Na�i rexeƬa jednaqine
√
a+

√
a+

√
a = b u skupu celih

brojeva.

Zadatak 600. Ako za prirodne brojeve a, b, c i d vaжi a2 + b2 + 3ab =
c2 + d2 + 3cd dokazati da je a+ b+ c+ d sloжen broj.

Zadatak 601. Prirodan broj n je savrxen ako je zbir svih Ƭegovih
prirodnih delilaca jednak 2n. Na�i sve savrxene brojeve n za koje
su n− 1 i n+ 1 prosti brojevi.

Zadatak 602. Dokazati da su brojevi 22
n

+1 i 22
n+1

+1 uzajamno prosti
za svaki prirodan broj n.
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Предавање 49

Logiqko kombinatorni zadaci

(invarijante, bojeƬa)

Lazar Arsi�, Matematiqka gimnazija

49.1 Теориjски увод

Prva taktika kod rexavaƬa ovakvih zadataka je potraga za invari-
jantama, i nazivamo je Princip invarijanti. Princip primeƬujemo
onda kada kada vrximo neke korake, transformacije ili sliqne pro-
mene po nekom pravilu, i tada prvo radimo na pronalaжeƬu onoga xto
se ne meƬa(invarijante). Prostije reqeno:
Kada postoji neko ponavƩaƬe, traжi ono xto se NE MEƫA!
Ovo je izuzetno korisno u dokazivaƬu da se nexto ne moжe posti�i.
U dokazivaƬu da je nexto mogu�e nema sigurnu primenu, jer se Ƭome
moжe dokazati da nexto sigurno ne moжe ili da samo moжda moжe.
Ovakve zadatke radimo tako xto prona�emo invarijantu(nepromenƩivost)
i zatim dokaжemo preko toga da se nexto ne moжe desiti. Elem, pri-
menu principa invarijanti mnogo je lakxe xvatiti kroz zadatke koji
se nalaze daƩe u predavaƬu.

Problemi sa bojeƬem su sliqni invarijantama. Princip se vrxi
tako xto se nexto podeli na konaqan broj poddelova i onda se ti
poddelovi oboje istim bojama, oznaqe se, i onda te oznake koristimo
u dokazima. Britanskom fiziqaru Fixeru trebalo je mnogo vremena
da dokaжe da se xahovska tabla 8 × 8 moжe prekriti dominama na
24 × 9012 = 12, 988, 816 naqina. Postavimo pitaƬe: a na koliko nac-
hina se to moжe uqiniti ako se xahovskoj tabli odlome dva dijago-
nalno suprotna poƩa? Deluje jox teжe, me�utim, setimo se table
i zakƩuqi�emo da su takva dva poƩa iste boje. Jedna domina uvek
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prekriva taqno 1 crno i 1 belo poƩe, a mi bi imali 30 jednih i 32
drugih. Sada je odgovor lak: na 0 naqina! Ovim smo naizgled teжak
problem rexili lako.

49.2 Задаци за рад

Zadatak 603. Data je transformacija ure�ene trojke (a, b, c): (a, b, c) 7→
(2a− b, 2b− c, 2c− a). Moжe li se iz trojke (1, 7, 9) transformacijama
dobiti:
a) trojka (3, 7, 11)
b) trojka (3, 6, 8)?

RexeƬe: Kao invarijantu uoqimo da je (2a− b) + (2b− c) + (2c− a) =
a + b + c odakle dobijamo da se zbir brojeva trojki ne meƬa trans-
formacijama. Pod a) je nemogu�e jer 3 + 7 + 11 6= 1 + 7 + 9 me�utim
3+ 6+ 8 = 1+7+9. Sada primetimo da ako su a, b, c neparni onda su i
(2a− b, 2b− c, 2c− a) neparni. U trojci pod b) brojevi 6 i 8 su parni
pa se ne moжe ni ona dobiti transformacijama.

Zadatak 604. Na ostrvu жivi 9m2 plavih kameleona, (3n − 1)2 crve-
nih kameleona i 3k − 1 zelenih, gde su m,n, k prirodni brojevi. Svi
kameleoni neprekidno lutaju ostrvom i kad god se sretnu 2 kameleona
razliqitih boja oni prelaze u onu tre�u boju. Mogu li na ovakav
naqin da ostanu samo zeleni kameleoni na ostrvu?

RexeƬe: Prvo xto �emo uoqiti je da je 9m2 ≡ 0, (3n − 1)2 ≡ 1,
3k− 1 ≡ −1 (mod 3). Dakle na poqetku broj kameleona po bojama pred-
stavƩa potpun sistem ostataka po modulu 3. Sada pogledajmo xta
se dexava transformacijom: Oznaqimo ove tri boje sa x, y, z i broj
kameleona po bojama a, b, c respektivno. Na poqetku su brojevi a, b, c
potpun sistem ostataka po modulu 3. Ako se kameleon boje x sretne
sa kameleonom boje y oni prelaze u boju z. Sada je broj kameleona po
bojama a−1, b−1, c+2, a to je opet potpun sistem ostataka po modulu 3
((c+2 ≡ c− 1) (mod 3)). Znaqi ova trojka brojeva ostaje potpun sistem
nezavisno od broja transformacija Sada, ako su svi kameleoni zeleni
onda je plavih i crvenih 0 pa ova trojka vixe nije potpun sistem xto
je nemogu�e posti�i.

Zadatak 605. Mali �okica je na ploqi napisao brojeve 1, 2, 3, 4, ..., 2n
gde je n neparan broj. Zatim je mali �okica krenuo da bira po dva
broja sa ploqe, zovimo ih a i b . On bi te brojeve izbrisao, ali bi
na ploqu svaki put dopisivao broj vrednosti |a − b|. To je radio dok
mu nije preostao jedan jedini broj na tabli. Dokazati da je broj koji
mu je na kraju ostao neizbrisan neparan.
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RexeƬe: U ovom slucaju posmatrajmo sumu brojeva na tabli i Ƭenu
parnost. Suma brojeva na poqetku je 2n(2n+1)

2 = n(2n + 1) a kako je n
neparan i ova suma je neparna. Kada brixemo brojeve suma se smaƬuje
za a + b − |a − b|, i neka je a ve�i u ovom sluqaju, suma se smaƬuje za
a + b − a + b = 2b a to je paran broj tako da svaka nova suma ostaje
neparna. Odatle zakƩuqujemo da �e i taj jedan broj koji ostane biti
neparan.

Zadatak 606. U svakom poƩu xahovske table 8× 8 upisan je ceo broj.
U jednom koraku biramo kvadrat 4× 4 ili 3× 3 i svakom broju u iza-
branom kvadratu dodajemo 1. Da li je UVEK mogu�e ovim postupkom
izmeniti brojeve zapisane na tabli tako da su svi brojevi:
a) parni
b) deƩivi sa 3?

RexeƬe: DovoƩno je prona�i sluqaj u kome je ovo nemogu�e. Pro-
na�imo invarijantu za primer a). Obojimo tre�i red odozgo i tre�i
red odozdo crvenom bojom. Sa S oznaqimo sumu svih ’necrvenih’ po-
Ʃa. Sada koji god kvadrat 3× 3 uzeli on ima taqno tri crvena poƩa
i suma S �e se pove�ati za 6 pa Ƭena parnost ostaje ista. Sliqno
svaki kvadrat 4 × 4 koji izaberemo ima ili 4 ili 8 crvenih poƩa pa
se S pove�ava za 12 ili 8 pa Ƭena parnost opet ostaje ista. Odavde
dobijamo da ako je suma S bila neparna na poqetku a Ƭena parnost
ostaje ista onda �e ostati bar jedan neparan broj u ’necrvenom’ delu
xto je dovoƩno.
Sada za primer b) uradimo sliqno ali tako da se delu koji ostane ne
meƬa ostatak pri deƩeƬu sa 3. Zato �emo obojiti qetvrti i osmi red
plavom bojom i opet oznaqiti sumu ’neplavih’ brojeva sa S. Svaki
kvadrat 3× 3 ima 0 ili 3 plavih poƩa pa Ƭima moжemo uve�ati sumu
za 6 ili 9, a kod 4 × 4 uvek je 4 plavih poƩa pa se suma pove�ava za
12 ⇒ ostatak pri deƩeƬu sume S sa 3 ostaje isti. Moжemo zakƩuqiti
da ako u poqetku S ≡ 1∨S ≡ 2(mod 3) onda �e uvek postojati bar jedan
broj u ’neplavom’ delu koji nije deƩiv sa 3.

Zadatak 607. Na kongres je pozvano 2n ambasadora. Svaki ambasador
ima najvixe n − 1 politiqkih protivnika. Dokazati da se svi amba-
sadori mogu rasporediti oko okruglog stola tako da niko ne sedi do
svog politiqkog protivnika.

RexeƬe: Prvo, rasporedimo ambasadore prozivoƩno i neka je H
ukupan broj neprijateƩskih parova u tom rasporedu. Sada traжimo
protivniqke parove za stolom i pokuxajmo da ih prerasporedimo uz
xto maƬe guжve. Neka je (A,B) neki protivniqki par i nek B sedi
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sa leve strane A. RazmextaƬe moжemo izvrxiti tako xto na�emo par
(C,D) gde je D sa leve strane C i zamenimo mesta B i C. Par (C,D)
biramo tako da je C prijateƩ sa A, a D prijateƩ sa B. Kre�u�i se
suprotno od kazaƩke na satu nai�i�emo na bar n prijateƩa A, a kako
B ima najvixe n− 1 protivnika, neki od ambasadora koji sede sa leve
strane nekog prijateƩa A je prijateƩ sa B. Ovakvim razmextaƬima
smaƬujemo broj neprijateƩskih parova H dok ga ne dovedemo do nule.

Zadatak 608. Svaki od brojeva a1, a2, ..., an je 1 ili −1, i znamo da
vaжi:

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + ...+ ana1a2a3 = 0.

Dokazati da 4|n.
RexeƬe: Ovde �emo sami smisliti transformaciju i uoqiti inva-

rijantu. Za transformaciju uzmimo promenu ai = −ai. Svaki broj ai
sadrжi se u 4 sabirka. Kad mu promenimo znak S se meƬa na slede�i
naqin: Ako su sva 4 sabirka bila1 ili −1 onda se zbir meƬa za ±8,
ako su dva 1, a dva −1 onda se S ne meƬa, ako su taqno tri 1 ili −1
onda se S meƬa za ±4. Odavde zakƩucujemo da ostatak pri deƩeƬu
S sa 4 ostaje isti, a kako je na poqetku S = 0 dobijamo da je uvek
S ≡ 0(mod 4). Ako bismo sve negativne promenili u pozitivne dobili
bi S = n, a uz 4|S to 4|n.

Zadatak 609. Brojevi od 1, 2, ..., 2n su pore�ani proizvoƩnim redosle-
dom. Sada svakom broju dodajmo broj vrednosti mesta na kojem se
nalazi, to jest prvom pridruжimo 1, drugom 2,... itd. Dokazati da
me�u ovim novim brojevima postoje 2 koji daju isti ostatak po modulu
2n.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno, neka ne postoje takva dva. Onda
svaki od Ƭih daje jedan od ostataka 0, 1, 2, ..., 2n− 1. Pa bi zbir ovakve
grupe brojeva davao ostatak:

(0 + 1 + 2 + ...+ 2n− 1) ≡2n n

Me�utim
2(1 + 2 + ...+ 2n) = 2n(2n+ 1) ≡2n 0
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xto je kontradikcija.

Zadatak 610. Pod je prekriven ploqama 4 × 1 i 2 × 2. Jedna ploqa je
slomƩena, a od rezervnih imamo samo jednu drugaqijeg oblika. Do-
kazati da se pod vixe ne moжe u potpunosti prekriti preure�ivaƬem
rasporeda ploqica.

RexeƬe: Reximo sliqno kao zadatak sa dominama. Obojimo poƩa
u crno, ali tako da bojimo samo u svakoj drugoj koloni i da bojimo
svako drugo. Sada ploqica 2 × 2 prekriva uvek samo 1 crno, a 4 × 1
prekriva ili 2 ili 1. Odavde sledi da je nemogu�e.

Zadatak 611. Da li je mogu�e napraviti pravougaonik od pet razlic-
hitih tetromina?

RexeƬe: Jednostavno obojimo poƩa kao na xahovskoj tabli. Ovaj
pravougaonik bi zbog povrxine morao biti povrxine 20, pa �e biti
10 crnih poƩa. Svaka tetromina pokriva uvek taqno 2 crna, osim T -
tetromine koja prekriva ili 1 ili 3. Odavde sledi da ne moжe.

Zadatak 612. Imamo tablu n× n sa odlomƩenim uglovima. Dokazati
da se moжe prekriti L-tetrominama i na�i dovoƩan uslov.

RexeƬe: Sada imamo n2 − 4 poƩa, pa mora 4|n tj. n je paran. Ali
ovo nije dovoƩno. Obojimo tablu na slede�i naqin: svaki drugi red
obojimo u crno. L-tetromina pokriva ili 3 belih i 1 crno ili 3
crnih i 1 belo poƩe. Kako je jednak broj crnih i belih poƩa i de-
Ʃiv je sa 4 onda svako potpuno prekrivaƬe korisiti jednak broj obe
vrste tetromina, odnosno paran broj tetromina ulazi u prekrivaƬe,
pa 8|n2 − 4 xto znaqi da je n oblika 4k + 2. Probnim konstrukcijama
moжemo utvrditi da je uslov n = 4k + 2 dovoƩan uslov.
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49.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 613. Na velikom okupƩaƬu matematiqara u Xapcu dogodila
su se mnoga rukovaƬa. Mladog matematiqara nazivamo neparnim ako
je obavio neparan broj rukovaƬa, a parnim ako se rukovao paran broj
puta. Dokazati da je u bilo kom trenutku bio paran broj neparnih
matematiqara.

Zadatak 614. Dato je 35 celih brojeva. U jednom koraku biramo 23
brojeva iz skupa i dodajemo im svakom po 1. Dokazati da se moжe
posti�i da svi 35 broja budu jednaki.

Zadatak 615. Na tabli su napisani brojevi a, b, c. U jednom koraku
brixemo jedan broj, a umesto Ƭega dopisujemo zbir druga dva umaƬen
za 1. Moжe li se dobiti trojka (17, 1967, 1983) od trojki:
a) (2, 2, 2)
b) (3, 3, 3)

Zadatak 616. Sve taqke u ravni su obojene crnom, belom ili crvenom
bojom. Dokazati da postoje dve istobojne taqke na rastojaƬu taqno 1.

Zadatak 617. Dokazati da se tabla 10×10 ne moжe pokriti tetrominom
4× 1.
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Предавање 50

Polinomi

Milox MilosavƩevi�, Matematiqka gimnazija

50.1 Теорjски увод

Definicija 87. Izraz P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 je po-
linom stepena n, stP (x) = n. Mi �emo se baviti polinomima qiji su
koeficijenti ai ∈ R,ai ∈ Q, ai ∈ Z, gde je i ∈ 0, 1, ..., n.

Definicija 88. Za polinome P (x) i G(x) postoje jedinstveni poli-
nomi Q(x) i R(x) tako da vaжi P (x)ıG(x)Q(x) + R(x) i stR(x) < stG(x)
ili R(x) = 0. Q(x) je koliqnik, a R(x) je ostatak pri deƩeƬu P (x) sa
Q(x). Kada je R(x) = 0 kaжemo da G(x) deli P (x) i pixemo G(x)|P (x).

Teorema 114. Ako je P (x) realan polinom onda je zbir Ƭegovih koe-
ficijenata P (1).

Teorema 115. Ako je P (x) realan polinom razlika koeficijenata uz
parne i koeficijenata uz neparne stepene je P (−1).

Teorema 116. Ako je P (x) realan polinom slobodan qlan tog polinoma
je P (0).

Teorema 117. Celobrojne nule polinoma sa celobrojnom koeficijen-
tima delioci su slobodnog qlana tog polinoma.

Teorema 118. Neka je p
q
∈ Q , p 6= 0 i NZD(p, q) = 1 racionalna nula

polinoma P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0. Tada p|a0 i q|an.

Teorema 119. Ako je P (x) realan polinom onda x− a|P (x) (a ∈ R) ako
i samo ako P (a) = 0. Sliqno vaжi i za P (x) ∈ Q[x] i P (x) ∈ Z[x]. Ova
teorema je poznata kao Bezuova teorema. Broj a nazivamo nulom tog
polinoma.
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Teorema 120. Za polinom P (x) ∈ Z[x] i razliqite cele brojeve a i b
vaжi a− b|P (a)− P (b).

Teorema 121. Ako polinom x2+ px+ q ima nule x1 i x2 imamo slede�u
jednakost x2 + px + q = (x − x1)(x − x2) = x2 − (x1 + x2) + x1x2 Nakon
xto uporedimo koeficijente ispred jednakih stepena na levoj i desnoj
strani imamo p = −(x1+x2) i q = x1x2. Ako su x1, x2, x3 nule polinoma
x3+px2+qx+r na isti naqin dobijemo p = −(x1+x2+x3), q = x1x2+x1x3+
x2x3, r = x1x2x3. Sliqne formule vaжe za polinome vixih stepena.
Date formule su poznatije kao Vietove formule.

50.2 Задаци за рад

Zadatak 618. Na�i sve polinome sa celobrojnim koeficijentima koji
zadovoƩavaju P (5) = 13, P (2) = 5.

RexeƬe: Kako imamo a−b|P (a)−P (b), ovde mora da vaжi 5−2|P (5)−
P (2), odnosno 3|8. Takav polinom ne postoji.

Zadatak 619. Neka je P (x) = (x2 − x+ 1)2010. Odrediti zbir koefici-
jenata na parnim mestima polinoma P (x).

RexeƬe: Neka je zbir koeficijenata na parnim mestima p,a na ne-
parnim l.
Tada je p+l = P (1) = (1−1+1)2010 = 1, a p−l = P (1) = (1+1+1)2010 = 32010.

Odavde je 2p = 32010 + 1, pa je p = 32010+1

2 .

Zadatak 620. Ako je x3 + y3 + z3 = 3xyz, dokazati x + y + z = 0 ili
x = y = z.

RexeƬe: Datu jednakost mozemo zapisati u slede�em obliku x3 +
y3 + z3 − 3xyz = (x+ y+ z)(x2 + y2 + z2 − xy− xz − yz), (Izmnoжite desnu
stranu, i dobije se nakon skra�ivaƬa). Iz uslova zadatka imamo da
je x3+ y3+ z3− 3xyz = 0, pa je i (x+ y+ z)(x2+ y2+ z2−xy−xz− yz) = 0.
Onda je x+ y + z = 0, ili (x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz) = 0. Pomnoжimo
posledƬu jednakost sa dva i napiximo je u slede�em obliku x2 + y2 −
2xy + x2 + z2 − 2xz + y2 + z2 − 2yz = 0. Imamo tri kvadrata binoma
(x − y)2 + (x − z)2 + (y − z)2 = 0. Kako je kvadrat uvek ve�i ili jednak
0, tada sva tri kvadrata moraju biti jednaki 0, odnosno x − y = 0 i
x− z = 0 i y − z = 0, dakle x = y = z.

Zadatak 621. Na�i x tako da je vrednost P (x, y) minimalna, P (x, y) =
2x2 + 5y2 − 4x− 2y − 4xy + 7

RexeƬe: Ovde �emo uveжbati vextinu namextaƬa na kvadrat bi-
noma. Obratimo paжƬu na to da imamo 2x2,−4xy i 5y2. −4xy =
−2 ∗ 2 ∗x∗ y. Kako imamo 5y2, i 2x2, logiqnije je da je −4xy = −2 ∗ 2y ∗x
(uvek se orijentixemo prema sredƬem qlanu). Napravimo li kvadrat
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binoma od x i 2y imamo P (x, y) = (x− 2y)2+x2− 4x+ y2− 2y+7. DaƩe je
P (x, y) = (x− 2y)2+(x− 2)2 +(y− 1)2+2. Kako je kvadrat uvek nenegati-
van, to je najmaƬa vrednost datog polinoma kada je x = 2y, x = 2, y = 1
i tada je P (x, y) = 2.

Zadatak 622. Rastaviti x8 + 98x4 + 1 na dva qinioca sa celobrojnim
koeficijentima.

RexeƬe: Opet �emo namextati kvadrate binoma.
x8 + 2x4 + 1 + 96x4 = (x4 + 1)2 + 96x4,
Жelimo opet da namestimo na kvadrat binoma, ali tako da jedan qi-
nioc bude x4 + 1.
(x4 + 1)2 + 96x4 =
(x4 + 1)2 + 2 ∗ 8 ∗ x2 ∗ (x4 + 1) + (8x2)2 − 2 ∗ 8 ∗ x2 ∗ (x4 + 1) + 32x4 =
(x4 + 1 + 8x2)2 + 32x4 − 16x2(x4 + 1) =
(x4 + 1 + 8x2)2 − 16x2(x4 − 2x2 + 1) =
(x4 + 1 + 8x2)2 − 16x2(x2 − 1)2 =
(x4 + 1 + 8x2)2 − (4x3 − x)2.

Ovo je razlika kvadrata, tako da imamo

x8 + 98x4 + 1 = (x4 − 4x3 + 8x2 + x+ 1)(x4 + 4x3 + 8x2 − x+ 1).

Ovim je zadatak zavrxen.

Zadatak 623. Neka je a, b, c ∈ R, a + b + c > 0, bc + ca + ab > 0, abc > 0.
Tada je a > 0, b > 0, c > 0..

RexeƬe: Neka je a+ b + c = u, bc+ ca+ ab = v, abc = w.
Iz Vijetovih pravila imamo da su a, b, c nule polinoma
P (x) = x3 − ux2 + vx− w.
Ako je x < 0, P (x) < 0, jer x3 < 0,−ux2 < 0,+vx < 0,−w < 0. Qak i kad
je x = 0, P (x) = −w < 0.
Dakle x > 0, a kako su a, b, c nule polinoma P (x), mora biti a > 0, b >
0, c > 0.

Zadatak 624. Dokazati da su sve nule polinoma x5+x−10 iracionalne.

RexeƬe: Neka je p
q

∈ Q, p
q

6= 0 i NZD(p, q) = 1 racionalna nula

polinoma x5 + x − 10. Iz (p
q
)5 + p

q
− 10 = 0 mnoжeƬem sa q5 dobijemo

p5 + pq4 = 10q5. Odavde q|p5, pa poxto je NZD(p, q) = 1, sledi q = 1.
Sliqno dobijemo p|10q5, odakle p|10. Oqigledno p > 0. Proverom za
p = 1, 2, 5, 10 vidimo da dati polinom nema racionalne nule.

Zadatak 625. Na�i sve celobrojne vrednosti x za koje je P (x) = x4 −
4x3 + 14x2 − 20x+ 10 potpun kvadrat.
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RexeƬe: Imamo P (x) = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 1 + 8x2 − 16x + 8 + 1 =
(x− 1)4 + 8(x− 1)2 + 16− 15.
P (x) = ((x − 1)2 + 4)2 − 15. Tako�e P (x) = k2, k ∈ N . Obeleжimo
(x− 1)2 + 4 = m, dakle m ≥ 4. Tada je m2 − k2 = 15, (m− k)(m+ k) = 15.
Kako je m ≥ 4 moжemo da zanemarimo negativne faktore, pa imamo dve
mogu�nosti:
1)m − k = 1,m + k = 15. Odavde je m = 8, pa dobijemo dva rexeƬa
x = 3, x = −1
2)m − k = 3,m + k = 5. Dobijemo m = 4, i odavde imamo jox jedno
rexeƬe x = 1.

Zadatak 626. Neka su a, b, c tri cela broja. Na�i sve polinome sa
celobrojnim koeficijentima za koje vaжi: P (a) = b, P (b) = c, P (c) = a.

RexeƬe: Iz Bezuove teoreme imamo:
P (x)− b = (x− a)P1(x) (1)
P (x)− c = (x− b)P1(x)
P (x)− a = (x− c)P1(x)
Od brojeva a, b, c izaberimo par sa najve�0m apsolutnom razlikom.
Neka je to |a− c|. Tada imamo:
|a− b| < |a− c| (2)
Zamenimo x sa c u (1), sledi:
a− b = (c− a)P1(c)
Kako je P1(c) ceo broj imamo |a− b| ≥ |c− a|,
a to je kontradikcija sa (2). Dakle takav polinom ne postoji.

Zadatak 627. Na�i sve polinome P (x) koji za svako x zadovoƩavaju
xP (x− 1) = (x− 3)P (x)

RexeƬe: Za x = 0 imamo P (0) = 0.
Za x = 1 je P (1) = 0.
Za x = 2 je P (2) = 0.
Dakle P (x) = x(x− 1)(x− 2)Q(x). Zamenimo ovo u poqetnu jednakost.
x(x − 1)(x− 2)(x− 3)Q(x− 1) = (x− 3)x(x− 1)(x− 2)Q(x).
Odavde je Q(x) = Q(x− 1), pa Q(x) mora biti neka konstanta.
Zaista, pretpostavimo suprotno, neka je
Q(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0, n ≥ 1, an 6= 0.

Tada je
an(x−1)n+an−1(x−1)n−1+...+a1(x−1)+a0 = anx

n+an−1x
n−1+...+a1x+a0

Odavde izjednaqavaƬem koeficijenata ispred xn−1 mora biti
kan + an−1 = an−1, (k = const)
Ovo je kontradikcija. Dakle P (x) = cx(x − 1)(x− 2), c = const.
Time je zadatak zavrxen.
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50.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 628. Odrediti zbir koeficijenata na neparnim mestima po-
linoma P (x) = (x2 + x+ 1)201 + (x2 − x+ 1)210.

Zadatak 629. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima
takav da je P (a) = P (b) = P (c) = −1 za tri razliqita cela broja a, b i
c. Dokazati da P (x) nema celobrojnih nula.

Zadatak 630. Dokazati Teoremu 7. Ako je polinom P (x, y) simetriqan
i x− y|P (x, y), tada i (x − y)2|P (x, y).
(Polinom je simetriqan ako je P (x, y) = P (y, x)).

Zadatak 631. Na�i sve polinome za koje vaжiP (x)P (2x2) = P (2x3 + x).

Zadatak 632. Na�i sve polinome za koje vaжi P (x)P (−x) = P (x2).
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Предавање 51

PrebrojavaƬa

Milox MilosavƩevi�, Matematiqka gimnazija

51.1 Теориjски увод

Definicija 89. Broj elemenata konaqnog skupa A nazivamo kardi-
nalni broj skupa A i obeleжavamo ga sa |A|.

Definicija 90. Ako je skup X unija disjunktnih skupova S1, S2, ..., Sn,
tada je |X | = |S1|+ |S2|+ ...+ |Sn|.

Definicija 91. Ako su S1, S2, ..., Sn neprazni skupovi,
tada je |S1 × S2 × ...× Sn| = |S1| · |S2| · ... · |Sn|.

Definicija 92. n! = n · (n− 1) · ... · 3 · 2 · 1.

51.2 Задаци за рад

Zadatak 633. a) Koliko ima petocifrenih brojeva koji ne sadrжe
nulu?
b) Koliko ima petocifrenih brojeva qije su sve cifre razliqite?

RexeƬe:
a) ooooo
Imamo 5 mesta na koje moжemo rasporediti 9 cifara, (1,2,3,4,5,6,7,8,9).
Za prvo mesto imamo 9 mogu�nosti, isto vaжi i za drugo, tre�e, qe-
tvrto i peto. Dakle imamo 9 · 9 · 9 · 9 · 9 = 95 = 59049 takvih brojeva.
b) ooooo
Sliqno kao malopre, za prvo mesto imamo u opticaju 9 cifara (sve
osim nule, broj ne moжe poqiƬati nulom) , za drugo nam je u opticaju
0, ali moramo da izbacimo cifu koju smo iskoristili za prvo mesto,
dakle 9 opcija, za tre�e imamo 8 opcija (izbacimo dve iskorixtene
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cifre), qetvrto 7 opcija, peto 6. Dakle ima 9 · 9 · 8 · 7 · 6 = 27216 takvih
brojeva.

Zadatak 634. Na koliko naqina n osoba moжe da stane u vrstu tako
da 2 uoqene osobe ne stoje jedna pored druge?

RexeƬe:
Neka su uoqene osobe a, i b. Imamo dve mogu�nosti za Ƭihov raspored,
ab i ba. Posmatrajmo Ƭih kao jednu celinu. Ukupan broj rasporeda
kad su ove dve osobe jedna pored druge je 2(n − 1)!(pogledaj zadatak
1 pod b)) . Ukupan broj rasporeda svih osoba je n!. Dakle imamo
n!− 2(n− 1)! naqina .

Zadatak 635. Na koliko naqina moжemo postaviti 8 topova na xahov-
sku tablu, tako da se nikoja dva ne napadaju?

RexeƬe: Numeriximo topove brojevima 1 do 8. PoƩe za prvog topa
mozemo izabrati na 8 · 8 naqina. Poxto se topovi ne smeju napadati
precrtajmo kolonu i vrstu u kojoj se nalazi taj top. Ovime dobijemo 7·
7 ploqu. Ponovimo ovaj postupak za sve topove i imamo (8!)2 rasporeda.
Me�utim poxto su topovi numerisani, vixe puta smo brojali neke
rasporede. Nama je svejedno da li je, na primer, na poƩu a3 top 1
ili 6. Na nekom poƩu moжe biti bilo koji od topova 1-8. Za slede�e
zauzeto poƩe imamo 7 mogu�nosti, jedan top smo iskoristili. Dakle
rasporeda ovih topova ima 8!. To je ujedno broj onih rasporeda koje

smo vixe puta brojali. Broj rasporeda topova je (8!)2

8! = 8!.

Zadatak 636. Na koliko naqina moжemo odabrati xest osoba od Ƭih
osam, ali ako uzmemo A, moramo uzeti i B?

RexeƬe: Ako odaberemo osobu A, moramo odabrati i osobu B, pa
onda od ostalih 6 biramo 4 osobe. To moжemo uqiniti na 6·5·4·3

4·3·2·1 =
15(pogledaj prethodni zadatak). Ako ne odaberemo osobu A, onda od
preostalih 7 osoba biramo 6, xto je isto kao da biramo jednu koja
je preostala. Imamo 7 naqina oda odaberemo tu jednu osobu. Znaqi
ukupno imamo 22 naqina.

Zadatak 637. Na koliko naqina moжemo odabrati 3 broja od 1 do 40
tako da je Ƭihov zbir paran?

RexeƬe: Ili su sva tri broja parna, ili su dva neparna, jedan
paran. Ako su sva tri broja parna imamo 20·19·18

3·2·1 = 1140 naqina.
Ako su dva neparna, a jedan paran, ukupan broj naqina je 20 · 20·19

2 =
3800.
Dakle imamo 4940 naqina.

Zadatak 638. Na koliko naqina se 10 novqanica moжe rasporediti u
2 novqanika?
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RexeƬe: Svaka novqanica moжe biti u jednom ili u drugom novqa-
niku. Imamo 2 izbora za svaku. Ukupan broj izbora je 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 ·
2 · 2 · 2 · 2 = 210 = 1024.

Zadatak 639. Na fudbalskom turniru uqestvuje 18 ekipa. Dokazati
da se posle osmog kola mogu na�i tri ekipe me�u kojima ne postoje
dve koje su me�usobno odigrale utakmicu.

RexeƬe: Uoqimo jednu ekipu. Ona nije igrala protiv 9 drugih
ekipa. Ako se me�u tih 9 ekipa mogu na�i dve koje nisu igrale me-
�usobno zadatak je rexen. Pretpostavimo suprotno. Tada je tih 9
ekipa odigralo sve me�usobne susrete. Za to im je bilo potrebno
9·8
2 = 36 susreta. Tokom jednog kola 9 ekipa moжe odigrati maksimalno
4 utakmice. To znaqii da su za 8 kola mogli odigrati maksimalno 32
utakmice. Kontradikcija. Dakle moжemo na�i tri ekipe.

Zadatak 640. Na svakoj stranici kvadrata date su 3 taqke koje nisu
temena tog pravougaonika, Koliko je trouglova odre�eno datim ovim
taqkama?

RexeƬe: Imamo dve opcije, da dva temena trougla pripadaju jed-
noj stranici kvadrata ili da sva tri temena pripadaju razliqitim
stranicama. U prvom sluqaju na 4 naqina biramo stranicu, na 3 nac-
hina biramo dve od tri taqke, a na 9 preostalo teme. Ukupno imamo
4 · 3 · 9 = 108 naqina. U drugom sluqaju na 4 naqina biramo stranicu,
a svako teme trougla na 3, sto bi reklo 4 · 3 · 3 · 3 = 108 naqina. Ukupno
imamo 108 + 108 = 216 trouglova odre�eno ovim taqkama.

Zadatak 641. Na turniru je uqestvovalo n xahista me�u kojima je
bilo majstora i velemajstora.Svaka pobeda donosi po poen. Posle za-
vrsetka turnira pokazalo se da je svaki uqesnik polovinu svojih poena
osvojio igrajuci protiv majstora. Dokaжi da je n potpun kvadrat.

RexeƬe: Uzmimo da je broj majstora i velemajstora m, odnosno v.
Majstori su me�usobno odigrali m(m−1)

2 partija, i osvojili ukupno
toliko poena u me�usobnim susretima. Isto toliko su skupili i
igraju�i protiv velemajstora. Sliqno su velemajstori me�usobno
odigrali v(v−1)

2 i osvojili ukupno toliko poena. Kako je broj odigra-
nih partija mv imamo:
m(m−1)

2 + v(v−1)
2 = mv

Nakon xto uprostimo ovaj izraz imamo: m + v = (m − v)2. Kako je
m+ v = n, zadatak je dokazan.

Zadatak 642. U skupxtini ima 30 poslanika. Svaki od poslanika
je u sva�i sa taqno 10 drugih poslanika. Na koliko naqina moжe
biti formirana troqlana komisija, tako da su svaka dva qlana te
komisije u me�usobnoj sva�i ili da nikoja dva qlana te komisije nisu
u me�usobnoj sva�i?
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RexeƬe: Neka je x broj komisija koje zadovoƩavaju uslove zadatka(dobre
komisije), a y broj preostalih komisija (loxe komisije). Tada je
x + y = 30·29·28

3·2·1 = 4060. Sada neka svaki poslanik napravi spisak svih
troclanih komisija kojih je on qlan, a druga dva poslanika su ili oba
u sva�i s Ƭim, ili nijedan nije u sva�i s Ƭim. Na tom spiskou �e se
svaka dobra komisija javiti tri puta(zapisa�e je svaki poslanik), a
svaka loxa samo jednom. Na tom spisku ima 19·18

2 = 161 komisija koje
imaju jednog fiksiranog poslanika i nema poslanika koja su u sva�i,
i ima 10·9

2 = 45 komisija koje sadrжe jednog fiksiranog poslanika i
svi su u sva�i. Kako imamo 30 takvih spiskova to je:
3x+ y = (161 + 45) · 30 = 6480. Sada je lako izraqunati da je x = 1210.

51.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 643. Poznato je da krokodil ima 68 zuba. Koliko je mi-
nimalno krokodila potrebno da bismo bili sigurni da postoje 2 sa
istim rasporedom zuba?

Zadatak 644. Svaka stranica kvadrata podeƩena je na n jednakih de-
lova. Koliko trouglova moжemo konstruisati tako da im temena budu
deone taqke?

Zadatak 645. Koliko postoji petocifrenih brojeva koji se zapisuju
pomo�u neparnih cifara, ali tako da se jedna cifra sme javƩati mak-
simalno dva puta?

Zadatak 646. Na koliko naqina moжemo smestiti n topova na xahov-
sku tablu k × l tako da se nijedna dva ne napadaju me�usobno?

Zadatak 647. Na polici se nalazi 20 kƬiga. Na koliko naqina je
mogu�e izabrati 5 kƬiga tako da nikoje dve kƬige nisu bile jedna do
druge na polici?
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Предавање 52

Stepeni

Petar Radovanovi�, Matematiqka gimnazija

52.1 Теориjски увод

Definicija 93. Neka je a ∈ R. Tada je a1 = a, an+1 = an · a, za sve
n ∈ N .

Definicija 94. Za a ∈ R\{0}, a0 = 1.

Definicija 95. Za a ∈ R\{0}, n ∈ N, a−n = 1
an .

Teorema 122. Neka su a i b realni, a m i n prirodni brojevi. Tada
je:
1)am · an = am+n;
2)am : an = am−n;
3)(am)n = amn;
4)(a · b)m = ambn;
5)(a : b)m = am : bm.

52.2 Задаци за рад

Zadatak 648. Xta je ve�e: (−2)300 ili (−3)200?

RexeƬe: Iz (−2)300 = 2300 = (23)100 = 8100 < 9100 = (32)100 = 3200 =
(−3)200 sledi da je (−2)300 < (−3)200.

Zadatak 649. Xta je ve�e: 21991 ili 1991181?

RexeƬe: Kako je 21991 = (211)181 = 2048181 > 1991181, to je 21991 >
1991181.
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Zadatak 650. Dat je izraz 217+216+···+22+2+1
28+27+···+22+2+1 : 33. Dokazati da je vred-

nost datog izraza ceo broj.

RexeƬe: Ako se 217+216+···+22+2+1
28+27+···+22+2+1 : 33 proxiri sa 2−1 dobija se izraz

(2−1)(217+216+···+22+2+1)
(2−1)(28+27+···+22+2+1) : 33, tj. 218−1

29−1 : 33 = (29−1)(29+1)
29−1 : 33 = (29+1) : 27 =

19.

Zadatak 651. Za koje realne vrednosti a, b, c vaжi
a2002+b8+c6+1

2 = a1001 + b4 − c3 − 1?

RexeƬe: Data jednakost se transformixe u (a1001 − 1)2 + (b4 − 1)2 +
(c3 + 1)2 = 0, odakle se dobijaju rexeƬa (a, b, c) = (1, 1,−1) i (a, b, c) =
(1,−1,−1).

Zadatak 652. Neka je a = 22005 − 22004 + 22003, b = 22004 − 22005 + 22006, c =
3
√
3 · 22003. Dokazati da je zbir kvadrata neka dva od ovih brojeva

jednak kvadratu tre�eg.

RexeƬe: Kako je a = 22003(22 − 2 + 1) = 3 · 22003, b = 22004(1 − 2 + 22 =
6 · 22003, c = 3

√
3 · 22003, i uzimaju�i u obzir da je A = 22003, dobijamo da

je a2 = 9A2, b2 = 36A2, c2 = 27A2. Sledi da je a2 + c2 = b2.

Zadatak 653. Uporediti brojeve 32007 − 23000 i 2007 · 22007.
RexeƬe: Po�imo od oqigledne nejednakosti 32 > 23. StepenovaƬem

dobijamo da je 32000 > 23000. Sledi da je 32007 > 37 · 23000, pa je 32007 −
23000 > (37− 1) · 23000 > 2007 · 22007. Prema tome, 32007− 23000 > 2007 · 22007.
Zadatak 654. Izraqunaj vrednost izraza a6+3a2b2+b6 ako je a2+b2 = 1.

RexeƬe: Imamo da je (a2+b2)3 = a6+3a4b2+3a2b4+b6 = a6+3a2b2+b6

zbog a2 + b2 = 1. Zato je dati izraz jednak (a2 + b2)3 = 13 = 1.

Zadatak 655. Odredi sve cele brojeve takve da je x4 + y2008 = 2x2.

RexeƬe: Datu jednakost transformixemo u x4 − 2x2 + 1 + y2008 = 1,
odnosno (x2 − 1)2 + (y2)1004 = 1. Odavde zakƩuqujemo da je (x2 − 1)2 = 1
i (y2)1004 = 0 ili (x2 − 1)2 = 0 i (y2)1004 = 1. Dakle, jedina celobrojna
rexeƬa su: (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}.

Zadatak 656. Ako je
x2+ 1

x2

x2− 1
x2

= a, izraqunati
x4+ 1

x4

x4− 1
x4

pomo�u a.

RexeƬe: Sre�ivaƬem izraza
x2+ 1

x2

x2− 1
x2

= a dobijamo x4+1
x4−1 = a, tj. x4 +

1 = ax4 − a. Odatle je x4(a − 1) = a + 1, pa je x4 = a+1
a−1 . Konaqno je

x4+ 1
x4

x4− 1
x4

= (a+1
a−1 + a−1

a+1 ) : (
a+1
a−1 − a−1

a+1 ) =
a2+1
2a .

Zadatak 657. Xta je ve�e: 23015 ili 32010?

RexeƬe: Imamo da je 23 < 32, pa je i (23)1005 = 23015 < 32010 = (32)1005.
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52.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 658. Uporedi razlomke 52007+1
52008+1 i 52008+1

52009+1 .

Zadatak 659. Ako je a2 + b2 − 2a+ 6b+ 10 = 0, koliko je a2010 − 2010b?

Zadatak 660. Koji od izraza A i B ima ve�u vrednost: A = (82 · 324) :
2566 ili B = (10245 : (620 : 320)2) : 44?

Zadatak 661. Xta je ve�e: 54 + 210 ili 37?

Zadatak 662. Ako je a − b ≥ 12, gde su a i b realni brojevi dokazati
da je onda a4 + b4 > 2006.
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Предавање 53

Da li je broj racionalan ili

nije?

Igor Martinovi�, Matematiqka gimnazija

53.1 Теориjски увод

Definicija 96. Realan broj a nazivamo racionalnim ako se moжe
zapisati u obliku p

q
, gde je p ceo broj, a q prirodan broj.

Iz definicije zakƩuqujemo da racionalan broj moжemo napisati
u obliku p

q
tako da je NZD(p, q) = 1. Ovo je veoma vaжna osobina

racionalnih brojeva.

Definicija 97. U koliko realan broj nije racionalan za Ƭega kaжemo
da je iracionalan.

Neki iracionalni brojevi su π,
√
2,

√
7 ...

Teorema 123. Zbir, razlika,proizvod i koliqnik dva racionalna broja
(kada su oba razliqita od 0) je racionalan broj.

Teorema 124. Zbir, razlika,proizvod i koliqnik jednog racionalnog
i jednog iracionalnog broja (kada su oba razliqita od 0) je iracio-
nalan broj.

Teorema 125. Realan broj je racionalan ako i samo ako ima konaqan
ili beskonaqno periodiqan decimalni zapis.

53.2 Задаци за рад

Zadatak 663. Dokazati da su slede�i brojevi iracionalni:

a)
√
5 b)

√
5 +

√
3 v)

√
1 +

√
2 +

√
3
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RexeƬe:a) Pretpostavimo suprotno tj. da je
√
5 racionalan broj.

To znaqi da se moжe predstaviti u obliku
√
5 = p

q
i NZD(p, q) = 1.

KvadriraƬem dobijamo da je 5 = p2

q2
odnosno 5q2 = p2 (1). Odavde za-

kƩuqujemo da 5 | p2 odnosno 5 | p. Neka je p = 5p1. Kada uvrstimo ovu
jednakost u (1) i podelimo sa 5 dobijamo q2 = 5p1. ZakƩuqujemo da
5 | q, ali onda je NZD(p, q) 6= 1 xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
da je NZD(p, q) = 1. To znaqi da pretpostavka da je

√
5 racionalan

broj netaqna. Dakle,
√
5 je iracionalan broj.

b) Pretpostavimo suprotno tj. da je
√
5 +

√
3 racionalan broj. To

znaqi da se moжe predstaviti u obliku
√
5+

√
3 = m

n
i NZD(m,n) = 1.

KvadriraƬem dobijamo da je 8+2
√
15 = m2

n2 . Po teoremi 2 leva strana
jednakosti je iracionalan broj, a desna strana je racionalan broj pa
je jednakost nemogu�a.Dakle,

√
5 +

√
3 je iracionalan broj.

v) Pretpostavimo suprotno tj. da je

√
1 +

√
2 +

√
3 racionalan broj

i predstavimo ga u obliku razlomka

√
1 +

√
2 +

√
3 = p

q
. Kada kvadri-

ramo obe strane dobijamo 1 +
√
2 +

√
3 = p2

q2
odnosno

√
2 +

√
3 = p2−q2

q2
.

Ponovo kvadriramo obe strane i dobijamo 2+
√
3 = (p2−q2)2

q2
. Po teoremi

2 leva strana jednakosti je iracionalan broj, pa poxto je desna strana
racionalan broj ova jednakost je nemogu�a. Dakle, pretpostavka da

je

√
1 +

√
2 +

√
3 racionalan broj nije taqna, pa je

√
1 +

√
2 +

√
3 ira-

cionalan broj.

Zadatak 664. Koji od datih brojeva je iracionalan? Racionalne bro-
jeve predstaviti u obliku razlomka.
a) 0.185185185... b) 2.01020102010... v) 0.101001000100001... (iza
svake jedinice se svaki put nalazi po jedna nula vixe)

RexeƬe: a) Neka je 0.185185185...= x (1) . Onda je 1000x = 185.185185185...
(2). Zatim, oduzimaƬem jednakosti (1) i (2) dobijamo (2)−(1) = 999x =
185 odnosno x = 185

999 . Dakle, broj 0.185185185... je racionalan.

b) Neka je 2.01020102010...= x (1). Onda je 10000x = 20102.01020102010...
(2). OduzimaƬem jednakosti (2) i (1) dobijamo 9999x = 20100 odnosno
x = 20100

9999 . Dakle, broj 2.01020102010... je racionalan.

v) Oqigledno nax broj nema konaqan decimalni zapis. Dokaжimo
da nema ni periodiqan. Zaista, ako bi zapis bio periodiqan, tada bi
se poqev od nekog mesta ponavƩao neki konaqan niz cifara. Neka se
od neke m-te pozicije iza decimalnog zareza ponavƩa niz od k cifara
a1a2...ak. Neka je N > max{m+ k, 3k + 1}. Posmatrajmo xta se dexava
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na pozicijama iza N-te jedinice iza decimalnog zapisa. Tu se nalazi
N nula. Poxto je N > m+ k to znaqi da su te nule u delu broja koji
se ponavƩa. Kako je N > 3k + 1 to se u tih N nula sadrжi bar jedan
period tj. niz a1a2...ak. Me�utim to povlaqi i da su tih k cifara
sve nule. To znaqi da se posle m-te pozicije nalaze samo nule xto je
nemogu�e jer ima beskonaqno mnogo jedinica iza decimalnog zareza.
Dakle, dati broj nema ni konaqan ni periodiqan zapis, pa je prema
teoremi 3 iracionalan.

Zadatak 665. Da li je vrednost izraza racionalan ili iracionalan
broj?

a)
√
6 + 2

√
5−

√
6− 2

√
5

b)
√
11 + 6

√
2−

√
11− 6

√
2

RexeƬe:a)
√
6 + 2

√
5−
√
6− 2

√
5 =

√
12 + (

√
5)2 + 2 · 1 ·

√
5−
√
12 + (

√
5)2 − 2 · 1 ·

√
5

=
√
(1 +

√
5)2 −

√
(1−

√
5)2 = |1 +

√
5| − |1 −

√
5| = 1 +

√
5 − (

√
5 − 1) = 2

Vrednost izraza je racionalan broj.

b)
√
11 + 6

√
2−
√
11− 6

√
2 =

√
32 + (

√
2)2 + 2 · 3 ·

√
2−
√
32 + (

√
2)2 − 2 · 3 ·

√
2

=
√
(3 +

√
2)2 −

√
(3−

√
2)2 = |3+

√
2| − |3−

√
2| = 3+

√
2− (3−

√
2) = 2

√
2

Vrednost izraza je iracionalan broj.

Zadatak 666. Dokazati da je vrednost izraza racionalan broj: S =
1√

1+
√
2
+ 1√

2+
√
3
+ ...+ 1√

99+
√
100

RexeƬe: Primetimo da je 1√
1+

√
2
= 1√

1+
√
2
·
√
2−

√
1√

2−
√
1
=

√
2−

√
1

2−1 =
√
2 − 1

Sliqno za svako n ∈ N vaжi 1√
n−1+

√
n
= 1√

n−1+
√
n
·
√
n−

√
n−1√

n−
√
n−1

=
√
n−

√
n−1

n−n+1 =
√
n −

√
n− 1 Zbog toga je S = −

√
1 +

√
2 −

√
2 +

√
3 − ... −

√
99 +

√
100 =

−1 + 10 = 9 Vrednost izraza je racionalan broj.

Zadatak 667. Da li su dati brojevi racionalni?
a) A =

√
1111...111− 222...222 (200 jedinica i 100 dvojki)

b) B =
√
4444...444 + 11...11− 66...66 (2n qetvorki, n+ 1 jedinica, n xe-

stica)

RexeƬe: a) A =
√

1
9 · (10200 − 1)− 2

9 · (10100 − 1) =
√

1
9 · (10200 − 1− 2 · 10100 + 2)

=
√

(10100−1)2

32 = 10100−1
3 . Broj A je racionalan.

b)

B =

√
4

9
· (102n − 1) +

1

9
· (10n+1 − 1)− 6

9
· (10n − 1)
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=

√
1

9
· (4 · 102n − 4 + 10n+1 − 1− 6 · 10n + 6)

=

√
1

9
· (2 · 10n + 1)2 =

√
(2 · 10n + 1)2

32
=

2 · 10n + 1

3

Zadatak 668. Ako su x, y i z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx
racionalni brojevi razliqiti od nule, dokazati da je:
broj x2 + y2 + z2 racionalan;

RexeƬe: Poxto su xy,yz i zx racionalni brojevi oni se mogu pred-
staviti u obliku razlomaka. Neka je xy = m

n
, yz = a

b
i zx = c

d
( m,a,c∈

Z, i n,b,d∈ N). MnoжeƬem ove tri jednakosti dobijamo x2y2z2 = mac
nbd

.
KorenovaƬem dobijamo xyz =

√
mac
nbd

. Sada izraqunamo vrednosti x,y
i z u funkciji od m,a,c,n,b i d.

z =
xyz

xy
=

√
mac
nbd
m
n

x =
xyz

yz
=

√
mac
nbd
a
b

y =
xyz

zx
=

√
mac
nbd
c
d

Koriste�i izraqunate vrednosti dobijamo da je x2 + y2 + z2 = mbc
nda

+
mda
nbc

+ nac
mbd

Broj x2 + y2 + z2 predstavƩen je kao zbir tri racionalna
broja, pa je i on racionalan.

Zadatak 669. Da li postoje racionalni brojevi x, y, z, t takvi da
vaжi
(x+ y

√
2)2 + (z + t

√
2)2 = 5 + 4

√
2

RexeƬe: Pretpostavimo da takvi brojevi postoje Transformacijom
leve strane date jednakosti dobijamo
x2 +2y2 + z2 +2t2 +2xy

√
2+2zt

√
2 = 5+4

√
2. Poxto je x2 +2y2+ z2 +2t2

racionalan a 2xy
√
2 + 2zt

√
2 iracionalan broj, zakƩuqujemo da vaжi:

x2 + 2y2 + z2 + 2t2 = 5 i 2xy
√
2 + 2zt

√
2 = 4

√
2

Primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine
na brojeve x2 i 2y2, a zatim na brojeve z2 i 2t2 dobijamo
x2 + 2y2 ≥ 2

√
x2y2 · 2 = 2xy

√
2 i z2 + 2t2 ≥ 2

√
z2t2 · 2 = 2zt

√
2
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SabiraƬem ove dve nejednakosti dobijamo x2 +2y2 + z2 +2t2 ≥ 2xy
√
2+

2zt
√
2. Kada u novodobijenu nejednakost uvrstimo poznate vrednosti

dobijamo 5 >= 4
√
2 xto je netaqno, pa ne postoje racionalni brojevi

koji zadovoƩavaju uslov zadatka.

Zadatak 670. Dokazati da je ( 2+
√
3√

2+
√

2+
√
3
+ 2−

√
3√

2−
√

2−
√
3
)2 racionalan broj

RexeƬe:

2 +
√
3

√
2 +

√
2 +

√
3
=

2 +
√
3

√
2 +

√
(1+

√
3)2

2

=
4 + 2

√
3√

2(3 +
√
3)

=
2
√
2 +

√
6

3 +
√
3

· 3−
√
3

3−
√
3
=

3
√
2 +

√
6

6

Sliqnim postupkom dobijamo da je 2−
√
3√

2−
√

2−
√
3
= 3

√
2−

√
6

6 . Konaqno

(
2 +

√
3

√
2 +

√
2 +

√
3
+

2−
√
3

√
2−

√
2−

√
3
)2 = (

3
√
2 +

√
6

6
+

3
√
2−

√
6

6
)2 = 2

Dakle, dati izraz je racionalan broj.

Zadatak 671. Da li je A =
√
2003 · 2005 · 2007 · 2009 + 16 racionalan

broj?

RexeƬe: Neka je x = 2005. Onda je A =
√
(x− 2)x(x+ 2)(x+ 4) + 16 =√

(x2 + 2x− 8)(x2 + 2x) + 16

Uvedimo smenu x2 + 2x = a. Sada je A =
√
a− 8a + 16 =

√
(a− 4)2 =

a− 4 = x2 + 2x− 4 Dakle, broj A je racionalan.

Zadatak 672. Neka su a i b prirodni brojevi qiji je zbir 1. Ako su
a3 i b3 racionalni brojevi, dokazati da su a i b racionalni brojevi.

RexeƬe: a + b = 1 Tako�e (a + b)3 = a3 + b3 + 3a2b + 3b2a = a3 + b3 +
3ab(a+ b) = a3 + b3 + 3ab = 1
Brojevi a3,b3 i 1 su racionalni, pa je i broj 3ab odnosno ab raciona-
lan broj. a3−b3 = (a−b)(a2+ab+b2) = (a−b)((a+b)2−ab) = (a−b)(1−ab)
Brojevi a3, b3, ab i 1 su racionalni, pa je i broj a − b racionalan.
Neka je m = a+b i n = a−b. Brojevi m i n su racionalni, pa je i broj
m+n

2 = a racionalan. Broj a − b je racionalan, pa je i b racionalan
broj.
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53.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 673. Dokazati da je A =
√
2 +

√
3 +

√
5 iracionalan broj.

Zadatak 674. Ako su a,b,c i a−b
√
2010

b−c
√
2010

racionalni brojevi, dokazati da

je tada ac = b2.

Zadatak 675. Ako je A =
√
7−

√
48+

√
5−

√
24 +

√
3−

√
8, dokazati da

je A racionalan broj.

Zadatak 676. Dokazati da je A =
√
111...111222...2225 racionalan broj.(2009

jedinica i 2010 dvojki)

Zadatak 677. Kaжemo da realni brojevi a i b imaju svojstvo P ako
a2 + b ∈ Q i b2 + a ∈ Q. Ako a i b imaju svojstvo P i a+ b ∈ Q, a+ b 6= 1
dokazati da su a i b racionalni brojevi.
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Предавање 54

Elementarna geometrija 1 -

podudarnost

Nikola Markovi�, Matematiqka gimnazija

54.1 бTeorijski uvod

Definicija 98. Dva trougla su podudarna ako su im sve stranice i
svi uglovi podudarni.

Za dokaz podudarnosti dva trougla koristimo qetiri osnovna stava
podudarnosti.

Stav I: Dva trougla su podudarna ako imaju jednake po dve odgo-
varaju�e stranice i Ƭima zahva�ene uglove (SUS).

Stav II: Dva trougla su podudarna ako imaju jednake po jednu
stranicu i na Ƭima jednake odgovaraju�e nalegle uglove (USU).

Stav III: Dva trougla su podudarna ako su sve tri stranice jednog
trougla jednake odgovaraju�im stranicama drugog trougla (SSS).

Stav IV : Dva trougla su podudarna ako su dve stranice i ugao na-
spram ve�e od Ƭih jednog trougla jednake odgovaraju�im stranicama
i uglu drugog trougla (SSU).

54.2 бZadaci za rad

Zadatak 678. Dat je paralelogram ABCD i prava p koja sadrжi taqku
D. Taqke A1, B1 i C1 su podnoжja normala iz odgovaraju�ih temena
paralelograma na pravu p. Dokazati da je AA1 + CC1 = BB1.

RexeƬe: Neka je taqka M podnoжje normale iz temena C na pravu
BB1. Trouglovi ADA1 i BCM su podudarni po stavu USU, stranica
b i dva ugla sa paralelnim kracima, iz qega proizilazi da je BM =
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AA1, a tako�e imamo i da je MB1 = CC1. Ovime je zavrxen dokaz, xto
je i traжeno da se uradi.

Zadatak 679. Dokazati da je kod jednakokrakog trapeza d2 = m2 + h2.

RexeƬe: Neka su podnoжja visina iz temena C i D jednakokrakog
trapeza ABCD taqke E i F . Trouglovi AFD i BCE su podudarni po
stavu USU (jednake katete, jednaki uglovi na osnovici, i uglovi sa
paralelnim kracima), samim tim su im jednake sredixne duжi. Sada
ako pogledamo trougao AEC vidimo da su Ƭegove stranice jedna dija-
gonala, visina i duж AE, daƩi iz predhodno dokazane podudarnosti
moжemo zakƩuqiti da je duж AE jednaka sredƬoj liniji jer je EF
jednako kra�oj osnovici a AF jednako dvostrukoj duжini sredixƬe
duжi trougla AFD. Iz pitagorine teoreme primeƬene na trougao
AEC sledi tvrdƬa koju je trebalo dokazati.

Zadatak 680. Nad stranicama paralelograma ABCD, konstrusani su
kvadrati sa sredixtima M,N,P,Q. Dokazati da je MNPQ kvadrat.

RexeƬe: Da bi dokazali da je MNPQ kvadrat treba dokazati da
su sve stranice jednake kao i svi uglovi. Za poqetak, dokaжimo da
su stranice jednake. Ako pogledamo trouglove QAM,MNB,NCP i
DPQ moжemo videti da su svi podudarni po stavu SUS, i to QA ∼=
BN ∼= CN ∼= DQ kao polovine dijagonala jednakih kvadrata, AM ∼=
MB ∼= CP ∼= PD tako�e kao polovine dijagonala jednakih kvadrata,
i ∠QAM = ∠MBN = ∠NCP = ∠PDQ = 90◦ + α, pa sledi da je
MN = NP = PQ = QM . Sada na umaƬuju�i opxtost, dokaza�emo
da je jedan od uglova jednak 90◦, xto se analogno dokazuje i za ostale.
∠QMN = 90◦ − ∠AMQ + ∠BMN , a poxto je ∠AMQ = ∠BMN sledi
∠QMN = 90◦. Ovime je zavrxen dokaz da je MNPQ kvadrat. .

Zadatak 681. Neka su M,N,P i Q redom sredine stranica paralelo-
grama ABCD i neka je DM ∩ AN = {E}, BP ∩ AN = {F}. Dokazati da
je EF = 2

5AN .

RexeƬe: Neka je CQ ∩BP taqka R, tada su trouglovi AME i CPR
podudarni po stavu USU. Iz te podudarnosti daƩe proizilazi da su i
trouglovi AED i BCR podudarni pa su im i sredixne duжi podudarne
iz qega sledi da je FN = 1

2AE. DaƩe poxto je ME ‖ BF a M se nalazi
na sredini AB sledi da je AE = EF iz qega daƩe zakƩuqujemo da je
EF = 2

5AN xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 682. Dat je paralelogram ABCD. Kroz preseqnu taqku dija-
gonala O konstruisane su dve uzajamno normalne prave koje seku stra-
nice paralelograma u taqkama M,N,P i Q. Dokazati da je MNPQ
romb.
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RexeƬe: Ako je MP normalno na NQ i ako su trouglovi AOM i
COP podudarni, po stavu USU, iz qega imamo da je OM = OP , isto
tako i za trouglove BON i DOQ iz qega se dobija da je NO = OQ
imamo da se dijagonale qetvorougla polove i seku pod uglom od 90◦

xto je potreban i dovoƩan uslov da bi ovaj qetvorougao bio romb.

Zadatak 683. Dokazati da je svaki paralelogram upisan u krug, pra-
vougaonik.

RexeƬe: Kako je AO = OC = BO = OD = r iz toga sledi da je AC =
BD = 2r i poxto moжemo dokazati da su trouglovi ABC,ABD,BCD
i ACD podudarni stavom SSS iz toga sledi da su svi uglovi ovod
qetvorougla po 90◦, pa je time zavrxen zatadak, jer je to dovoƩan
dokaz da je paralelogram upisan u krug, bax pravougaonik.

Zadatak 684. Dokazati da, ako dijagonale trapeza polove uglove na
jednoj osnovici, onda je trapez jednakokraki ili ima tri jednake stra-
nice.

RexeƬe: Iz uslova zadatka, tj. da je qetvorougao trapez, imamo
da je CD ‖ AB iz qega sledi da je α

2 = ∠ACD iz qega daƩe sledi da
je trougao ACD jednakokrak, pa imamo da je AD = CD, isto tako se
dokazuje i za trougao BCD iz qega tako�e proizilazi da je BC = CD
pa je tako BC = CD = DA xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 685. Dokazati da su podnoжja normala povuqenih iz preseka
dijagonala romba na Ƭegove stranice temena pravougaonika.

RexeƬe: Neka je taqka preseka dijagonala romba ABCD, taqka O,
i neka su podnoжja normala iz O na stranice romba taqke M,N,P i
Q. Trouglovi AOB,BOC,OCD i AOD po stavu SSS, iz qega sledi da
su duжi OM,ON,OP i OQ jednake kao visine podudarnih trouglova.
DaƩe imamo da su dijagonale qetvorougla MNPQ jednake i da se
polove xto je dovoƩan dokaz da je taj qetvorougao, pravougaonik.

Zadatak 686. Neka su E i F sredine osnovica trapeza ABCD. Doka-
zati da sredƬa linija trapeza deli duж EF na dva jednaka dela.

RexeƬe: Neka je presek duжi EF i sredƬe linije m taqka O. Ako
je MN visina trapeza ABCD koja sadrжi taqku O, imamo da su tro-
uglovi MEO i ONF podudarni po stavu USU, iz qega sledi da su
duжi EO i OF jednake xto daƩe sledi da sredƬa linija deli EF na
dva jednaka dela xto je tebalo dokazati.

Zadatak 687. Konstruisati qetvorougao ABCD ako se zna da je: AB =
5cm,BC = 3cm,CD = 4cm i dijagonale AC = 6cm i BD = 5, 5cm.

RexeƬe: U ovom rexeƬu, obrazloжi�emo samo naqin na koji ovaj za-
datak moжe da se uradi. Konstruiximo pomo�ni trougao ABC (SSS)a
zatim trougao BCD (SSS), ovime je konstrukcija zavrxena jer smo
konstuisali sve taqke traжenog qetvorougla.
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54.3 бZadaci za domac1i rad

Zadatak 688. Konstruisati qetvorougao ako je AB = 5cm,BC = 4cm,CD =
3cm,AD = 4cm i ∠ABC = 60◦.

Zadatak 689. Simetrala oxtrog ugla kod temena A paralelograma
ABCD seqe produжetak stranice BC u taqki E, pri qemu je CE = 3cm.
Izraqunati duжine stranica paralelograma ako mu je obim 50cm.

Zadatak 690. U kvadratu ABCD taqka M je sredixte stranice AB,
a N taqka stranice AD takva da vaжi AN = 2ND. Odraditi obim i
povrxinu kvadrata ABCD ako je MN = 1cm.

Zadatak 691. Neka je D proizvoƩna taqka hipotenuze AB pravouglog
trougla ABC. Prava odre�ena visinama trougla iz temena C i prava
koja sadrжi taqku D, i paralelna je kateti AC seku se u taqki E.
Dokazati da je CD ⊥ BE.

Zadatak 692. Oko jednakostraniqnog trougla stranice 12cm opisan je
krug k. Na�i duжinu polupreqnika kruga koji dodiruje dve stranice
tog trougla i krug k unutraxƬim dodirom.
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Предавање 55

Elementarna geometrija 2 - krug

Nikola Markovi�, Matematiqka gimnazija

55.1 Теориjски увод

Definicija 99. Centralni ugao kruga je ugao kome je teme u centru
kruga a krakovi su mu polupreqnici kruga, dok je periferijski ugao,
ugao kome je teme na kruжnoj liniji a krakovi su mu tetive kruga.

Teorema 126. Ako su centralni i periferijski ugao nad istim kruж-
nim lukom onda je centralni ugao dva puta ve�i od periferijskog.

55.2 Задаци за рад

Zadatak 693. Dokazati da je centralni ugao duplo ve� od periferij-
skog ugla nad istim kruжnim lukom.

RexeƬe: Neka je AB tetiva kruga nad kojom su konstruisani dati
centralni i periferijski uglovi. Teme centralnog ugla je taqka O a
periferijskog ugla S i neka je OS ∩ AB = {C}. Sada za trougao AOS
imamo da je OA = OS pa je trougao jednakokrak iz qega sledi da je
∠SAO = ∠OSA. Isto vaжi i za trougao BSO. DaƩe moжemo dokazati
da su trouglovi AOS i BSO podudarni, stav SUS, pa je periferijski
ugao ASB jednak 2 · ∠OSA. Poxto je poznato da je ∠AOC = ∠SAO +
∠OSA = 2·∠OSA, isto vaжi i za ugao ∠COB pa je tako AOB = 4·∠OSA,
time je zadatak zavrxen jer je to kraj dokaza da je centralni ugao dva
puta ve�i od periferijskog.

Zadatak 694. Dokazati da su ugao izme�u tangente kruga i tetive,
koja sadrжi dodirnu taqku tangente i kruga, i periferijski ugao nad
tom tetivom jednaki.
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RexeƬe: Neka je tetiva kruga AB i neka tangenta p sadrжi taqku
B. Periferijski ugao nad tetivom AB, i temenom u taqki S je α a
ugao izme�u tetive i tangente β, treba dokazati da je α = β. Ako je
O centar datog kruga imamo da je trougao AOB jednakokrak, i tako�e
da je OB ⊥ p. Sada vidimo da je β = 90◦ − ∠ABO, a tako�e je i
centralni ugao nad AB jednak 180◦−∠OAB−∠ABO = 180◦−2·∠ABO pa
je periferijski ugao α jednak Ƭegovoj polovini xto iznosi 90◦−∠ABO
pa je tako α = β xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 695. Konstruisati ugao duplo maƬi od datog, bez konstrui-
saƬa Ƭegove simetrale.

RexeƬe: Konstrukciju bi trebalo izvesti na slede�i naqin. Prvo
se konstruixe krug sa centrom u temenu datog ugla, sa proizvoƩ-
nim polupreqnikom. Taj krug seqe krakove datog ugla u taqkama A i
B. Sada treba konstruisati periferijski ugao nad tetivom AB. Taj
periferijski ugao jednak je polovini centralnog ugla nad istom te-
tivom, xto je dati ugao, pa je tako konstruisan ugao duplo maƬi od
datog.

Zadatak 696. Odrediti povrxinu jednakokrakog trougla ABC(AC =
CB) qiji je krak 6cm, a polupreqnici Ƭemu opisanog kruga OA i OB
grade ugao od 60◦.

RexeƬe: Ugao ∠ACB je jednak polovini ugla ∠AOB, kao perife-
rijski ugao nad istom tetivom, i iznosi 30◦. Ako povuqemo visinu ha
iz temena A na stranicu BC, qije je podnoжje A1, imamo da je trougao
AA1C pravougli sa jednim uglom od 30◦, pa je tako on polovina jed-
nakostraniqnog trougla, iz qega sledi da je ha = 1

2 · AC = 3cm, pa je
tako povrxina trougla ABC jednaka 6cm·3cm

2 = 9cm2.

Zadatak 697. Date su dve koncetriqne kruжnice. Duжina tetive ve�e
kruжnice, koja dodiruje maƬu kruжnicu, jednaka je 2cm. Na�i povrs-
hinu kruжnog prstena obrazovanog datim kruжnicama.

RexeƬe: Neka je R polupreqnik velike a r polupreqnik male kruж-
nice, i neka je data tetiva AB. Neka je OH visina trougla ABO.
Moжemo uoqiti da u trouglu HAO vaжi da je R2 − r2 = 1cm2, a poxto
znamo da je povrxina prstena jednaka R2π − r2π = (R2 − r2)π pa je
povrxina ovog prstena πcm2.

Zadatak 698. Dokazati da je zbir povrxina dve figure, koje podse�aju
na dva meseca, koji nastaju tako xto se konstuixu polukruжnice sa
centrima na sredinama stranica pravouglog trougla, sa polovinama
odgovaraju�ih stranica kao polupreqnicima, koje su konstrusisane
sa iste strane hipotenuze, jednak povrxini tog pravouglog trougla.
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RexeƬe: Zbir povrxina ove dve figure iznosi zbiru povrxine
trougla i povrxina polukrugova opisanih nad katetama umaƬenom za
povrxinu polukruga opisanog nad hipotenuzom. Ako bi smo to zapi-
sali kao jednaqinu , gde je P povrxina trougla a M povrxina datih

figura, imamo da je P +
( a
2 )

2π

2 +
( b
2 )

2π

2 − ( c
2 )

2π

2 = M , sada ako bi smo

hipotenuzu predstavili kao
√
a2 + b2 i to zamenili u datoj jednaqini

imali bi smo da je bax P =M xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 699. Tetiva PQ datog kruga jednaka je Ƭegovom polupreqniku.
Izraqunati ugao koji grade tangente na dati krug u taqkama P i Q.

RexeƬe: Znamo da je trougao OPQ jednakostraniqan, stranice r.
Iz ovoga zakƩuqujemo da je periferijski ugao nad tetivom PQ jednak
30◦. Neka se tangente p i q seku u taqki S, iz zadatka 2. imamo da su
uglovi ∠PQS i ∠SPQ jednaki periferijskom uglu nad tetivom PQ i
iznose po 30◦, pa je tako ugao ∠PSQ jednak 120◦.

Zadatak 700. Trougao ABC je jednakostraniqan, i stranica mu je 2cm.
Konstruisana su tri kruga sa centrima u temenima trougla ABC i
polupreqnicima duжine 1cm. Izraqunati povrxinu unutar trougla
koja nije pokrivena nijednim od data tri trougla.

RexeƬe: Iz priloжenog u zadatku lako zakƩuqujemo da je povrxina
trougla pokrivena datim krugovima u stvari polovina povrxine jed-
nog kruga polupreqnika 1cm, jer su dati iseqci od tih jednakih kru-
gova jednaki sa uglom od 60◦ pa tako sva tri zajedno obrazuju polukrug

polupreqnika 1cm, pa tako traжena povrxina iznosi 22·
√
3

4 cm2− 12π
2 cm2.

Zadatak 701. Odrediti povrxinu maƬeg kruжnog odseqka koji odseca
tetiva AB, duжine 6cm, ako je centralni ugao nad tetivom AB jednak
120◦.

RexeƬe:Neka je r polupreqnik kruga, a neka je OC normala iz cen-
tra kruga na tetivu AB. Za trougao AOC imamo da je on pravougli sa

uglovima od po 30◦ i 60◦, pa je tako AC = AB
2 = r

√
3

2 = 3cm, iz qega da-

Ʃe imamo da je povrxina ovog odseqka jednaka r2π·120◦
360◦ − r2

√
3

4 = 4π−3
√
3.

Zadatak 702. U kruжni iseqak kruga polupreqnika 6cm upisan je krug
koji dodiruje polupreqnike i luk tog iseqka. Ako je tetiva koja od-
govara tom iseqku 4cm polupreqnik upisanog kruga je ?

RexeƬe: Oznaqimo sa O centar datog kruga, AB dati tetivu, S
centar upisanog kruga, C sredixte tetive AB i D podnoжje iz S na
OB. Iz sliqnosti trouglova SOD i BOC imamo da je 6−r

r
= 6

2 , pa je
r = 3

2cm.
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55.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 703. Dat je krug i van Ƭega taqka M . Kroz taqku M konstru-
sane su seqice s1 i s2 koje seku dati krug u taqkama A i B, odnosno
C i D, tako da je taqka A izme�u taqaka M i B, a C izme�u M i D.
Ako je MA = 3cm,MB = 8cm i MC = 4cm, duжina CD iznosi?

Zadatak 704. Polukruжnica polupreqnika 3cm rotirana je oko jedne
krajƬe taqke svog preqnika za ugao od 30◦. Kolika je povrxina figure
koju je pri tome opisala ta polukruжnica?.

Zadatak 705. U jednom krugu povuqene su iz iste taqke dve tetive:
jedna od 6cm i jedna od 9cm, tako da grade ugao od 120◦. Kolika je
povrxina tog trougla?

Zadatak 706. Na datom krugu uoqene su tri taqke koje dele kruжnu
liniju na tri disjunktna luka u odnosu 3 : 4 : 5. U uoqenim taqkama
konstruisane su tangente na krug. Koliki su uglovi tako dobijenog
trougla?

Zadatak 707. Dva polupreqnika OA i OB kruga grade ugao od 60◦. U
taqki A konstruisana je normala AN na tangentu kruga konstruisanu
u taqki B. Ako polupreqnik kruga iznosi 6cm, odrediti povrxinu
izme�u normale AN , tangente BN i luka AB.
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Предавање 56

Elementarna geometrija 3 -

qetvorougao

Nikola Markovi�, Matematiqka gimnazija

56.1 Теориjски увод

Teorema 127. Qetvorougao ABCD je tetivan ako i samo ako postoji
kruжnica koja sadrжi taqke A,B,C i D.

Teorema 128. Qetvorougao ABCD je tetivan ako i samo ako je ∠BAC+
∠BCD = 180◦.

Teorema 129. Qetvorougao ABCD je tetivan ako i samo ako je ∠ADB =
∠BCA.

Teorema 130. Qetvorougao ABCD je tetivan ako i samo ako je AC ·
BD = AB · CD +BC · AD (Ptolomejeva teorema).

Teorema 131. Neka se dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD seku
u taqki O. Onda je qetvorougao ABCD tetivan ako i samo ako je
AO · CO = BO ·DO.
Teorema 132. Qetvorougao ABCD je tangentan ako i samo ako postoji
kruжnica koja dodiruje duжi AB,BC,CD i DA.

Teorema 133. Qetvorougao ABCD je tangentan ako i samo ako je AB+
CD = BC +AD.

Teorema 134. Qetvorougao ABCD je tangentan ako i samo ako se kruж-
nice upisane u trouglove ABC i ADC dodiruju.

Teorema 135. Neka se prave AB i CD seku u taqki M , a prave AD i
BC u taqki N . Onda je qetvorougao ABCD tangentan ako i samo ako
je MA+MC = NA+NC.
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56.2 Задаци за рад

Zadatak 708. Visine paralelograma odnose se kao 2 : 3, Ƭegov obim je
40cm, a oxtar ugao 30◦. Izraqunati povrxinu paralelograma.

RexeƬe: Neka je podnoжje visine iz D na AB taqka D1, a podnoжje
visine iz B na AD taqka B1. Ugao ∠DAB iznosi 30◦. Ako pogledamo
trouglove AD1D i ABB1 vidimo da su to polovine jednakostraniq-
nih trouglova i da tako visine iznose a

2 i b
2 . DaƩe ako primenimo

datu proporciju i qiƬenicu da imamo vrednost obima dobija se da je
duжina stranice a jednaka 12cm a odgovaraju�e visine ha, 4cm, tako
imamo da povrxina iznosi 48cm.

Zadatak 709. Simetrala oxtrog ugla kod temena A paralelograma
ABCD seqe produжetak stranice BC u taqki E, pri qemu je CE = 3cm.
Izraqunati duжine stranica paralelograma ako mu je obim 50cm.

RexeƬe: Lako se dokazuje iz priloжenog da je trougao ABE jedna-
kokrak, i prema tome dobijamo jednakost a = b+3 a poxto imamo obim
a samim tim i vredost a+ b = 25cm, sada moжemo da izraqunamo da su
vrednosti stranica a = 14cm i b = 11cm.

Zadatak 710. U jednakokraki trapez, gde su a i b osnovice upisana je
kruжnica, qiji preqnik iznosi h xto je visina datog paralelograma.
Dokazati da je h2 = a · b.

RexeƬe: .

Zadatak 711. Osnovice jednakokrakog trapeza su a = 25cm i b = 15cm,
a duжine kateta iznose 8cm. Odrediti duжinu dijagonale i povrxinu
ako se zna da je zbir uglova na ve�oj osnovici ve� od 90◦.

RexeƬe: Ako spustimo normalu iz temena C na AB, sa podnoжjem
u taqki C1, moжemo primeniti pitagorinu teoremu na trougao C1BC,
iz qega zakƩuqujemo da je h2 = 39cm2, daƩom primenom pitaogorine
teoreme na trougao AC1C imamo da duжina dijagonale iznosi

√
439cm.

Zadatak 712. Neka je O centar upisanog kruga pravouglog trapeza
ABCD. Ako je OC = 5cm i OB = 12cm, polupreqnik upisanog kruga u
dati trapez iznosi?

RexeƬe: OB i OC su simetrale dva suplementna ugla, pa je ∠BOC =
90◦. Po pitagorinoj teoremi je BC =

√
OB2 +OC2 = 13cm, pa je po-

vrxina trougla BOC : 1
2 · 12 · 5 = 1

2 · 13 · r i odavde je r = 60
13cm.
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Zadatak 713. Konstruixi kvadrad dva puta maƬi od datog.

RexeƬe: Neka je stranica datog kvadrata a. Da bi konstruisali
kvadrat duplo maƬi od datog moramo prvo odraditi duжinu Ƭegove
stranice. Ako mu je povrxina a2

2 duжina stranice samim tim iznosi
a√
2
xto je jednako a·

√
2

2 . Ako pogledamo da duжina dijagonale poqetnog

kvadrata iznosi a ·
√
2, lako dolazimo do traжene stranice. Nastavak

je konstrukcija kvadrata, koja ne predstavƩa problem jer je poznato
sve xto je potrebno da bi bila izvedena.

Zadatak 714. Neka je E sredixte stranice CD pravougaonika ABCD
i neka je BM visina trougla ABC, a taqka N sredixte duжi AM .
Dokazati da je ∠BNE = 90◦.

RexeƬe: .

Zadatak 715. Dokazati da su sredixta dijagonala i sredixta dveju
naspramnih stranica konveksnog qetvorougla temena paralelograma.

RexeƬe: Neka je to qetvorougao ABCD, i neka su taqke E i F sre-
dixta stranica AB i CD, a taqke G i H sredixta dijagonala AC i
BD. Sada moжemo primetiti da je duж EH sredixna duж trougla
ABD pa je samim tim paralelna sa stranicom AD i jednaka Ƭenojj po-
lovini, tako�e i duж FG je sredixna duж trougla ACD, i ona je isto
paralelna AD i jednaka Ƭenoj polovini, pa tako moжemo zakƩuqiti
da su EH i FG dve jednake i paralelne duжi. Isto tako se dokazuje i
za duжi HF i GE, i time je zavrxen zadatak, jer je to dovoƩan dokaz
da je EHFG traжeni paralelogram.

Zadatak 716. Dokazati da je razlika krakova maƬa od razlike osno-
vica kod trapeza.

RexeƬe: Neka je to trapez ABCD. Na�imo taqku E na stranici
AB takvu da je EC ‖ AD. Sada ako pogledamo na trougao EBC vidimo
da su Ƭegove stranice a − b, c i d, gde su a, b osnovice a c, d krakovi
trapeza ABCD, iz qega se daƩe moжe zakƩuqiti da je (a − b) > c − d,
xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 717. Neka je ABCD paralelogram i neka je E taqka poluprave
AB, a F taqka poluprave AD, pri qemu je BE = AB i DF = AD.
Dokazatida se prave AC,DE i BF seku u jednoj taqki.

RexeƬe: Neka je taqka G presek stranice BC i duжi DE, a taqka
H presek stranice CD i duжi BF . Sada ako pogledamo trougao AED
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vidimo da je taqka B nalazi na sredini stranice AE i imamo da je
BG ‖ AD, iz qega sledi da je BG sredixna duж trougla AED, i jed-
naka je polovini stranice AD a samim tim i BC pa se tako taqka G
nalazi na sredini stranice BC. Isto tako se dokazuje i da se taqka H
nalazi na sredini stranice CD. Ako povuqemo dijagonalu BD obra-
zuje se trougao BCD a poxto znamo da se dijagonale polove, imamo
da se traжene prave seku u jednoj taqki i ta taqka je bax teжixte
trougla BCD.

56.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 718. Ako su M,N,P i Q sredixta stranica konveksnog qetvo-
rougla ABCD, na�i odnos povrxina qetvorouglova ABCD i MNPQ.

Zadatak 719. U unutraxƬosti pravougaonika ABCD data je taqka P .
Ako je PA = 5cm, PB = 10cm i PC = 14cm, odrediti PD.

Zadatak 720. U jednakokraki trapez povrxine 20cm2 upisan je krug
polupreqnika r = 2cm. Izraqunati duжine stranica trapeza.

Zadatak 721. Konstruisati kvadrat ABCD ako je data taqka A, i
taqke M i N na stranicama BC i CD redom.

Zadatak 722. Dat je pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod
temena C. Na stranicama AB i AC date su taqke E i F , tim redom,
takve da je AC = AE i EF = AF . Dokazati da je BE + CF = EF .
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Предавање 57

RaqunaƬe i dokazi u geometriji

2(Pitagorina teorema)

Stefan Ba
a

57.1 Теориjски увод

Teorema 136. Pitagorina teorema - Povrxina kvadrata nad hipote-
nuzom pravouglog trougla jednaka je zbiru povrxina kvadrata nad
katetama tog trougla.

Dokaz: Kostruiximo dva podudarna kvadrata CDFH i C1D1F1H1

qije stranice CD = C1D1 = a+b. Trouglovi ABC,BDE,EFG,GHA,OB1A1,
B1D1A1, OG1H1, OE1H1 su podudarni po SUS, gde je O presek duжi
G1B1iA1E1. Qetvorougao ABEG je kvadrat, kvadrat nad hipotenuzom
c, jer je AB = BE = EG = GA = c (hipotenuza pravouglog trougla
ABC). ∠DBE + ∠EBA + ∠ABC = 180o , ∠DBE + ∠ABC = 90o, onda
je ∠EBA = 90o/ Ako taqke na kvadratu H1F1D1C1 raporedimo tako
da vaжi : C1B1 = a,B1D1 = b,D1A1 = a,A1F1 = b, F1G1 = b,G1H1 =
a,H1E1 = biE1C1 = a dobijamo odgovaraj�u podudarnost i relaciju
a2 + b2 = c2, qime smo dokazali teoremu.

57.2 Задаци за рад

Zadatak 723. U jednakokrako-pravouglom trouglu ABC(AC = BC)
data je taqka M tako da je AM = 2, BM =

√
2 i CM = 1. Izraqu-

nati povrxinu trougla ABC.

RexeƬe: U spoƩaxƬost trougla ABC konstruixemo taqku D, tako
da je trougaoBCD podudaran trouglu ACM . Ako ∠ACM = φ, onda
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je ∠BCD = φ, pa je △CMD jednakokrako pravougli (CM = CD = 1
i ∠DCM = φ + α = 90o). Tada je DM =

√
2. Kako je BD = AM =

2, BM = DM =
√
2 , to je i trougao BDM jednakokrako-pravougli.

Znaqi ∠BDM = 45o i ∠CDM = 45o, pa je ∠CDB = 90o. Dakle BC2 =
CD2 +BD2 = 12 + 22 = 5. Povrxina je : P = AC·BC

2 = BC·BC
2 = 5

2 .

Zadatak 724. Dat je pravougli trouga ABC sa pravim uglom kod te-
mena C i katetama a = 6cm i b = 8cm. Ako su A1, B1, C1 sredixta
stranica BC,AC i AB odrediti polupreqnik kruжnice koja sadrжi
taqke A1, B1, C1

RexeƬe: Traжeni krug je opisan oko pravougaonika A1CB1C1. Di-
jagonala d tog pravougaonika je polovina hipotenuza c = 10cm, dakle
5cm, pa je traжeni polupreqnik r = 2.5cm.

Zadatak 725. Dat je konveksan qetvorugao ABCD tako da je AB+AD =
10cm, BC = CD i ∠BCD = ∠BAD = 90o. Izraqunati povrxinu datog
qetvorougla.

RexeƬe: Ako je AB = x, onda je AD = 10 − x. Trougao ABD je
pravougli, pa je povrxina trougla ABD P = AB·AD

2 = x·(10−x)
2 = 5 · x−

x2

2 . Trougao BCD je jednakokrako-pravougli, pa je povrxina trougla

BCD,P = BC·CD
2 = BC2

2 = BD2

2 . Koriste�i Pitagorinu teoremu dobija
se BD2 = AB2 +AD2 = x2 +(10− x)2− 2 ·x2− 20 ·x+100, pa je povrxina

trouglaBCD,P = x2

2 −5 ·x+25. Povrxina qetvrorougla ABCD je zbir

povrxina trouglova ABD i BCD, tj. P = 5·x− x2

2 + x2

2 −5·x+25 = 25cm2

Zadatak 726. Boqne strane ABS,BCS i CAS trostrane piramide ABCS
su me�usobno normalne i imaju redom povrxine 54cm2, 96cm2 i 72cm2.
Izraqunati zapreminu piramide i merne brojeve svake od ivica pi-
ramide.

RexeƬe: Neka je AS = a,BS = b i CS = c. Tada je zapremina date
piramide V = a·b

2 · c
3 = a·b·c

6 . Kako je PABC = a·b
2 = 54, PBCS = b·c

2 = 96 i
PCAS = a·c

2 = 72, to se mnoжeƬem ovih triju relacija dobija a2 · b2 · c2 :
8 = 54 ·96 ·72 . Dakle a ·b ·c = 8 ·9 ·6 ·4 i a ·b = 108, pa je c = 16cm. Sliqno
je a = 8 · 9 · 6 · 4 : (2 · 6 · 16) = 9cm i b = 12cm. Koristi�i Pitagorinu
teoremu dobija se da je AB = 15cm,BC = 20cm i CA =

√
337cm.

Zadatak 727. Dat je pravougli trapez ABC, sa pravim uglom kod te-
mena B, dhije su osnoviceAB = 8cm i CD = 4cm, a krak BC = 4cm. U
datom trapezu na sluqajan nacin izabrano 17 taqaka. Dokazati da me-
�u izabranim taqkama postoje bar dve taqke qije me�usobno rastojaƬe
nije ve� od

√
5cm.
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RexeƬe: Dati trapez podelimo na qetri podudarna trapeza, a za-
tim svaki od dobijenih trapeza podelimo opet na qetri podudarna
trapeza. kako imamo 17 taqaka, a 16 trapeza, na osnovu Dirihleo-
vog principa postoji trapez unutar kog se nalaze bar dve taqke datog
skupa. Kako je najve�e rastojaƬe unutar jednog od 16 dobijenih po-
dudarnih trapeza dijagonala trapeza koja je jednaka

√
22 + 12 =

√
5cm,

to uvek postoje dve taqke qije rastojaƬe nije ve� od
√
5cm .

Zadatak 728. U polukrug polupreqnika r upisati kvadrat. Izraqu-
nati povrxinu stranice kvadrata u zavisnosti od r.

RexeƬe: Povrxina kvadrata P = a2, a kako je a2 + a2

4 = 5·a2

4 = r2, to

je a2 = 4·r2
5 , pa je P = 4·r2

5 .

Zadatak 729. Na jednoj strani diedra qiji je ugao 60o, data je tacka
M . ƫeno odsotjaƬe od druge strane diedra je 8 ·

√
3cm. Koliko je

Ƭeno odstojaƬe od ivice diedra?

RexeƬe: Traжeno odstojaƬe je 16cm. Ako su M1 i M2 normalne
projekcije taqke M redom na stranu diedra i na ivicu, trada je :
∠MM1M2 = 90o,∠MM2M1 = 60o

Zadatak 730. Ako su kraci nejednakokrakog trapeza me�usobno nor-
malni, onda je zbir kvadrata Ƭegovih osnovica jednak zbiru kvadrata
Ƭegovih dijagonala. Dokazati.

RexeƬe: Neka se kraci trapeza seku u taqki M . Tada je ∠AMB
prav. Neka su merni brojevi osnovice trapeza a i b, krakovi c i d,
digajonala d1 i d1, a duжi DM i CM ,x i y. Iz Pitagorine teoreme
sledi a2+b2 = (x+d)2+(c+y)2+x2+y2 = (x+d)2+y2+(c+y)2+x2 = d21+d

2
2.

Zadatak 731. Oxtri uglovi nejednakokrakog trapeza su komplemen-
tarni. Izraqunati obim i povrxinu trapeza, ako je jedan krak 15cm,
maƬa osnovica 14cm i visina 12cm.

RexeƬe: Ako se konstruixe paralelogram ADCE, onda je jasno da
je trougao BCE pravougli, poxto su uglovi na osnovici komplemen-
tarni. Tada je EM2 = 152 − 122 = 81 = 92, pa je EM = 9cm. Sada je
BC2 = (x+9)2−152 = x2+122. RexavaƬem jednaqina dobija se x = 16cm,
a tada je krak BC = 20cm. Obim trapeza je 88cm, a povrxina 318cm2.

Zadatak 732. U unutraxƬosti trougla sa stranicama duжine 6cm, 8cm
i 10cm uoqe se qetiri proizvoƩne taqke. Dokazati da me�u Ƭima
postoje bar dve koje se nalaze na rastojaƬu maƬem od 5cm.
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RexeƬe: Kako je 62 + 82 = 102, sledi da je dati trougao pravougli.
Ako podelimo dati trougao duzima A1B1 i A1C1, gde su A1, B1, C1 re-
dom sredixta stranica BC,CA i AB, onda �e bar dve od qetiri taqke
da budu u jednom od ta tri dela. RastojaƬe izme�u te dve taqke koje
se nalaze u jednom delu je maƬe od 5cm.

57.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 733. Izraqunati obim torugla qija je jedna stranica duжine
24cm, a odgovaraju� visina i teжixna duж 8cm, odnosno 10cm.

Zadatak 734. Pravougaonik ABCD qije su stranice a = 6cm, b = 3cm
i jednakostraniqni trougao ABE imaju zajedniqku stranicu AB = a
i nalaze se sa iste strane te stranice. Izraqunati obim i povrxinu
zajedniqkog dela pravougaonika i jednakostraniqnog trougla.

Zadatak 735. Data je trostrana jednakoiviqna piramida SABC. Neka
je SS1 visina piramide, a M sredixte visine SS1. Dokazati da je
∠AMB = 90o.

Zadatak 736. UnutraxƬi uglovi trougla odnose se kao 2 : 3 : 7.
Duжina najve�e stranice trougla je 1 m. Odrediti duжine ostalih
stranica trougla.

Zadatak 737. Izraqunati povrxinu trapeza qije su osnovice duжina
a = 25cm, b = 15cm i kraci c = 6cm i d = 8cm
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Предавање 58

Dirihleov princip

Stefan Stanojevi�, Matematiqka gimnazija

Dirihleov princip. Ukoliko je nk + 1 objekata raspore�eno u k
skupova, tada se u jednom od tih skupova mora nalaziti barem n + 1
objekata.

58.1 Задаци за рад

Zadatak 738. . U kvadratu stranice 31cm je na proizvoƩan naqin
raspore�eno 2010 taqaka. Dokazati da me�u datim taqkama postoje
bar dve qije je rastojaƬe maƬe od 1cm.

RexeƬe: Kvadrat �emo podeliti na 442 = 1936 maƬih podudarnih

kvadrata stranice 31
44cm. Kako je 31

44 <
√
2
2 , rastojaƬe izme�u svake dve

taqke unutar malog kvadrata bi�e maƬe od 1. Poxto po Dirihleovom
principu mora postojati kvadrat u kome se nalaze bar 2 od izabranih
2010 taqaka, tvr�eƬe je dokazano.

Zadatak 739. Na prvenstvu xkole u koxarci svaka sa svakom igra 10
ekipa. Dokazati da u svakom trenutku takmiqeƬa postoje dve ekipe sa
istim brojem odigranih utakmica.

RexeƬe: Pretpostavimo da u nekom trenutku ne postoje dve ekipe sa
istim brojem odigranih utakmica. Kako imamo 10 ekipa, a svaka ekipa
ima 10 mogu�nosti za broj odigranih utakmica (0...9), to �emo kad
saberemo broj odigranih utakmica svih timova dobiti 0+1+2+...+9 =
45. Me�utim, zbir brojeva odigranih utakmica svih timova mora biti
paran. Kontadikcija! Znaqi, u svakom trenutku postoje dve ekipe sa
istim brojem odigranih utakmica.

Zadatak 740. Bela ravan je na proizvoƩan naqin poprskana plavom
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bojom. Dokazati da u plavobeloj ravni postoje dve taqke iste boje
(plave ili bele) qije je rastojaƬe 1cm .

RexeƬe: Uoqimo proizvoƩan jednakostraniqan trougao stranice
1cm. Po Dirihleovom principu dva Ƭegova temena �e biti obojena
istom bojom. Ovako smo naxli dve taqke iste boje na rastojaƬu 1cm.

Zadatak 741. Bela ravan je na proizvoƩan naqin poprskana plavom
bojom. Dokazati da u plavobeloj ravni postoji pravougli trougao
qija je hipotenuza 2010cm i qija su sva temena iste boje.

RexeƬe: Po prethodnom zadatku, postoji duж AB duжine 2010cm
qija su oba temena iste boje. Opiximo kruжnicu nad ovom duжi kao
preqnikom. Ako je bilo koja taqka C kruжnice razliqita od temena
poqetne duжi iste boje kao temena poqetne duжi, trougao ABC je res-
heƬe zadatka. Ako nijedna taqka kruжnice razliqita od A i B nije
iste boje kao A i B, onda su sve taqke kruжnice osim A i B iste
boje pa me�u Ƭima moжemo na�i traжeni trougao. Povucimo proizvo-
Ʃan preqnik CD razliqit od AB i izaberimo proizvoƩnu taqku E na
kruжnici. Trougao CDE �e zadovoƩavati uslove zadatka.

Zadatak 742. Dokazati da se od proizvoƩnih 12 brojeva mogu izdvo-
jiti dva qija je razlika deƩiva sa 11.

RexeƬe: Po Dirihleovom principu postoje dva broja koja daju isti
ostatak pri deƩeƬu sa 11.

Zadatak 743. Dato je 5 razliqitih prirodnih brojeva. Dokazati da
me�u Ƭima postoje tri broja qiji je zbir deƩiv sa 3.

RexeƬe: Ako me�u ovim brojevima postoje tri broja koja daju tri
tazliqita ostataka pri deƩeƬu sa 3, zadatak je rexen, Ƭihovim sabi-
raƬem dobi�emo broj deƩiv sa 3. Ako ne postoje, svaki od 5 brojeva
�e davati jedan od dva mogu�a ostatka pri deƩeƬu sa 3. Po Dirihleo-
vom principu, me�u Ƭima �e postojati 3 broja koji daju isti ostatak.
Zbir ova tri broja bi�e deƩiv sa 3.

Zadatak 744. Dato je 11 razliqitih prirodnih brojeva. Dokazati da
me�u Ƭima postoji 6 brojeva qiji je zbir deƩiv sa 6.

RexeƬe: Izaberimo bilo kojih 5 od 11 datih brojeva. Po pret-
hodnom zadatku, me�u Ƭima moжemo izabrati tri broja qiji je zbir
deƩiv sa 3. Ako ponovimo jox dva puta ovaj postupak, od datih 11
brojeva moжemo izabrati tri grupe po tri broja tako da je u svakoj
grupi zbir brojeva deƩiv sa 3. Sada po Dirihleovom principu od
te tri grupe postoje dve u kojima je zbir bojeva iste parnosti, pa
sabiraju�i te dve grupe dobijamo zbir deƩiv sa 6.

Zadatak 745. Na�i najmaƬi broj n takav da se izme�u bilo kojih n
celih brojeva moжe izabrati 18 brojeva, tako da je Ƭihov zbir deƩiv
sa 18.
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RexeƬe: Odgovor je 35 brojeva.

Izme�u 17 nula i 17 jedinica nije mogu�e izabrati potrebnih 18
brojeva. Dakle, traжeni broj je ve�i od 34.

Dokaza�emo da je od proizvoƩnih 35 brojeva mogu�e izabrati 18
tako da im je zbir deƩiv sa 18. Po prethodnom zadatku, od proizvoƩ-
nih 11 brojeva je mogu�e izabrati 6 tako da im je zbir deƩiv sa 6.
Odvojimo 11 od datih 35 brojeva i od Ƭih izaberemo xestorku qiji
je zbir deƩiv sa 6. Postupak ponovimo jox qetiri puta i dobi�emo
5 xestorki, od kojih je u svakoj zbir brojeva deƩiv sa 6. Neka su
zbirovi brojeva ovih pet xestorki a1, a2, a3, a4, a5.

Posmatrajmo brojeve

k1 = a1

6 , k2 = a2

6 , k3 = a3

6 , k4 = a4

6 , k5 = a5

6 .

Od ovih 5 brojeva moжemo izdvojiti 3 takva da im je zbir deƩiv sa
3. Poxto indeksi nisu bitni, moжemo pretpostaviti da su to k1, k2, k3.
Sada je a1 + a2 + a3 = 6(k1 + k2 + k3), pa kako je k1 + k2 + k3 deƩivo sa 6
to je a1 + a2 + a3 deƩivo sa 18. SpajaƬem ove tri xestorke dobi�emo
18 brojeva qiji je zbir deƩiv sa 18.

Zadatak 746. Dokazati da se u svakom skupu od xest Ʃudi mogu na�i
tri qoveka koji se me�u sobom ne poznaju ili pak svako poznaje preo-
stalu dvojicu.

RexeƬe: Neka je A jedan qovek iz skupa od xest Ʃudi. Tada po
Dirihleovom principu od preostalih petoro Ʃudi postoje trojica,
recimo B,C,D, tako da vaжi jedno od slede�a dva tvr�eƬa:

a)A poznaje svakog od B,C,D. Ako se nikoja dvojica od B,C,D ne
poznaju tvr�eƬe je dokazano. Ako se neka dvojica od Ƭih, recimo B i
C, poznaju, tada se A,B,C svi me�usobno poznaju.

b)A ne poznaje nikog od B,C,D. Ako se B,C,D svi me�usobno po-
znaju, tvr�eƬe je dokazano. Ako se neka dvojica od Ƭih, recimo B i
C, ne poznaju, tada su A,B,C svi me�usobno nepoznati.

Zadatak 747. Sve dijagonale i stranice nekog sedamnaestougla obo-
jene su i to, neke plavom, neke belom, a neke crvenom bojom. Dokazati
da me�u stranicama i dijagonalama postoje tri istobojne duжi koje
su stranice trougla.

RexeƬe: Uoqimo proizvoƩno teme. Kako je ono povezano sa 16 dru-
gih temena i stranice i dijagonale su obojene u tri boje, po Diri-
hleovom principu xest duжi iste boje polazi iz Ƭega. Ako su bilo
koja dva od ovih xest temena me�usobno povezana pomo�u duжi ove
boje, zadatak je rexen. Ako nisu, ovih xest temena su povezani duz-
hima koje mogu biti obojene u dve boje, pa po prethodnom zadatku me�u
Ƭima postoji istobojni trougao.
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58.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 748. U pravilnom xestouglu qija je stranica 2cm na sluqajan
naqin raspore�ena je 51 taqka, od kojih su neke obojene plavom, a neke
crvenom bojom. Dokazati da bez obira na raspored taqaka i Ƭihovu
obojenost, uvek postoje dve taqke iste boje qije rastojaƬe nije ve�e
od 1cm.

Zadatak 749. Beli list papira poprskan je mastilom. Dokazati da u
toj ravni postoji jednakokraki pravougli trougao qija su temena iste
boje.

Zadatak 750. U ravni je dato 8 taqaka tako da ne postoje tri taqke
koje su na istoj pravoj. Dokaжi da postoji trougao qija su temena u
tim taqkama, a jedan Ƭegov ugao je maƬi od 60 stepeni.

Zadatak 751. Bela ravan je na proizvoƩan naqin poprskana plavom
bojom. Dokazati da u plavo beloj ravni postoji jednakostraniqni
trougao qija su sva tri temena iste boje.

Zadatak 752. Bela ravan je na proizvoƩan naqin poprskana plavom
bojom. Dokazati da u plavo beloj ravni postoji duж qije sredixte je
iste boje kao i Ƭeni krajevi.
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Предавање 59

Mnogougao

Nevena Nikoli�, Matematiqka gimnazija

Me�u Ʃudima jednakih umnih sposobnosti, koji rade pod istim uslo-
vima, u prednosti su oni koji znaju geometriju. B. Paskal

59.1 Теориjски увод

Definicija 100. Mnogougao je deo ravni ograniqen zatvorenom, iz-
lomƩenom linijom, ukƩuquju�i i taqke sa te linije.

Definicija 101. Ako duж koja spaja bilo koje dve taqke na izlomƩe-
noj liniji ne seqe nijednu stranicu mnogougla, onda je to konveksan
mnogougao.

Definicija 102. Pravilan mnogougao je onaj koji ima me�usobno po-
dudarne stranice i unutraxƬe uglove.

Teorema 137. (Ptolomejeva teorema) Ako je ABCD tetivni qetvoro-
ugao, vaжi slede�e AB · CD +BC ·DA = AC · BD.

59.2 Задаци за рад

Zadatak 753. Tetivni dvanaestougao se sastoji od xest stranica duz-
hine

√
3 i xest stranica duжine 4. Izraqunati povrxinu tog dvana-

estougla.

RexeƬe: Povrxina tog dvanaestougla sadrжi 6 trouglova tipa
R,R,

√
3 i 6 trouglova tipa R,R, 4 (R je polupreqnik opisane kruж-

nice oko dvanaestougla). Kako Ƭegova povrxina ne zavisi od ra-
sporeda ovih trouglova, pretpostavimo, ne umaƬuju�i opxtost, da
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su mu susedne stranice razliqite duжine. Oznaqimo temena mnogou-
gla sa A1, A2, . . . A12, a centaropisanog kruga sa O. Tada su trouglovi
A1A3, A3A5, A5A7, A7A9, A9A11, A11A1 podudarni me�u sobom, kao i tro-
uglovi A1A2A3, A3A4A5, A5A6A7, A7A8A9, A9A10A11, A11A12A1. Ugao
kod temena O u prvoj grupi trouglova je 60◦, a tup ugao u dgugoj grupi

trouglova je 150◦. Sada se lakom raqunicom dobija povrxina od 105
√
3

2 .

Zadatak 754. Dat je pravilan sedmougao stranice 1. Dokazati da je
1

AC
+ 1

AD
= 1

RexeƬe: Produжimo stranice AB i DC do preseka u taqki H. Kako
je AHDF romb (jer je AH ||DF , DH ||FA i AF = DF ), i kako je AC =
AF , to je AC = AH. Iz sliqnosti trouglova HBC i HAD, imamo
BC
AD

= BH
AH

,tj. 1
AD

= AH−1
AH

= AC−1
AC

, odakle sledi tvr�eƬe zadatka.

Zadatak 755. U kvadratu ABCD data je taqka P takva da je AP =
1, BP = 2, CP = 3. Odrediti ugao APB.

RexeƬe: Rotacijom ravni oko B koja preslikava A u C, taqka P
prelazi u Q. Pri tome je PB = QB i ugao PGB jednak je 45◦. Kako je
PC2 = 9 = 1 + 4 + 4 = PA2 + PB2 + BQ2 = CQ2 + PQ2, trougao PQC je
pravougli i ugao PQC je prav. Pa sledi da je traжeni ugao 135◦.

Zadatak 756. Dat je proizvoƩan mnogougao. Dokazati da se ovaj mno-
gougao moжe pokriti krugom qiji je preqnik podudarn olovini obima
datog mnogougla.

RexeƬe: Odredimo na mnogouglu taqke i B koje polove obim datog
mnogougla. Konstruiximo krug k kome je centar sredixte O duжi AB,
a preqnik jednak s (2s je obim mnogougla). Pretpostavimo da postoji
neko teme C mnogougla koje je van kruga, tj. da je OC > s

2 . U trouglu
ABC je 2 ·OC < (AC+BC), pa kako je AC+BC6s sledi da je 2 ·OC < s.
Kontradikcija.

Zadatak 757. Izvrxena je triangulacija tetivnog n-tougla. Doka-
zati da zbir polupreqnika upisanih krugova u dobijene trouglove ne
zavisi od naqina triangulacije.

RexeƬe: Za rexavaƬe problema potrebna nam je slede�a lema:

Лема 15. za oxrougli trougao ABC vaжi OA1 + OB1 + OC1 = R + r;
za tupougli trougao ABC sa tupim uglom kod temena C vaжi OA1 +
OB1−OC1 = R+r gde je R- polupreqnik opisanog, r-polupreqnik upisa-
nog kruga, A1, B1, C1 podnoжja normala iz O-centar opisanog kruga,na
stranice trougla.

Dokaz: (za oxtrougli trougao, za tupougli se dokazuje na isti naqin)
primenimo Ptolomejevu jednakost na tetivne qetvorouglove AC1OB1,
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BC1OA1, CB1OA1. Dobijamo; c·OB1+b·OC1 = R·a, c·OA1+a·OC1 = R·b,
a · OB1 + b · OA1 = R · c. Kada saberemo leve i desne strane ovih
jednakosti i levoj dodamo OA1 · a+OB1 · b+OC1 · c, a desnoj 2s · r (xto
je jednako) dobijamo (OA1 + OB1 + OC1) · s = (R + r) · s. Ovim je dokaz
zavrxen. Neka je O centar opisane kruжnice oko mnogougla, samim tim
O je i centar opisane kruжnice za sve trouglove. Oznaqimo temena
sa A1, A2, ..., An i rastojaƬa taqke O od stranica A1A2, A2A3..., AnA1,
redom, sa d1, d2, ..., dn. Sada izaberimo proizvoƩnu duж AiAj nakon
triangulacije, ona je stranica taqno dva trougla dobijena trougla,
neka su to AiAsAj i AiArAj. Ako AiAj sadrжi O tada nakon primene
leme dobijamo: r1+r2 = dj+di+dr+ds−2R, ako ne sadrжi O onda se O
nalazi unutar jednog i van drugog trougla. Ako je d rastojaƬe taqke
O od duжi AiAj tada se u jednom izrazu nalazi kao sabirak sa desne
strane, a u dugom izrazu kao umaƬilac, pa se prilikom sabiraƬa
poskrati, tada dobijamo r1 + r2 = dj + di + dr + ds − 2R xto je isti
izraz. Kada prosumiramo sve ovako dobijene r-ove, finalni izraz
izgleda ovako: d1 + d2 + ...+ dn − (n− 2)R = r1 + r2 + ...+ rn−2, dakle ne
zavisi od naqina triangulacije.

Zadatak 758. Da li moжemo prekriti jednakostraniqni trougao stra-
nice 30 disjunktnim jednakokrakim trapezima stranica 1, 1, 1 i 2?

RexeƬe: Moжemo, jer se jednakostraniqni trougao stranice 30
moжe podeliti na 100 jednakostraniqnih trouglova stranice 3, a ta-
kvi trouglovi se mogu prekriti sa tri data trapeza.

Zadatak 759. Sva temena konveksnog mnogougla nalaze se u unutraxƬosti
kvadrata qija je stranica duжine 1. Dokazati da je zbir kvadrata
duжina stranica tog mnogougla maƬi od 4.

RexeƬe: Neka su M i N temena mnogougla, tako da traka odre�ena
pravim m i n, koje su paralelne stranicama AD i BC pokriva ceo
mnogougao. Neka je ai jedna stranica doƬe”izlomƩene linije mnogou-
gla izme�u M i N i xi i yi normalne projekcije duжi ai na stranice
AB i AD. Neka je aj jedna stranica ”gorƬe”izlomƩene linije mno-
gougla izme�u M i N i zj i tj normalne projekcije duжi aj na stra-
nice BC i CD. Prema Pitagorinoj teoremi dobijamo a2i = x2i + y2i
i a2j = z2j + t2j . Uzimaju�i u obzir sve stranice mnogougla dobi-
jamo

∑
a2i =

∑
x2i +

∑
y2i +

∑
z2i +

∑
t2i . Kako su sve projekcije maƬe

od 1, to su Ƭihovi kvadrati maƬi od samih Ƭihovih duжina, pa je:∑
a2i <

∑
xi +

∑
yi +

∑
zi +

∑
ti 6 1 + 1 + 1 + 1 = 4

Zadatak 760. Dat je pravilan xestougao ABCDEF stranice duжne .
Koriste�i samo leƬir konstruisati duж duжine a

n
, za n = 1, 2, 3....

RexeƬe: Konstruiximo preseke K i L pravih BC i AC redom sa
pravom DE, zatim presek M pravih AB i CD i najzad preseke N i
O pravih ML i AD, redom, sa pravom CF . Lako se dokazuje da je
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BMNKDO tako�e pravilan xestougao stranice i da je FN = 3FO =
3a. NastavƩaju�i ovaj postupak moжemo, za dati prirodan broj n,
odrediti na pravoj FO taqku S tako da je FS = nFO = na. Ako je T
presek pravih ES i OD, iz sliqnosti trouglova FSE i OST dobijamo
da je TD = 1

n
a.

Zadatak 761. Neka je D skup dijagonala pravilnog 100-ugla. Da li
postoji podskup E skupa D sa slede�a tri svojstva:

1◦ Nikoje dve dijagonale nemaju zajedniqkih taqaka.
2◦ Iz svakog temena 100-ugla polazi paran broj dijagonala iz skupa
E.
3◦ Dijagonale iz E dele 100-ugao na trouglove.

RexeƬe:Pretpostavimo da je n-tougao podeƩen dijagonalama iz D
na trouglove tako da nikoje dve od dijagonala skupa D nemaju zajed-
niqku unutraxƬu taqku i da iz svakog temena n-tougla polazi paran
broj dijagonala, Tada se dobijeni trouglovi mogu obojiti plavom i
crvenom bojom, tako da su svaka dva trougla koji imaju zajedniqku
stranicu obojeni razliqitim bojama. (To se moжe posti�i tako xto
se poligon na poqetku oboji jednom bojom, a posle se povlaqe dijago-
nale jedna za drugom i nakon svakog povlaqeƬa dijagonale sve obojene
povrxine sa jedne strane dijagonale se prefarbaju onom drugom bo-
jom).

Za tako obojene trouglove vaжi da je svaka dijagonala stranica
jednog plavog i jednog crvenog trougla i da svi trouglovi kod kojih
je jedna stranica istovremeno i stranica n-tougla obojeni su istom
bojom, recimo plavom (To sledi iz qiƬenice da iz svakog temena n-
tougla polazi paran broj dijagonala iz D, tj. da je svako teme n-
tougla zajedniqko teme neparnog broja trouglova na koje je n-tougao
podeƩen.)

AKo je p plavih a c crvenih touglova onda je n+3c = 3p, jer je svaka
dijagonala iz D strania samo jednog plavog trougla. Prema tome,
broj n je deƩiv sa tri, a to znaqi da se 100-ugao ne moжe podeliti na
trouglove dijagonalama tako da vaжe zadati uslovi.

Zadatak 762. Neka su AB i BC susedne stranice pravilnog devetougla
upisanog u krug qiji je centar taqka O. Sa M oznaqimo sredixte
stranice AB, a sa N sredixte polupreqnika OX koji je normalan na
BC. Dokazati da je ugao OMN jednak 30◦.

RexeƬe: Ugao AOX jednak je 60◦, pa je trougao AOX jednakostra-
niqni. U Ƭemu je AN visina pa je ugao ANO prav, kao i ugao AMO.
Sledi da je qetvorougao AONM tetivni, odakle je ugao ∠OMN = 30◦.

Zadatak 763. Odrediti najve�u mogu�u povrxinu trougla koji je upi-
san u pravilan xestougao povrxine S, tako da je jedna stranica tro-
ugla paralelna stranici xestougla.
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RexeƬe: Neka je ABCDEF pravilan xestougao stranice 1 i neka
su X i Y redom taqke na stranicama AF i BC, tako da vaжi AX =
BY = x, a Z proizvoƩna taqka na stranici ED. Tada vaжi XY = 1+x,

a visina trougla XY Z koja odgovara stranici XY je h =
√
3 − x

√
3
2 ,

pa je povrxina trougla jednaka
√
3
4 [ 94 − (x− 1

2 )
2] i ima max vrednost za

x = 1
2 . P = 9

√
3

16 , kako je S = 3
√
3

2 , sledi Pmax = 3S
8 .

59.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 764. U krug je upisan sedmougao qija su tri ugla jednaka
120◦. Dokazato da su bar dve stranice ovog sedmougla jednake.

Zadatak 765. U qetvorouglu ABCD je taqka M sredixte stranice AB
i taqka N sredixte stranice CD. Ako je BC +AD = 2MN i AB nije
paralelno sa CD, onda je qetvorougao ABCD trapez. Dokazati.

Zadatak 766. Na stranici AB kvadrata ABCD data je neka taqka M .
Simetrala ugla CDM seqe BC u taqki N . Dokazati da je DM =
AM + CN .

Zadatak 767. U kvadratu ABCD data je taqka P takva da je AP : BP :
CP = 1 : 2 : 3. Odrediti ugao APB.

Zadatak 768. Dat je pravilni 10-ougao upisan u kruжnicu sa centrom
O i polupreqnikom r. Ako su A,B,C uzastopna temena desetougla
dokazati da je AD −AB = r.
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Предавање 60

RaqunaƬe i dokazi u geometriji

(Pitagorina teorema)

Stefan Ba
a, Matematiqka gimnazija

60.1 Теориjски увод

Teorema 138. Pitagorina teorema - Povrxina kvadrata nad hipote-
nuzom pravouglog trougla jednaka je zbiru povrxina kvadrata nad
katetama tog trougla.

Dokaz: Kostruiximo dva podudarna kvadrata CDFH i C1D1F1H1

qije stranice CD = C1D1 = a+b. Trouglovi ABC,BDE,EFG,GHA,OB1A1,
B1D1A1, OG1H1, OE1H1 su podudarni po SUS, gde je O presek duжi
G1B1iA1E1. Qetvorougao ABEG je kvadrat, kvadrat nad hipotenuzom
c, jer je AB = BE = EG = GA = c (hipotenuza pravouglog trougla
ABC). ∠DBE + ∠EBA + ∠ABC = 180◦ , ∠DBE + ∠ABC = 90◦, onda
je ∠EBA = 90◦. Ako taqke na kvadratu H1F1D1C1 raporedimo tako
da vaжi : C1B1 = a,B1D1 = b,D1A1 = a,A1F1 = b, F1G1 = b,G1H1 =
a,H1E1 = b i E1C1 = a dobijamo odgovaraj�u podudarnost i relaciju
a2 + b2 = c2, qime smo dokazali teoremu.

60.2 Задаци за рад

Zadatak 769. Izraqunati obim i povrxinu pravougaonika ako su date
dijagonala i jedna stranica.

RexeƬe: Neka je a jedna stranica pravougaonika i d dijagonala.
Drugu stranicu �emo na�i preko Pitagorine teoreme b2 = d2 − a2.
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Obim pravouganika O = 2 · a+ 2 ·
√
d2 − a2, povrxina P = a ·

√
d2 − a2.

Zadatak 770. Dat je jednakokraki trougao ABC. Izraqunati obim i
povrxinu trougla je data osnovica a i odgovaraju�a visina h.

RexeƬe: Koriste�i Pitagornu teoremu �emo odrediti krak tro-

ugla b2 = a2

4 + h2. Povrxina trougla je P =
a·
√

a2

4 +h2

2 , a obim O =

a+ 2 ·
√

a2

4 + h2.

Zadatak 771. Izraqunati visinu, povrxinu, polupreqnik upisane i
polupreqnik opisane kruжnice jenakostraniqnog trougla stranice a.

RexeƬe: Visina trougla je h = a ·
√
3
2 , povrxina P = a2 ·

√
3
4 , polu-

preqnik upisane kruжnice r = a ·
√
3
6 , opisane R = a ·

√
3
3 .

Zadatak 772. Stranice paralelograma su a i b, a oxtar ugao 60◦.
Odrediti duжine dijagonala.

RexeƬe: Neka je taqka O preske dijagonala ACiBD, gde je AC kra�a
dijagonala, iz toga da je ugao 60◦ zakƩuqujemo da se radio o rombu.
Primenom Pitagorine teoreme na na pravougle trouglove sa pravim

uglom u taqki O dobijamo da je d1 = a, d2 = 2 · a ·
√
3
2 .

Zadatak 773. Helikopter putuje od baze S pod uglom od 74◦ 112km do
stanice A. Nakon toga ide pod uglom od 164◦ do stanice B. Koje je
rastojaƬe od stanice B do baze?

RexeƬe: Poxto se svi uglovi odnose na isti pravac zakƩuqujemo
da se radio o uglu od 90◦. Prema Pitagorinoj teoremi x2 = 1122+1342

, dakle x = 175km

Zadatak 774. Dva kruga imaju zajedniqku tangentu sa taqkama dodira
A i B. Polupreqnici krugova su 4cm i 2cm. Na�i rastojaƬe izme�u
centara krugova ako je AB = 7cm.

RexeƬe: Neka su C i D centri krugova, neka je taqka E normala iz
C na polupreqnik DA. DE = 4 − 2 CE = 7cm iz Pitagorine teoreme
x2 = 22 + 72 x = 7.3cm.

Zadatak 775. Neka je a duжina stranice kvadrata. Odrediti rasto-
jaƬe od jednog temena kvadrata do velike dijagonale kvadrata.
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RexeƬe: Duжina velike dijagonale AG = a ·
√
3. Posmatrajmo tro-

ugao ABG, traжena vrednost je visina tog trougla, x = a·a·
√
2

a·
√
3
.

Zadatak 776. Taqka M je sredixte stranice BC kvadrata ABCD.
Neka je S taqka unutar kvadrata sa osobinom da je S jednako udaƩeno
od taqaka A, D i M . Ako je stranica kvadrata AB = 40cm, izraqunati
obim i povrxinu qetvorougla ABMS.

RexeƬe: Neka je SM = SA = SD = x i neka je N sredixte stranice
AD. Tada je SN = 40 − x. Iz pravouglog trougla ASN je po pitago-
rinoj teoremi, x2 = (40 − x)2 + 202. Odavde je 80 · x = 2000 i x = 25cm.
Obim trapeza ABMS je tada O = 110cm, a povrxina P = 650cm2.

Zadatak 777. U pravouglom trouglu ABC hipotenuza c = 20cm, polu-
preqnik kruga upisanog u trouglu je r i poplupreqnik kruga opisanog
oko trougla je R. Ako je r : R = 2 : 5, odrediti obim i povrxinu tog
trougla.

RexeƬe: Hipotenuza c pravouglog trougla jednaka je 2R, pa je R =
10cm. Kako je r : R = 2 : 5 , to je r = 4cm. S druge strane c =
a − r + b − r, xto znaqi da je a + b = c + 2 · r = 28cm. Odavde sledi da
je (a + b)2 = a2 + 2 · a · b + b2 = 282 = 784. Kako je a2 + b2 = c2 = 400,
to znaqi da je 2 · a · b = 784 − 400 = 384. Dakle povrxina trougla je
P = 2·a·b

4 = a·b
2 = 96cm2. obim tog trougla je O = a+ b+ c = 48cm.

Zadatak 778. Polaze�i iz taqke O puж najpre krene 1m na sever, pa
1m na zapad, potom 2m na jug, pa 2m na istok, zatim 3m. na sever, pa
3m na zapad, daƩe 4m na jug, pa 4m na istok, itd. Svaka dva naredna
pravolinijska poteza su za po 1m duжa od prethodna dva. Svako skre-
taƬe se vrxi ulevo pod pravim uglom. Koliko najmaƬe puta traba
puж da krene na sever da bi se od taqke O udaƩio za vixe od 100m?

RexeƬe: Posle n-tog poteza na zapad, puж se nalazi na rastojaƬu
n ·

√
2m od taqke O (na poziciji koja se u odnosu na taqku O nalazi

na suprotnom kraju dijagonale kvadrata sa stranicomn). Kako potezu
na zapad prethodi potez na sever, dovoƩno je na�i najmaƬi prirodan
rojn za koji je n ·

√
2 > 100 th. 2n2 > 1000. Lako nalazimo da je trazeni

broj n = 71

60.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 779. Dokazati Pitagorinu teoremu koriste� sliqnost.
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Zadatak 780. Posmatraq vidi objekat (duж) AB iz dve taqke C i D
medu kojima je rastojaƬe 300 m pod uglovima od 30◦ . Prave AD i BC
su medusobno normalne. Kolika je du�zina objekta AB?

Zadatak 781. Normale konstuisane iz temena B i D pravougaonika na
dijagonalu AC, dele dijagonalu na tri jednaka dela. Ako je duжina
jedne stranice pravougaonika , kolika je duжina druge stranice pra-
vougaonika?

Zadatak 782. Vrt ima oblik pravougaonika sa temenimaA,B,C,D. U
vrtu je qesma koja je od temena A udaƩena 14cm, a od temena B udaƩena
4cm i od temena C udaƩena 12cm. Koliko je qesma udaƩena od temena
D ?

Zadatak 783. Oko jednakokrakog trougla, qija je osnovica 48cm, a
krak 40cm, opisan je krug. Odrediti polupreqnik tog kruga.
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Предавање 61

Jednakosti povrxina

Rade Xpegar, Matematiqka gimnazija

61.1 Теориjски увод

Definicija 103. SA1A2...An
je povrxina mnogougla A1A2...An

Teorema 139. [Heron] Povrxina trougla ABC je jednaka SABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

gde je p poluobim trougla.

Teorema 140. [Brahmagupta] Ako je qetvorougao ABCD tetivan onda
mu je povrxina jednaka SABCD =

√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d) gde je p

poluobim cetvorougla.

61.2 Задаци за рад

Zadatak 784. Dokazati da je suma duжina normala bilo koje unutrax-
Ƭe taqke jednakostraniqnog trougla na Ƭegove stranice konstantna.

RexeƬe: Nazovimo ovu taqku M . Neka su podnoжja visina na stra-
nice AB,BC,CA duжine x, y, z respektivno. Sada je SABC = AB·x+BC·y+CA·z

2 =
a
2 · (x+ y + z) = a2

√
3
2 pa je (x+ y + z) = a

√
3 xto ne zavisi od poloжaja

taqke M.

Zadatak 785. Ako je taqka X u unutraxƬosti paralelograma ABCD.
Dokazati da je: SABX + SCDX = SBCX + SADX

RexeƬe: Iz X povucimo normale na stranice paralelograma i
to na AB,BC,CD,DA neka su Ƭihove duжine respektivno m,n, p, q.
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SABX = AB·m
2 , SCDX = CD·p

2 pri qemu je AB = CD i m + p duжina vi-

sine paralelograma normalne na AB. Sada je SABX + SCDX = SABCD

2 ,

analogno dobijamo da je i SBCX+SADX = SABCD

2 qime je dokaz zavrxen.

Zadatak 786. Na svakoj stranici paralelograma izabrana je taqka.
Povrxina qetvorougla sa temenima u ovim taqkama je pola povrxine
paralelograma. Dokazati da je bar jedna dijagonala qetvorougla pa-
ralelna stranici paralelograma.

RexeƬe: Neka su na stranicama paralelograma AB,BC,CD,DA taqke
K,L,M,N respektivno. Neka dijagonala KM nije paralelna stra-
nici AD. Fiksirajmo taqkeK,M,N i pomerajmo L duж stanice BC. U
skladu sa ovim pomeraƬem povrxina trougla KLM se meƬa striktno
monotono. Osim toga, ako je LN ||AB onda je SKLMN = SABCD

2 pa to
vaжi samo u tom sluqaju.

Zadatak 787. Dokazati da teжixne duжi dele svaki trougao na 6 tro-
uglova jednakih povrxina.

RexeƬe: Neka su podnoжja teжixnih duжi iz A,B,C respektivno
A1, B1, C1 i teжiste T . Sada je SATC1 = SC1TB, a analogno SBTA1 =
SA1TC i SCTB1 = SB1TA jer imaju zajedniqku normalu i jednake
osnove. Iz istog razloga je SACC1 = SBCC1.SACC1 − SATC1 = SBCC1 −
SC1TB pa je 2SBTA1 = 2SCTB1 odakle analogno dobijamo da su svih 6
povrxina jednake.

Zadatak 788. Na�i taqku P u unutraxƬosti trougla ABC tako da je
SABP = SBCP = SCAP .

RexeƬe: Trouglovi ABP i CAP imaju zajedniqku stranicu AP pa
kako su im povrxine jednake to su im onda jednake i visine na stra-
nicu AP . Produжimo AP do preseka sa BC i nazovimo taqku preseka
A1, a podnozja visina iz B i C na AP , B′ i C′. BB′ = CC′. Iz USU
dobijamo da je △BB′A1 kongruentan △CC′A1 odakle je BA1 = CA1 pa
je AP teжixna duж △ABC. Analogno dobijamo da su i BP i CP tez-
hixne duжi pa je P teжixte △ABC.

Zadatak 789. Dokazati da trougao qije su duжine stranica jednake
duжinama teжixnih duжi △ABC ima povrxinu jednaku 3

4SABC

RexeƬe: Neka su A′, B′, C′ sredixta stranica BC,CA,AB respek-
tivno. Konstruixemo taqku M tako da je BCMC′ paralelogram. Sada
su tako�e AC′CM i BB′MA′ tako�e paralelogrami jer je AM = CC′

i A′M = BB′. Pa je trougao odre�en sa teжixnim duжima u stvari
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△AA′M .Neka je N presek pravih B′C′ i AA′. Poxto je AC′A′B′ para-
lelogram imamo da je C′N = B′N = 1

2B
′M pa je B′ teжixte △AA′M .

Odavde sledi da je SAA′M = 3SAA′B′ = 3
2SAA′C = 3

4SABC

Zadatak 790. Ako je tetivan trougao ima povrxinu S i poluobim p.
Dokazati da ako je S = (p2 )

2 onda je qetvorougao kvadrat.

RexeƬe: Kako je qetvorougao tetivan to je onda S = 4
√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d) =

p
2 . Iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine do-

bijamo 4
√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d) ≤ p−a+p−b+p−c+p−d

4 = p/2 pri qemu
jednakost vaжi samo za p−a = p− b = p− c = p−d, odnosno a = b = c = d
pa je qetvorougao romb. Kako zbir naspramnih uglova mora biti 180o

to je onda traжeni qetvorougao romb.

Zadatak 791. Dat je trougao ABC i taqka P u Ƭegovoj unutraxƬosti
neka su ha, hb, hc duжine visina iz A,B,C trougla ABC respektivno
i neka su x, y, z duжine normala iz P na stranice BC,AC,AB respek-
tivno. Dokazati da je x

ha
+ y

hb
+ z

hc
= 1

RexeƬe: x
ha

= SBCP

SABC
, y
hb

= SCAP

SABC
, z
hc

= SABP

SABC
, sabiraƬem ove tri jedna-

kosti dobijamo traжenu.

Zadatak 792. Izraziti polupreqnik upisanog kruga r trougla ABC
preko duжina stranica a, b, c.

RexeƬe: Neka je centar upisanog kruga I. Vaжi da je SAIB =
c·r
2 , SBIC = a·r

2 , SCIA = b·r
2 pa je zbog SABC = SAIB + SBIC + SCIA odakle

je r·(a+b+c)
2 = SABC odnosno rp = S. Iz Heronovog obrasca dobijamo da

je r =
√

(p−a)(p−b)(p−c)
p

gde je p = a+b+c
2 .

Zadatak 793. Neka su taqke A1, B1, C1 i D1 taqke na produжecima
strabica AB,BC,CD i DA konveksnog qetvorougla ABCD, takve da
su A,B,C i D sredixta stranica DA1, AB1, BC1 i CD1, respektivno.
Dokazati da je povrxina qetvorougla A1, B1, C1, D1 pet puta ve�a od
povrxine ABCD.

RexeƬe: A1A = AD i D1D = DC, SD1A1A = SD1AD = SCAD. Sliqo
SB1C1C = SB1CB = SACB. Pa je SD1A1D + SB1C1B = 2SABCD. Slicno i
SA1B1A+ SC1D1C = 2SABCD, tako da imamo SA1B1C1D1 = 5SABCD.
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61.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 794. Svaka dijagonala konveksnog qetvorougla polovi povrs-
hinu qetvorougla. Dokazati da je qetvorougao paralelogram.

Zadatak 795. Neka su A1, B1, C1 taqke na stranicama BC,AC,AB trou-
gla ABC takve da je BA1 : A1C = 1 : 2, CB1 : B1A = 1 : 2, AC1 : C1B = 1 :
2 odrediti odnos povrxina trougla odre�enog pravama AA1, BB1, CC1

i trougla ABC.

Zadatak 796. Neka su K,L,M,N sredixta stranica AB,BC,CD i DA,
qetvorougla ABCD, respektivno. Duzi KM i LN se seku u O. Doka-
zati da vaжi:SAKON + SCLOM = SBKOL + SDNOM

Zadatak 797. Ako je ABCD konveksan qetvorougao i P presek dijago-
nala. Dokazati da je SPAB + SPCD = SPBC + SPAD ako i samo ako je
P sredixte AC ili BD

Zadatak 798. ABCD je jediniqni kvadrat, a P je taqka na BC tako da
je upisan krug △APB kongruentan krugu tangentnom duzima PC, AP i
CD. Na�i polupreqnik ovih krugova.
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Предавање 62

Elementarna geometrija 1

(podudarnost)

Lazar Arsi�, Matematiqka gimnazija

62.1 Ставови о подударности

Dva trougla su podudarna ako:

Stav 1. Ako su im jednake sve stranice (stav SSS).

Stav 2. Ako su im me�usobno jednake odgovaraju�e dve stranice tro-
ugla i ugao zahva�en Ƭima (stav SUS).

Stav 3. Ako im je jednaka jedna stranica trougla i oba ugla nalegla
na Ƭu (stav USU).

Stav 4. Dve stranice trougla i ugao naspram jedne od Ƭih je jednak
odgovaraju�im stranicama i uglu drugog trougla i oba trougla su
ili tupougli, ili oxtrougli, ili pravougli (stav SSU).

62.2 Задаци за рад

Zadatak 799. Dokazati da je teжixna linija hipotenuze jednaka po-
lovini iste.

RexeƬe: Neka je prav ugao kod temena A u trouglu ABC i sredina
hipotenuze M . Sada neka je podnoжje normale iz M na veci krak AC
taqka N . Tada je MN‖AB pa je MN sredƬa linija. Odatle se do-
bija AN = NC pa sada znamo da je △AMN ∼= △MNC (SUS) pa je
AM =MC. Sada znamo jox i da su trouglovi na koje deli pravougli
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trougao hipotenuzina teжixna linija jednakokraki i to moжemo ko-
ristiti u budu�im zadacima.

Zadatak 800. Na hipotenuzi BC pravouglog trougla ABC nalaze se
taqke D i E takve da je CA = CD i BA = BE. Izraqunaj ugao ∠DAE.

RexeƬe: Oznaqimo uglove ∠ABC i ∠ACB sa β i γ. Kako su trou-
glovi ABE i ADC jednakokraki trouglovi ugao
angleAED = angleAEB = 90◦ − β

2 , a ∠ADE = ∠ADC = 90◦ − γ
2 . Ugao

∠DAE = 180◦ − ∠AED − ∠ADE = β+γ
2 = 90◦

2 = 45◦

Zadatak 801. U trouglu ABC data je visina CE. Ako simetrala
spoƩasƬeg ugla kod temena C seqe pravu AB u taqki D i ako je CE =
CD
2 dokazati da je α− β = 60◦.

RexeƬe: Kako je kateta CE duplo maƬa od hipotenuze CD to je ugao
∠CDE = 30◦. Ugao ∠CAB = α je spoƩasƬi pa je ∠CAB − ∠ACD = 30◦

tj. α − 180◦−γ
2 = 30◦ odnosno α − α+β

2 = 30◦. Odavde dobijamo traжeno
α− β = 60◦.

Zadatak 802. U jednakokrakom pravouglom trouglu ABC na katetama
AB i AC nalaze se taqke redom D i E, takve da je AE = AD. Normale
iz A i E seku BC u K i L respektivno. Dokazati da je BK = KL.

RexeƬe: Neka je taqka M iza A u odnosu na C takva da je MA = AE.
Tada su △ADC i △AMB podudarni (stav SUS: MA = AE,AC =
AB,∠BAC = ∠MAB = 90◦) i mogu se ”preneti”jedan u drugi rota-
cijom oko A za 90◦ te CD⊥MB pa su MB‖AK‖EL i uz MA = AE sledi
da su i BK i KL jednake.

Zadatak 803. Visine AD i CE trougla ABC seku se u taqki H, tako
da je AB = CH. Izraqunati ∠ACB.

RexeƬe: Dokaжimo da je △HDC ∼= △ABD: ∠HDC = ∠ADB,∠BAD =
∠ECB kao uglovi sa normalnim kracima, i CH = AB po uslovu.
Odavde dobijamo AD = DC pa je △ADC jednakokraki pravougli i
∠ACD = 45◦ tj. ∠ACB = 45◦.

Zadatak 804. U pravouglom trouglu hipotenuzina visina deli hipo-
tenuzu na dva odseqka qija je razlika jednaka duжini jedne katete.
Odrediti uglove tog trougla.

RexeƬe: Neka je trougao ABC, ∠A prav i AB maƬa kateta, a podnoz-
hje visine D. Oznaqimo taqku E izme�u D i E takvu da je BD = DE.
Tada duж EC predstavƩa razliku odseqaka i jednaka je AB Trou-
glovi △ABD i △ADE su podudarni (SUS) pa je ∠AED = ∠ABC = β
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i AE = AB pa je △AEC jednakokrak i ∠EAC = ∠BCE = γ. Ugao ∠AEB
je spoƩaxni za △AEC pa je β = 2γ i jox β + γ = 90◦ odakle se dobija
∠ABC = 60◦ i ∠ACB = 30◦.

Zadatak 805. U trouglu ABC je AC = BC. Na pravoj AC iza A u
odnosu na C uzeta je neka taqka D. Neka je taqka E na kraku BC takva
da je AD = BE. Dokazati da osnovica AB polovi duж DE.

RexeƬe: Neka je S taqka preseka AB i DE, a F takva da je EF‖AC.
△EFB je tako�e jednokokraki pa je EF = EB. Sada je △ADS ∼= △FES
(∠ASD = ∠ESF kao unakrsni, ostala dva ugla su im sa paralelnim
kracima i EF = AD) odakle dobijamo DS = SE.

Zadatak 806. Utrouglu ABC je β = 15◦, γ = 30◦. Prava koja prolazi
kroz A i normalna je na AB seqe stranicu BC u taqki D. Dokazati
da je BD = 2AC.

RexeƬe: Trougao ABD je pravougli i neka je taqka E sredixte
Ƭegove hipotenuze. Po zadatku 1 trougao △ABE je jednakokraki pa je
AE = BE = ED = BD

2 ∠BAE = 15◦, a ∠DAE = 30◦ kao spoƩaxƬi oda-

kle dobijamo da je trougao △AEC jednakokraki pa je AC = AE = BD
2 .

Zadatak 807. Jedan ugao jednakokrakog trougla je 108◦. Dokazati da
je odseqak simetrale ugla na osnovici, od temena do preseka sa krakom
dva puta duжi od visine koja odgovara osnovici.

RexeƬe: Neka je ∠A = 108◦, H podnoжje visine iz BAC na BC, taqka
D presek simetrale ∠ABC sa AC. Prava AH je ujedno i simetrala
ugla nad osnovicom pa je ∠HAE = 54◦. Neka je E sredixte DC. Tada
je HE sredƬa linija △DBC pa je HE‖BD i ∠AHE = 90◦ − ∠EHC =
90◦ − ∠DBC = 90◦ − 36◦

2 = 72◦. Sada je i ∠AEH = 54◦ sledi: △AHE je
jednakokraki i AH = HE = BD

2 tj. 2AH = BD.

Zadatak 808. U trouglu ABC gde je AC = BC i ∠ACB = 70◦ data je
taqka P takva da je ∠BAP = 5◦ i ∠ABP = 30◦. Izraqunati ∠BPC.

RexeƬe: Neka je CD visina na osnovicu H i preseqna taqka ove
visine i prave BP . Tada je BH = AH i ∠BAH = 30◦, a ∠HAP =
25◦. Kako je ∠CAB = 55◦, to je i ∠CAH = 25◦. U trouglu ABP je
∠APH = 35◦ kao spoƩaxƬi ugao. Sem toga je ∠ACD = polovina od
70◦, tj. ∠ACD = 35◦. Sada su trouglovi AHP i AHC podudarni
(USU). Otuda je AP = AC, pa je APC jednakokraki trougao i zbog
∠PAC = 50◦ sledi da je ∠ACP = 65◦. Zbog toga je ∠BCP = 5◦. Me�u-
tim, znamo da je ∠PBC = 25◦, pa je traжeni ugao ∠BPC = 150◦.
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62.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 809. Data je taqka D na stranici BC trougla ABC, takva
da je DC = 2BD, ∠ADC = 60◦ i ∠ABC = 45◦. Izraqunati ostale
unutraxƬe uglove trougla ABC.

Zadatak 810. U trouglu ABC je AB = AC i ∠CAB > 30◦. Na stranici
BC je data taqka M i na stranici AC taqka N , tako da je ∠BAM = 30◦

i AM = AN . Izraqunati ∠CMN .

Zadatak 811. Izraqunati uglove trougla ako se zna da visina, sime-
trala ugla i teжixna linija iz istog temena dele ugao kod tog temena
na 4 jednaka dela.

Zadatak 812. Jedan oxtar ugao pravouglog trougla je pet puta ve�i
od drugog. Dokazati da je onda hipotenuza qetiri puta ve�a od svoje
visine.

Zadatak 813. Simetrale uglova ABC i ACB trougla ABC seku se u
taqki O. Prava p koja sadrжi taqku O i paralelna je sa BC, seqe
stranicu AB u taqki P i stranicu AC u taqki Q. Dokazati da je
PQ = BP + CQ.
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Предавање 63

Elementarna geometrija 2

(podudarnost)

Lazar Arsi�, Matematiqka gimnazija

63.1 Теориjски увод

Teorema 141. Kod trougla vaжi:

Sve visine trougla se seku u jednoj taqki (ortocentar);
Sve simetrale unutraxƬih uglova seku se u jednoj taqki (centar
upisanog kruga);
Sve simetrale stranica seku se u jednoj taqki (centar opisanog
kruga);
Sve teжixne linije trougla seku se u jednoj taqki (teжixte);
Teжixte deli svaku teжixnu liniju tako da je odseqak od temena do
teжixta dvaput ve�i od odseqka od teжixta do sredixta naspramne
stranice.

Teorema 142. Kod paralelograma vaжi:

Naspramne stranice su paralelne;
Naspramne stranice su jednake;
Naspramni uglovi su jednaki;
Susedni uglovi su suplementni;
Dijagonale se polove;
Vaжi i obrnuto. To jest ako u nekom qetvorouglu vaжi neko od ovih
svojstva onda je taj qetvorougao paralelogram.

Definicija 104. Paralelogram sa svim jednakim stranicama naziva
se romb.

Teorema 143. Kod romba su:
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dijagonale normalne;
dijagonale su mu ujedno i simetrale uglova;
u romb moжemo upisati krug.

Teorema 144. Kod trapeza vaжi:

Dve naspramne stranice su mu paralelne i nazivaju se osnovicama;
SredƬa linija trapeza je duж cija je duжina jednaka poluzbiru
osnovica, krajevi su joj na sredixtima krakova i paralelna je
osnovicama;
Odesqak sredƬe linije izme�u dijagonala jednak je polurazlici
osnovica;
Oko jednakokrakog trapeza se moжe opisati krug.

63.2 Задаци за рад

Zadatak 814. U trouglu ABC ugao kod temena C je prav. Neka su
taqke D i E takve da je BD = DE = EC. Ako je BC = 3AC dokazati
da je ∠AEC + ∠ADC + ∠ABC = 90◦.

RexeƬe: Neka su taqke M i N takve da je BCMN kvadrat i taqka
A na stranici CM . Sada neka su P i Q na stranici MN takve da
je MP = PQ = QN . Trouglovi DPQ i ABC su podudarni (SUS)
pa je ∠QDP = ∠ABC. Tako�e △ADC ∼= △AMP (SUS) pa je △APD
jednakokraki i pravougli jer su mu dopune do 180◦ dva komplementna
ugla. Odavde imamo: ∠ADC + ∠ABC = ∠ADC + ∠QDP = 90◦90◦ −
45◦ = 45◦. Trougao AEC oqigledno jednakokraki pravougli pa je zbir
uglova ∠ACE + (∠ADC + ∠ABC = 90◦) = 45◦ + 45◦ = 90◦.

Zadatak 815. U ravni su date taqke A,B,C,D, takve da je AB⊥CD i
AC⊥BD. Dokazati da je AD⊥BC.

RexeƬe: Taqka C nije na AB jer bio onda postojale dve normale na
AB u B, BD i BC pa C i D ne bi bile razliqite. Tek sada moжemo iz
uslova zadatka re�i da ako posmatramo △ABC, taqka D je ortocentar
pa je i AD⊥BC.

Zadatak 816. U jednakokrakom trouglu ABC taqka M je sredixte
osnovice AB. Neka N taqka kraka BC, takva da ej MN⊥BC i neka
je S sredixte duжi MN . Dokazati da je prava AN normalna na pra-
voj CS.

RexeƬe: Neka je P sredixte NB. Duж PS je sredƬa linija pa
je SP‖MB tj. SP‖AB a kako je AM ujedno i visina na AB dobi-
jamo SP⊥CM . Sada je S ortocentar trougla CMP pa je i CS⊥MP a
MP‖AN kao sredƬa linija(M i P su sredixta) pa se dobije CS⊥AN .
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Zadatak 817. Dat je paralelogram ABCD, kojem je ugao kod temena
B tup. Stranice AB i BC su produжene preko temena B i produz-
hecima se odre�ene taqke E i F , tako da su duжi BE i BF osnovice
jednakokrakih trouglova BCE i ABF . Dokazati da je trougao DEF
jednakokrak.

RexeƬe: Dokazimo da je △AFD ∼= △CDE: AF = AB = DC, AD =
BC = CE i ∠DAF = ∠DAB + ∠FAB = ∠DCB + ∠BCE = ∠DCE jer
su uglovi na osnovicama ∠ABF i ∠CBE jednaki kao unakrsni pa su
jednaki i uglovi nad osnovicama. Iz podudarnosti dobijamo FD = DE
pa je △DEF jednakokraki sto se i traжilo.

Zadatak 818. Dat je romb sa oxtrim uglom od 60◦ i taqke M na AB
i N na BC tako da je MB +NB = AB. Dokazati da je trougao MDN
jednakostraniqan.

RexeƬe: Zbog ugla od 60◦ je maƬa dijagonala DB jednaka strani-
cama romba. Iz MB +NB = AB imamo NB = AM . Zajedno sa tim da
je ∠DAM = ∠DBN = 60◦ imamo: △AMD ∼= △DBN . Sada je MD = DN
i ∠MDN = ∠MDB+∠BDN = ∠ADM +∠BDN dobijamo da je △DMN
jednakostraniqan.

Zadatak 819. U paralelogramu ABCD stranica AB je dvaputa duжa
od stranice BC. Neka je taqka M sredixte stranice AB. Dokazati
da je ∠CMD prav.

RexeƬe: Neka je taqka N sredixte CD. Tada su qetvorouglovi
AMND i MBCN rombovi CM i DM su mu dijagonale. Ove duжi su
ujedno i simetrale suplementnih uglova pa je ugao izme�u Ƭih prav.

Zadatak 820. Dat je paralelogram ABCD. Ako su M i N sedixta
stranica AB i CD redom neka su preseci duжi DM i BN sa dijago-
nalom AC taqke P i Q. Dokazati da P i Q dele dijagonalu AC na tri
jednaka dela.

RexeƬe: QetvorougaoMBND je paralelogram(MB = DN,MB‖DN).
Sada je DM‖NB tj. DP‖NQ, a uz uslov da je N sredixte DC dobijamo
da je NQ sredƬa linija △DPC pa je Q sredixte PC tj. PQ = QC.
Slicno se dobija AP = PQ pa na kraju imamo AP = PQ = QC.

Zadatak 821. Dat je paralelogram ABCD i prava p koja sa paralelo-
gramom ima samo jednu zajedniqku taqku, teme D. Neka su M , N i O
podnoжja normala iz redom A, B i C. Dokazati da je AM +CO = BN .

RexeƬe: Spustimo normalu iz C na BN . Neka je preseqna taqka
te normale sa BN oznaqena sa R. Oqigledno je RCON pravougaonik



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

xto daje NR = CO. Posmatrajmo trouglove ADM i BCR. Oni su
podudarni jer su im svi uglovi me�usobno sa paralelnim kracima i
AN = BC i sada je RB = AM . Mozemo zakƩuqiti BN = BR = RN =
AM + CO.

Zadatak 822. Dokazati da su sredixta stranica bilo kog raznostra-
nog trougla i podnoжje jedne od visina temena jednakokrakog trapeza.

RexeƬe: Neka su M , N i P redom sredixta stranica AB, BC i CA
i R podnoжje visine iz C na AB. Duz PN je redƬa linija trougla
pa je PN‖AB tj. PN‖KM . Prava PK seqe pravu MN jer seqe AC,
a MN je sredƬa linija i paralelna sa AC. Sada moжemo re�i da
je KMNP trapez. Duж KP je teжixna linija hipotenuze AC pa je
jednaka KP = PC. Troglovi CPN i NMB su podudarni (SSS) pa je
i MN = PC = PK i ovaj trapez je jednakokrak.

Zadatak 823. Dijagonale AC i BD jednakokrakog trapeza sa osnovi-
com AB seku se u taqki O, tako da je ∠AOB = 60◦. Dokazati da su
sredixta duжi OA, OD i BC temena jednakostraniqnog trougla.

RexeƬe: Trouglovi ABO i CDO su jednakokraki sa uglom od 60◦

pa su i jednakostraniqni. Sada su su M i P kao sredixta i podnoжaj
visina iz B odnosno C.Trouglovi MBC i PBC su pravougli sa za-
jedniqkom hipotenuzom, duжi MN i PN su im teжisne linije odakle
se dobija MN = BC

2 = PN . Duж MP je sredƬa linija u trouglu ODA

pa je MP = AD
2 = BC

2 pa su sve stranice trougla MNP jednake odakle
dobijamo da je on jednakostraniqan.

63.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 824. Ako su O i S centri upisanog i opisanog kruga trougla
ABC, dokazati da je ∠SAO = β−γ

2 .

Zadatak 825. Dijagonale paralelograma ABCD seku se u taqki O.
Dokazati da su centri krugova K, L, M i N opisanih oko trouglova
AOB, BOC, COD, i DOA temena romba.

Zadatak 826. U konveksnom qetvorouglu ABCD je ∠ACB = 20◦, ∠ACD =
30◦ i ∠ADB = 40◦. Odrediti ∠BAC ako je AD = BD.

Zadatak 827. U paralelogramu ABCD na stranici AB je data taqka
K, tako da je ∠AKD = ∠DKC. Ako je taqka S sredixte duжi KD,
dokazati da je duж CS normalna na duж DK.
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Zadatak 828. Na jednoj gusarskoj karti pixe:
”Na ostrvu se nalaze bor, palma i qempres. Po�i od bora prema qem-
presu i broj korake, od qempresa se okreni udesno za 90◦ i idi isti
toliki broj koraka. Tu postavi znak. Zatim ponovo po�i od bora ali
prema palmi i broj korake, kada do�ex do palme skreni za 90◦ ulevo
i idi jos toliko koraka. Tu postavi drugi znak. Kopaj na sredixtu
izme�u znakova i na�i �ex blago.”
Nax gusar je doxao na ostrvo ali bora od koga se kre�e nije bilo.
Ali uz malo geometrije on je ipak naxao blago. Kako je uspeo?
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Предавање 64

Osna simetrija

Milovan Majstorovi�, Matematiqka gimnazija

64.1 Теориjски увод

Definicija 105. PreslikavaƬe u odnosu na pravu l(oznaqava se Sl)
je izometrijska transformacija koja taqku X preslikava u X ′ tako da
je l simetrala duжi XX ′. Ova transformacija se tako�e naziva osna
simetrija, a l je osa te simetrije.

X′

X

A B

Definicija 106. Kompozicija dve osne simetrije je paralelna trans-
lacija ukoliko su ose simetrije paralelne, a rotacija ukoliko ose
nisu paralelne.

Teorema 145. Sve fiksne taqke osne simetrije su na osi te simetrije.
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p

A

CB

Dokaz: Neka je A fiksna taqka osne simetrije Sp, sa osom p. Pret-
postavimo suprotno da A nije taqka prave p. Neka su B i C proizvoƩne
taqke. B i C su fiksne taqke te osne simetrije, pa bi ona sa tri fik-
sne taqke bila koincidencija, xto je kontradikcija.

Definicija 107. Neka su p i q dve prave neke ravni koje se seku taqki
S i ω ugao jednak dvostrukom uglu orijentisanom pSq, tj. ω = 2∠pSq.
Kompozicija Sp ◦ Sq naziva se centalna rotacija ili kra�e rotacija
te ravni, u oznaci RS,ω sa centrom u S, za ugao ω.

64.2 Задаци за рад

Zadatak 829. Dokazati da osna simetrija preslikava krug u krug.

RexeƬe: Vaжi: Imamo krug k i pravu l. Centar kruga O �e se pre-
slikati u neku taqku O′ u odnosu na l. Tako�e neka taqka sa kruжnice
A �e se preslikati u neku taqku A, tako da je OA ∼= O′A′ i OA ‖ O′A′.
Sliqno imamo i za ostale taqke kruжnice, pa znaqi da se krug osnom
simetrijom slika u krug sa istom duжinom polupreqnika.
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O

A

O′

A′

Zadatak 830. Taqka M pripada preqniku kruga AB. Tetiva CD seqe
AB u taqki M pod uglom od 45o. Dokazati da suma CM2 + MD2 je
konstantna bez obzira na izbor taqke M .

RexeƬe: Oznaqimo taqke simetriqne C i D u odnosu na AB C′ i
D′ redom. Tada vaжi CM2 +MD2 = CM2 +MD2 = C′D2. Kako je ugao
nad tetivom C′D ∠C′CD uvek iznosi 45o, bez obzira na izbor taqke
M , sledi da je C′D konstantno, pa je i suma CM2 +MD2 konstantna.

A B
M

D

C

C′

Zadatak 831. Ako su A i B dve taqke sa iste strane prave p. Odrediti
taqku X na pravoj p tako da AX +BX minimalno.
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RexeƬe: Neka je taqka A′ osno simetriqna taqki A u odnosu na
pravu p. Imamo da je AX ∼= A′X, pa �e minimalno rastojaƬe izme�u
A i B podudarno sa minimalnim rastojaƬem izme�u A′ i B, sledi da
taqka X treba da bude u preseku A′B i prave p.

A

B

A′

Zadatak 832. Neka su a, b i c tri prave neke ravni. Konstruisati
A ∈ a i B ∈ b takve da je Sc(A) = B.

RexeƬe: Neka je Sc(a) = a′. Oznaqimo taqku preseka pravih b i
a′ sa B′. Kako taqka B′ ima svoju osno-simetriqu taqku na pravoj a
u odnosu na pravu c(jer je taqka prave a′), pa je ona upravo traжena
taqka B, i Ƭoj simetriqna u odnosu na pravu c taqka A.

Zadatak 833. Neka su p, q i r tri prave ravni i K i L dve taqke neke
ravni. Konstruisati prave s i s′ koje sadrжe redom taqke K i L, takve
da je Sr ◦ Sq ◦ Sp(s) = s′

RexeƬe: Neka je Sr ◦ Sq ◦ Sp(K) = K ′ i neka je Sp ◦ Sq ◦ Sr(L) = L′.
Poxto vaжi Sr ◦Sq ◦Sp(s) = s′, Sr ◦Sq ◦Sp(KL

′) = K ′L′, sledi s sadrжi
taqke K i L′, a s′ taqke K ′ i L′, pa znamo da konstruixemo s i s′.

Zadatak 834. Konstuisati trougao ako je dato: a) c, a − b,∠C. b)
c, a+ b,∠C

RexeƬe: a) Pretpostavimo da je trougao ABC konstruisan. Neka je
taqka D simetriqa taqki A u odnosu na simetralu unutraxƬeg ugla
kod temena C. Tada vaжi:

∠BDA = 1800 − ∠ADC = 180o − 1
2180

o − ∠C) = 90o + 1
2∠C.

U trouglu ABD nam je poznato: AB = c, BD = a − b i ∠ADB =
90o + 1

2∠C, pa znamo da ga konstruixemo. Taqka C je presek prave BD
i medijatrise duжi AD, pa znamo da konstruixemo trougao ABC.
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A B

C

D

b) Sliqno kao rexeƬe pod a). Neka je D taqka simetriqna taqki
A u odnosu na simetralu spoƩaxeg ugla kod temena C.
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A B

C

D

Zadatak 835. Koliki ugao zaklapaju prave p i q ako vaжi:
Sp ◦ Sq ◦ Sp = Sq ◦ Sp ◦ Sq

RexeƬe: Neka je taqka preseka pravih p i q taqka A, a ugao izme�u
Ƭih α .Iz poqetne jednaqine dobijamo:

Sp ◦ Sq ◦ Sp ◦ Sq = Sq ◦ Sp

Sp ◦ Sq ◦ Sp ◦ Sq ◦ Sp = Sq

Sp ◦ Sq ◦ Sp ◦ Sq ◦ Sq ◦ Sp = ε
ε = RA,360o = RA,2α ◦RA,2α ◦RA,2α = RA,6α ⇒ 6α = 360o ⇒ α = 60o.

Zadatak 836. Ako vaжi Sl1(l2) = l3, dokazati da vaжi Sl3 = Sl1 ◦Sl2 ◦Sl1.

RexeƬe: Neka su taqke X i Y simetriqne u onosu na liniju l3, onda
su Sl1(X) i Sl1(Y ) su simetriqe u odnosu na pravu l2, pa vaжi Sl1(X) =
Sl2 ◦ Sl1(Y ), Sl1 ◦ Sl3(Y ) = Sl2 ◦ Sl1(Y ) ⇒ Sl1 ◦ Sl3(Y ) = Sl1 ◦ Sl2 ◦ Sl1(Y ), pa
vaжi Sl1 ◦ Sl3 = Sl1 ◦ Sl2 ◦ Sl1.

Zadatak 837. Date su tri linije l1, l2 i l3 koje se seku u jednoj taqki
i taqka A1 na liniji l1. Konstruisati trougao ABC tako da je A1

sredixte stranice BC, a linije l1, l2 i l3 simetrale stranica trougla.
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RexeƬe: Kroz taqku A1 prava BC seqe pod pravim uglom pravu l1.
Taqka A je taqka preseka pravih simetriqnih pravoj BC u odnosu na
prave l2 i l3. Kako je Sl2(A) = C i Sl2(A) = B, pa znamo da konstruis-
hemo i taqke B i C.

Zadatak 838. Krug upisan u trougao ABC dodiruje stranice tog tro-
ugla u taqkama A1, B1 i C1. Taqke A2, B2 i C2 su simetriqe ovim
taqkama u odnosu na odgovaraju�e bisektrise uglova trougla. Doka-
zati da je A2B2 ‖ AB.

RexeƬe: Neka je taqka O centar upisanog kruga u trougao ABC,
i obeleжimo sa a i b prave OA i OB. Imamo da je Sa ◦ Sb(C1) = A2

i Sb ◦ Sa(C1) = B2. Taqke A2 i B2 su dobijene rotacijom taqke C1 za
suprotne uglove, pa kako je OC1 ⊥ AB, sledi A2B2 ‖ AB.

64.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 839. Neka su p i q dve me�usobno normalne prave. Dokazati
da vaжi Sq(p) = p.

Zadatak 840. Konstruisati trougao ako je dato: a, b i ∠A− ∠B.

Zadatak 841. Neka su K i L taqke simetriqne temenu A trouglu ABC
u odnosu na bisektrise unutraxƬih uglova kod temena B i C. Ako je
P dodirna taqka upisanog kruga tog trougla sa ivicom BC, dokazati
da je P sredixte duжi KL.

Zadatak 842. Neka su k i l krugovi sa raznih strana prave p. Kon-
struisati pravilan trougao ABC qija visina AA

′
pripada pravoj p a

druga dva temena B i C su redom na krugovima k i l.

Zadatak 843. Konstruisati trougao ABC ako je dat ugao α i teжixne
duжi tb i tc.
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Предавање 65

PrebrojavaƬa sa stilom

�or�e Raki�, Matematiqka gimnazija

65.1 Задаци за рад

65.1.1 Геометриjска преброjавања

Zadatak 1. U prostoru je dato n taqaka, tako da nikoje tri nisu koli-
nearne, a i nikoje 4 nisu koplanarne. Koliko one odre�uju: a) pravih;
b) trouglova; v) krugova; g) ravni ?

RexeƬe: A) Svaka prava je odre�ena sa dve taqke, tako da je pitaƬe
na koliko naqina mozemo izabrati dve razliqite taqke od Ƭih n, a
to je n(n−1)

2 . B) Svaki trougao je odre�en sa taqno tri taqke, pa se
pitamo na koliko naqina od n taqaka mжemo izabrati tri razliqite.
To je n(n−1)(n−2)

3·2 . V) Svaki krug odre�en sa taqno tri taqke, pa se
pitamo na koliko naqina od n taqaka mжemo izabrati tri razliqite.
To je n(n−1)(n−2)

3·2 . G) Svaka ravan je odre�ena sa taqno tri taqke, pa se
pitamo na koliko naqina od n taqaka mжemo izabrati tri razliqite.
To je n(n−1)(n−2)

3·2 .

Zadatak 2. Koliko dijagonala ima konveksan n-tougao?

RexeƬe: Broj duжi koje odre�uje n taqaka je n(n−1)
2 . Me�utim,

kako su tu uraqunate i stranice datog mnogougla, onda je ukupan broj
dijagonala n(n−3)

2 .

Zadatak 3. Na svakoj stranici kvadrata dato je 10 taqaka, tako da
nijedna nije teme kvadrata. Koliko trouglova se moжe uoqiti, tako
da su im temena neke od uoqenih taqaka?

RexeƬe: Od 40 uoqenih taqaka, tri taqke mozemo izabrati na 40·39·38
3·2 .

Me�utim, treba iskƩuqiti one sluqajeve kada sve tri taqke pripa-
daju istoj pravoj, a takvih je 4 10·9·8

3·2 . Onda je rexeƬe: 40·39·38−4·10·9·8
3·2
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Zadatak 4. Koliko najvixe oblasti odere�uju n razliqitih pravih
iste ravni?

RexeƬe: Neka je Pn najve�i broj oblasti. Ako uvedemo jox jednu
pravu ona �e se se�i sa Ƭih n, grade�i n+1 oblasti. Onda je ukupan
broj oblasti zadat formulom Pn+1 = Pn + n+ 1, gde je P1 = 2.

Zadatak 5. Dato je 10 crvenih 18 zelenih taqaka. Koliko je razliqi-
tih trouglova odre�eno ovim taqkama, tako da nijedan trougao nije
jednobojan?

RexeƬe: Neka je prvo teme zelene boje. ƫega moжemo izabrati na
18 naqina. Drugo teme je crvene boje. ƫega moжemo izabrati na 10
naqina. Tre�e teme moжemo izabrati bilo kako, tj. imamo 17 + 9

naqina. Onda je ukupan broj trouglova 18·10·(17+9)
2 .

Zadatak 6. Da li je mogu�e rasporediti 10 taqaka na 5 duжi, tako
da na svakoj duжi budu po 4?

RexeƬe: Nacrtati sve dijagonale konveksnog petougla. Traжene
taqke su temena petougla i taqke preseka dijagonala.

65.1.2 Преброjвања

Zadatak 7. Iz grada G1 u grad G2 vode 3 puta. Iz grada G2 u grad
G3 vode 2 puta, a iz grada G3 u grad G4 vodi 5 puteva. Iz grada G1 u
grad G4 vodi jos jedan direktni put. Na koliko se razliqitih naqina
moжe sti�i iz grada G1 u grad G4?

RexeƬe: 3 · 2 · 5 + 1

Zadatak 8. Koliko ima trocifrenih brojeva kojima su sve cifre raz-
liqite i deƩivi su sa 5?

RexeƬe: Cifra jedinica mora biti 0 ili 5, tako da za Ƭu imamo 2
mogu�nosti. Cifra stotina ne moжe biti 0. Tako je broj trocifrenih
brojeva sa zadatim svojstvom: 8 · 8 · 2.

Zadatak 9. U razredu ima 20 uqenika. Na koliko razliqitih naqina
se moжe izabrati predsednik, zamenik i blagajnik?

RexeƬe: Posto je redosled bitan onda je rexeƬe: 20 · 19 · 18.

Zadatak 10. Novqi� se baca 5 puta. Koliko razliqitih sluqajeva je
mogu�e dobiti na ovaj naqin?

RexeƬe: Posto su mogu�a samo dva ixoda (pismo ili glava) onda
je rexeƬe 25.

Zadatak 11. Koliko rexeƬa u skupu prirodnih brojeva ima jednaqina:
x1 + x2 = 100?
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RexeƬe: Poxto je req o prirodnim brojevima, onda iz su rexeƬa
samo prirodni brojevi maƬi od 100. Odre�ivaƬem prvog broja, mi
smo odredili i drugi. Takvih rexeƬa je 99.

Zadatak 12. Koliko razliqitih delilaca ima broj 20102010?

RexeƬe: 20102010 = 22010 · 32010 · 52010 · 672010. ƫegov broj delilaca je
Nı(2010 + 1)(2010 + 1)(2010 + 1)(2010 + 1) = 20114

Zadatak 13. Na koliko se razliqitih naqina moжe 7 novqanica od
1000 dinara staviti u levi i desni dжep?

RexeƬe: Zadatak je sliqan 11om zadatku. RexeƬe je 8, posto u
jednom dжepu moжe biti i 0 novqanica.

Zadatak 14. U kutiji se nalazi 10 crvenih, 15 belih i 17 crnih ku-
glica. Koliko je luglica potrebno izvu�i da bi se sigurno moglo
re�i da je bar jedna od Ƭih crna i jedna bela?

RexeƬe: U najnepovoƩnijem sluqaju, to je 17 + 10 + 1.

Zadatak 15. Koliko se novih razliqitih reqi moжe dobiti od reqi
MATEMATIKA?

RexeƬe: 10!
2!·2!·3! . Delimo sa 2! i 3! jer se slova M, T i A ponavƩaju

po dva, tj. tri puta. (znak ! se naziva faktorijel i predstavƩa
proizvod svih brojeva poqevxi od jedan do n, n! = 1 · 2 · · ·n)
Zadatak 16. Na koliko naqina moжemo smestiti 9 Ʃudi na 12 stolica
a na koliko naqina moжemo smestiti 9 Ʃudi na 6 stolica?

RexeƬe: 9 Ʃudi na 12 stolica se smexta tako xto Ʃudi biraju
stolice, a to je 12!

3! naqina. 9 Ʃudi na xest stolica, tada stolice

biraju Ʃude, pa je rexeƬe 9!
3! .

Zadatak 17. Na koliko naqina moжe 8 osoba stati u vrstu, tako da
osobe A i B ne stoje jedna pored druge?

RexeƬe: Za poqetak, osam osoba moжemo pore�ati u vrstu na 8!
naqina. Sada posmatrajmo koliko je puta brojano tu da osobe A i B
sede jedna pored druge. Spojimo osobe A i B u jednu osobu C. Sada,
ovako ih moжemo pore�ati na 7! naqina, ali to je sluqaj ako je A i
B povezano, ali ga moramo pomnoжiti sa 2, jer nije dozvoƩeno ni da
bude B i A. Onda je rexeƬe 8!− 2 · 7!.

65.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 18. Na kruжnici je dato 8 taqaka. Treba nacrtati izlomƩenu
liniju koja se sastoji od 7 duжi qija su temena date taqke i to tako da
ta izlomƩena linija nema samopreseka. Koliko se izlomƩenih linija
moжe nacrtati na taj naqin?
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Zadatak 19. U ravni je dato xset taqaka. Svaka duж odre�ena ovim
taqkama obojena je plavom ili crvenom bojom. Dokazati da postoji
trougao sa temenima u ovim taqkama, tako da su mu stranice iste
boje.

Zadatak 20. U ravni je dato 25 taqaka, tako da za proizvoƩne tri
od Ƭih postoje dve qije je rastojaƬe maƬe od 1. Dokazati da postoji
krug polupreqnika 1 unutar koga se nalazi bar 13 od datih taqaka.

Zadatak 21. Svaka taqka u ravni sa celobrojnim koordinatama je obo-
jena crvenom ili plavom bojom. Dokazati da postoji qetvorougao sa
istobojnim temenima.

Zadatak 22. Na koliko naqina mogu da se postave na xahovskoj tabli
kraƩ i kraƩica, tako da kraƩica ne xahira kraƩa?



Литература

[1] A. Engel, Problem Solving Strategies, Springer 1997.

[2] V.V. Prasolov, Problems in plane and solid geometry, elektronsko iz-
daƬe.

[3] V. Stojanovi�, Vodiq za xampione

424



Предавање 66

Skup celih brojeva

Petar Radovanovi�, Matematiqka gimnazija

66.1 Теориjски увод

Definicija 108. Skup celih brojeva Z definixe se kao

Z = N ∪ {0} ∪ (−N),

gde je −N = {−n|n ∈ N} = {−1,−2,−3...}.

Definicija 109. Apsolutna vrednost celog broja a definixe se kao

|a| = a, a ∈ N,

|a| = 0, a = 0,

|a| = −a, a ∈ (−N).

66.2 Задаци за рад

Zadatak 844. Nakon odre�enog broja radnih dana, pri izgradƬi nekog
industrijskog postrojeƬa, brigada je poqela raditi udarniqki, pa je
svaka 3 dana posla skratila na 2 dana. Ako je posao zavrxen za 70
umesto za 90 dana, koliko se dana radilo udarniqki?

RexeƬe: Udarniqkim radom skra�en je rok za 20 dana xto znaqi,
da je umesto 60 dana (3 · 20) ra�eno 40 dana (2 · 20). Dakle, udarniqki
je ra�eno 40 dana posle 30 dana rada normalnim tempom.

Zadatak 845. Odrediti broj, ve�i od 100 i maƬi od 200, koji pri
deƩeƬu sa 2 daje ostatak 1, pri deƩeƬu sa 3 daje ostatak 2, pri
deƩeƬu sa 4 daje ostatak 3 i pri deƩeƬu sa 5 daje ostatak 4.
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RexeƬe: Ako bismo ovaj broj pove�ali za 1, on bi bio deƩiv sa
2,3,4 i 5. Dakle to je broj k · s − 1 gde je s = NZS(2, 3, 4, 5) = 60.
Dobijamo 100 < k · 60− 1 < 200. Ovo vaжi za k = 2 i k = 3. RexeƬa su
119 i 179.

Zadatak 846. Dato je pet razliqitih celih brojeva a, b, c, d i e takvih
da je (4− a)(4 − b)(4− c)(4− d)(4 − e) = 12. Odrediti a+ b+ c+ d+ e.

RexeƬe: Kako je 12 = 2 · 2 · 3 = (−2) · (−1) · 1 · 2 · 3 jedina mogu�a
kombinacija pet razliqitih celih brojeva qiji je proizvod 12, to je
(4− a) + (4− b) + (4− c) + (4− d) + (4− e) = 3 = 20− (a+ b+ c+ d+ e), pa
je a+ b+ c+ d+ e = 17.

Zadatak 847. Rexiti nejednaqinu ||x| − 1| ≤ 20 u skupu celih brojeva.

RexeƬe: Data jednaqina je ekvivalentna sa −20 ≤ |x| − 1 ≤ 20,
odnosno −19 ≤ |x| ≤ 21. Me�utim, |x| ≥ 0, pa je odavde 0 ≤ |x| ≤ 21, ili
−21 ≤ x ≤ 21. Celobrojna rexeƬa su -21,-20....,0,1,2....21.

Zadatak 848. Na�i sve parove (x, y) celih brojeva, takvih da je 2(x2+
y2) = 5(xy + 1).

RexeƬe: Transformixemo datu jednakost: 2x2 − 4xy − xy + 2y2 = 5,
odnosno 2x(x− 2y)− y(x− 2y) = 5. Odavde je (x− 2y)(2x− y) = 5 = 1 · 5 =
5 · 1 = (−1) · (−5) = (−5) · (−1). RexavaƬem ovih sistema dobijaju se
rexeƬa: (3, 1),(−1,−3),(−3,−1) i (1, 3).

Zadatak 849. Koliko ima celih brojeva za koje vaжi nejednakost x2−x
x2+2x ≤

2
5?

RexeƬe: Dati izraz transformixemo na slede�i naqin:

x(x− 1)

x(x+ 2)
≤ 2

5

5x− 5

x+ 2
≤ 2

3x− 9

x+ 2
≤ 0

pa −2 < x ≤ 3, a rexeƬa su -1,1,2,3.

Zadatak 850. (Fibonaqijev problem) Neko je za 30 novqanica jednake
vrednosti kupio 30 ptica. Za svaka tri vrapca platio je jednu novqa-
nicu, za svake dve qavke platio je jednu novqanicu i za svakog goluba
po dve novqanice. Koliko je kupio ptica od svake vrste?

RexeƬe: Imamo sistem jednaqina x + y + z = 30 i x
3 + y

2 + 2z = 30.
MnoжeƬem prve jednaqine sa 2 i druge sa 6 dobija se novi ekvivalen-
tan sistem: 2x + 2y + 2z = 60 i 2x + 3y + 12z = 180. OduzimaƬem prve
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jednaqine od druge dobija se: y + 10z = 120 pa y mora biti deƩivo sa
10. Mogu�a rexeƬa su y = 10 i y = 20. Za y = 10 dobija se z = 11 i
x = 9, a za y = 20 dobija se x = 0 sto je nemogu�e. Dakle kupƩeno je 9
vrabaca, 10 qavki i 11 golubova.

Zadatak 851. Koliko ima jednocifrenih celih brojeva koji su rexeƬa

nejednaqine: (x−1)(x+2)(x−3)
x+2+|x+2| ≥ 4?

RexeƬe: Za x ≤ −2 nema rexeƬa jer je tada imenilac leve strane
nejednakosti nula. Dakle, x > −2. Imamo sada:

(x− 1)(x+ 2)(x− 3)

2(x+ 2)
≥ 4

(x− 1)(x− 3)

2
≥ 4

x2 − 4x+ 3 ≥ 8

(x− 2)2 ≥ 32

|x− 2| ≥ 3

Sada je za x ≥ 2 rexeƬe x ≥ 5, a za x < 2 rexeƬe je x ≤ 1, pa su
celobrojna jednocifrena rexeƬa -1,1,5,6,7,8,9 i ima ih 7.

Zadatak 852. Na�i sve pravougaonike kojima su duжine stranica izraжene
prirodnim brojevima, a obimi i povrxine im se izraжavaju istim
brojevima.

RexeƬe: Neka su a i b duжine stranica pravougaonika. Sada imamo
jednaqinu:

ab = 2(a+ b)

ab− 2a− 2b+ 4 = 4

(a− 2)(b− 2) = 4

pa su rexeƬa a = 3, b = 6 ili a = b = 4.

Zadatak 853. Jedna porodica polazi ove godine na letovaƬe posled-
Ƭeg dana u mesecu, gde provodi ceo godixƬi odmor. Proizvod Ƭenog
ku�nog broja, datuma polaska na letovaƬe, rednog broja meseca po-
vratka sa letovaƬa, broja dece u toj porodici i broja dana koje �e
provesti na letovaƬu (raqunaju�i i dan polaska) je 1452784. Odre-
diti datum zavrxetka Ƭihovog letovaƬa.

RexeƬe: Brojevi koji se pomiƬu u zadatku su qinioci broja 1452784.
Kada se ovaj broj rastavi na qinioce dobija se: 24 ·29 ·31 ·101. Odavde
se vidi da je datum polaska 31. Redni broj meseca povratka moжe
biti jedino 8 (leto je). Broj dece je 2, a ku�ni broj je 101. Porodica
ostaje na letovaƬu 29 dana. pa se vra�a 28. avgusta.
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66.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 854. Rexiti nejednaqinu: |x2−x+1
x2−1 | < 1.

Zadatak 855. Na�i proizvod svih rexeƬa jednaqine

x(x − 3
2 )(x− 2)(x− 3)(x− 4)

x− 2 + |x− 2| = 0.

Zadatak 856. Na�i broj celobrojnih rexeƬa nejednaqine
√
9x2 − 6x+ 1−

|4x+ 3| ≥ 0.

Zadatak 857. Na�i skup dvocifrenih brojeva koji su za 10 ve�i od
trostrukog zbira svojih cifara.

Zadatak 858. U selima A,B i C жivi redom 300,200 i 100 uqenika.
UdaƩenost sela je AB = 3km, BC = 2km i AC = 4km. Gde treba izgra-
diti zajedniqku xkolu tako da ukupan broj kilometara koji prelaze
�aci bude najmaƬi mogu�i?
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Предавање 67

Zadaci vezani za kretaƬe

Milovan Majstorovi�, Matematiqka gimnazija

67.1 Теориjски увод

Definicija 110. Kod ravnomernomernog pravolinijskog kretaƬa br-
zina jednaka je koliqniku ukupnog pre�enog puta i ukupnog vremena
koje je potrebno da se taj put pre�e.

67.2 Задаци за рад

Zadatak 859. Sa krajeva piste dugaqke 550m istovremeno krenu dvojca
biciklista, jedan prema drugom. Brzina prvog bicikliste je 10km/h,
a drugog 12km/h. Posle kog vremena �e se oni sresti i koliko �e
biti udaƩeni od mesta sa kog je krenuo prvi biciklista.

RexeƬe: Neka su s1 i s2 putevi koje pre�u biciklisti do susreta.
Tada je s1 + s2 = s, odnosno v1t+ v2t = s. Odatle se dobija t = s

v1+v2
=

0, 025h = 1, 5min i s1 = v1t = 0, 25km = 250m.

Zadatak 860. Dva automobila idu u istom smeru. U poqetnom tre-
nutku rastojaƬe izme�u Ƭih je 15km, a predƬi automobil ima brzinu
60km/h. Nakon 75min od tog trenutka automobili se sustignu. Kolika
je brzina drugog automobila?

RexeƬe: Imamo da vaжi s = (v2 − v1)t,a iz toga sledi v2 = v1 +
s
t
=

72km/h.

Zadatak 861. Brzina svetlosti je 300000km/s. Za koje vreme �e sve-
tlost sa Sunca sti�i na ZemƩu ako je rastojaƬe izme�u ZemƩe i
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Sunca 1, 5 · 108km. Za koje vreme �e Sunqevi zraci sti�i na ZemƩu sa
Sunca?

RexeƬe: Kako je t = s
v
, sledi t = 8, 33min.

Zadatak 862. Iz mesta A i B istovremeno polaze jedno drugom u su-
sret, dva tela. Prvo se kre�e brzinom 7m

s
,a drugo brzinom 4m

s
. Tela

se sretnu posle 0, 5min. Koliko je mesto A udaƩeno od mesta B?

RexeƬe: s = (v1 + v2)t = 330m

Zadatak 863. Pored trenera koji stoji pro�e atletiqarka koja trqi
brzinom 5m

s
. Nakon 2s pored trenera pro�e atletiqar koji trqi brzi-

nom 7, 5m
s
. Kada �e atletiqar presti�i atletiqarku? Koliko �e oni

biti udaƩeni od trenera ako je staza prava?

RexeƬe: Neka je t vreme od trenutka kada atletiqar pro�e pored
trenera do trenutka kada sustigne atletiqarku. Od trenera do me-
sta sustizaƬa oboje pre�u iste puteve(s): atletiqar taj put pre�e za
vreme t brzinom v2, a atletiqarka za vreme t + ∆t(∆t = 2s) brzinom
v1. Sledi da je v1(t+∆t) = v2t, odakle je t = v1∆t

v2−v1
= 4s. UdaƩenost od

trenera u tom trenutku prestizaƬa je s = v2t = 30m.

Zadatak 864. Zvuk se kroz vazduh prostire brzinom 340m
s
, a kroz qelik

brzinom 5km
s
. Na jednom kraju mosta se udari maƩem. Na drugom kraju

mosta zvuk kroz qelik quje se 1, 1s pre nego kroz vazduh. Kolika je
duжina mosta?

RexeƬe: Neka je t1 vreme za koje zvuk pro�e kroz vazduh sa jednog
kraja mosta na drugi, a t2 vreme za koje pre�e isti put kroz qelik. Ra-
zlika ta dva vremena je t = 1, 1s. Sledi t = s

v2
− s

v1
= s( 1

v1
− 1

v2
) = s(v2−v1)

v1v2
.

Odatle je s = v1v2t
v2−v1

= 401m.

Zadatak 865. Dva tela kre�u se ravnomerno duж istog pravca i u
istom smeru. Brzina predƬeg tela(A)je 3m

s
,a zadƬeg (B) 4, 5m

s
. Koliko

je poqetno rastojaƬe izme�u Ƭih ako je posle 10s telo B 2, 5m ispred
tela A.

RexeƬe: Telo A pre�e put s1 = v1t, a telo B pre�e put s2 =
s
′
+ s1 + s0 = v1t(s0 je poqetno rastojaƬe izme�u tela, a s

′
= 2, 5m),

pa s0 = s2 − s1 − s
′
= (v2 − v1)t− s

′
= 12, 5m.

Zadatak 866. Metak probija vagon koji se kre�e brzinom 54km/h. Xi-
rina vagona je 2, 4m, a rupice koje metak probija u naspramnim zido-
vima vagona pomerene su (u pravcu duжine vagona) 6cm jedna od druge.
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Smatraju�i da je pravac brzine metka normalan na pravac brzine va-
gona, odrediti brzinu metka. Koliko vremena leti metak kroz vagon?

RexeƬe: Neka je v
′′
, a v

′
brzina metka u odnosu na prugu. U odnosu

na vagon metak ima dve komponente brzine (slika): −v′′
i v

′
. Na osnovu

sliqnosti trouglova vaжi l

v
′′ = d

v
′ , pa je v

′
= v

′′ d
l
= 2160km/h = 600m

s
.

Traжeno vreme je t = l

v
′′ = 0, 004s.

Zadatak 867. Dati su grafici zavisnosti puteva dva tela od vremena.
Koje telo ima ve�u brzinu i koliko puta?

RexeƬe: Posmatraju�i grafik dobijamo da brzina tela A iznosi
20m

s
, a tela B iznosi 10m

s
, pa je vA = 2vB.

Zadatak 868. Xirina reke je 80m. Qamac prelazi sa jedne obale
na drugu drжe�i sve vreme kurs normale na obalu. Brzina qamca u
odnosu na vodu je 40km/h, a brzina reqnog toka je 4km/h. Za koliko
nizvodno �e prispeti qamac na drugu obalu?

RexeƬe: Na slici su prikazane brzine: u - brzina reke,v
′
- br-

zina qamca u odnosu na vodu, v - brzina qamca u odnosu na obalu.
Trougao brzina sliqan je trouglu ABC, pa sledi s

d
= u

v
′ . Odatlr je

x = d u

v
′ = 8m.

67.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 869. Dva voza kre�u se po paralelnim kolosecima jedan prema
drugom brzinama 36km/h i 54km/h u odnosu na prugu. Putnik u prvom
vozu izmerio je da je drugi voz proxao pored Ƭega za 6s. Kolika je
duжina drugog voza?

Zadatak 870. Automobil se kre�e brzinom 72km/h, a kapi padaju ver-
tikalno brzinom 8m

s
. Kolika je brzina kapi u odnosu na vozaqa?

Zadatak 871. Qamac se kre�e brzinom 7, 2km/h u odnosu na vodu,
drжe�i sve vreme kurs u pravcu normale na obalu. Xirina reke je
500m. Na�i brzinu reqnog toka i vreme za koje qamac pre�e sa jedne
obale na drugu ako ga reka odnese 150m nizvodno.

Zadatak 872. Iz mesta A u mesto B u intervalima od po 10min odlazi
po jedan automobil. RastojaƬe izme�u A i B je 60km, a brzina svakog
automobila je 60km/h. Nakon jednog sata po polasku prvog automobila
iz A, kre�e i automobil iz B prema A, tako�e brzinom 60km/h. Koliko
�e automobila, koji idu iz A, �e na svom putu sresti automobil koji
ide iz B u A?
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Zadatak 873. Duж dva paralelna koloseka kre�u se u istom smeru dva
voza - teretni duжine 630m brzinom 48, 6km/h i, iza Ƭega, putniqki
duжine 120m brzinom 102, 6km/h. Za koje vreme �e putniqki voz celom
svojom duжinom pro�i pored teretnog?
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Предавање 68

Logiqko-kombinatorni

zadaci(grafovi, logiqki)

Lazar Arsi�, Matematiqka gimnazija

68.1 Териjски увод

Definicija 111. Graf G je ure�eni par (V,E). Elementi skupa V
zovu se qvorovi, a elementi skupa E grane grafa G. Za dati graf G,
skup qvorova se oznaqava sa V (G), a skup grana E(G).

Definicija 112. Za dva qvora kaжemo da su susedni ako postoji grana
koja ih povezuje. Stepen qvora u predstavƩa broj qvorova sa kojim je
qvor u susedan i obleжava se sa d(a) gde je a qvor.

Definicija 113. Graf je neorjentisan ili neusmeren ako grana koja
povezuje qvor u sa qvorom v povezuje i qvor v sa qvorom u (kad je to
ista grana). Graf je orjentisan ili usmeren ako su Ƭegove grane takve
da ako neka grana povezuje u sa v ona ne povezuje i v sa u.

Teorema 146. U neorjentisanom grafu G, koji ima bar 2 qvora, po-
stoje bar 2 qvora istog stepena.

Teorema 147. U neorjentisanom grafu zbir svih stepena qvorova jed-
nak je dvostrukom broju grana, tj. d(a1)+d(a2)+d(a3)+ ...+d(an) = 2m.

Teorema 148. U neorjentisanom grafu broj qvorova neparnih stepena
je paran.

Teorema 149. Ako graf ima 2k qvorova sa neparnim stepenima onda
se on moжe nacrtati iz ne maƬe od k poteza.
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68.2 Задаци за рад

Grafovi

Zadatak 874. Dokazati gore date 4 teoreme.

RexeƬe: Dokaz prve: Pretpostavimo suprotno, da ne postoje dva
takva qvora. Tada, u grafu od n qvorova, jedna qvor moжe imati ste-
pen (0, 1, 2, ..., n−1), a kako nikoja 2 nemaju isti stepen po pretpostavci
onda je svaki broj iz ovog skupa stepen taqno jednog qvora. Me�utim,
odavde vidimo da mora postojati qvor sa stepenom 0, tj. koji nije
povezan ni sa jednim qvorom, i qvor sa stepenom n− 1, koji je povezan
sa svima, xto je kontradikcija!
Dokaz druge: Stepeni predstavƩaju grane koje ’izlaze’ iz qvora, pa
ako su u i v povezani grana izme�u Ƭih pove�ava stepen i u i v za 1,
tj. svaka grana se raquna duplo.
Dokaz tre�e: Ako je broj neparnih stepena neparan onda je zbir svih
stepena neparan broj, a to je u kontradikciji sa drugom teoremom.
Dokaz qetvrte: Da bi se iscrtale sve grane koje izlaze iz qvora ne-
parnog stepena, mora se poqeti ili zavrsiti crtaƬe u Ƭemu (zavrxiti
ili poqeti iz takvog grafa je isti proces, obrnutog redosleda). Kako
je broj grana neparan, mi moжemo prolaziti kroz Ƭega, u�i i iza�i, i
tako se isrtavaju po dve Ƭegove grane, pa ce na kraju ostati jedna, kad
se to desi iz tog qvora se moжe ili samo krenuti ili samo zavrxiti
u Ƭemu. Ako imamo 2k takvih qvorova i u svakom crtaƬu krenemo iz
jednog neparnog, a zavrximo u drugom, ima�emo k crtaƬa.

Zadatak 875. Zec se kretao od drveta do drveta i ostavio tragove u
snegu. Ispod kog drveta bi mogao biti sakriven sada?

RexeƬe: Najpre moжemo zakƩuqiti da drve�a ispod kojih je zec
samo prolazio imaju paran stepen, pa je ona gde se krio na poqetku i
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gde se sada krije imaju neparan stepen. Imamo dva drva sa stepenom
3 pa je zec ispod nekog od Ƭih.

Zadatak 876. Dat je raspored soba u zamku kao na slici. Moжe li
se zamak obi�i tako da se u svaku sobu u�e bar jednom i kroz svaka
vrata pro�e taqno jednom, a moжemo poqeti iz bilo koje sobe?

RexeƬe: Qvorovi 7 i 15 su sa neparnim stepenom pa se graf moжe
obi�i tako xto se krene iz 7 i zavrxi u 15 ili obrnuto.

Zadatak 877. Na turniru je svako odigrao meq sa svakim taqno jednom.
Ako je svaki tim bar jednom pobedio, onda dokazati da postoji trojka
A,B,C takva da je A pobedio B, B pobedio C, C pobedio A.

RexeƬe: Neka je n timova na turniru. Svaki tim je pobedio izme�u
1 i n−1 timova, pa postoje dva tima A i B koja su pobedila isti broj
meqeva k. Pretpostavimo da neko od Ƭih nije izgubio nijedan meq.
To bi znaqilo da neko ima n− 1 pobedu pa toliko ima i drugi a to je
nemogu�e. Znaqi svako od Ƭih je izgubio bar jedan meq. Bez umaƬeƬa
opxtosti recimo da je A pobedio B. Timova koji su pobedili A ima
n − 1 − k, a koje B pobedio ima k pa postoji bar jedan C takav da je
pobedio A, a izgubio od B.

Zadatak 878. Na жurci je n momaka i n devojaka. Ako se svakoj devojci
svi�a bar a momaka, a svakom momku bar b devojaka, odrediti kakvi
moraju biti a i b (u funkciji od n) da bi sigurno postojali momak i
devojka koji se svi�aju jedno drugom.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno, da nema takvih parova. Mogu�ih
parova je n2, a svi�aƬa je an+bn pa ako je an+bn ≥ n2 tj. a+b ≥ n onda
sigurno postoji par. Dokaжimo sada da ne mora postojati za a+b < n.
Numeriximo momke i devojke brojevima 1, 2, 3, .., n. Neka se devojci i
svi�aju momci i, i+1, i+2, ..., i+ a− 1 (brojeve pixemo po modulu n), a
momku j devojke j+1, j+2, ..., j+b. Ako bi se i i j svi�ali jedno drugom
onda bi moralo da bude j = i + t za neko 0 ≤ t ≤ a − 1. Momku j se na
osnovu toga svi�aju devojke i+ t+1, i+ t+2, ..., i+ t+ b. Kako ne postoji
takvo x, 1 ≤ x ≤ b, da je i + t + x ≡ i zbog 1 ≤ t + x ≤ a + b − 1 zakƩuc-
hujemo da onda ne mora postojati par takav da se svi�aju jedno drugom.

Zadatak 879. U pokrajini DoƬi Neradovac svaki par gradova je pove-
zan jednosmernim putem. Dokazati da postoji grad takav da se u Ƭega
moжe sti�i iz svakog grada direktno ili preko najvixe jednog grada.

RexeƬe: Neka je grad p grad u koji vodi najvixe puteva, neka je to d
puteva. Neka je M skup gradova koji direktno vode u p (taj skup ima d
elemenata), a E skup ostalih gradova koji ne vode direktno u p. Tada
bi trebalo da postoji za svaki grad e, e ∈ E, grad m, m ∈ M takav
da je e → m → p. Me�utim, pretpostavimo suprotno, da iz e nijedan
put ne vodi u gradove iz skupa M . To daƩe znaqi da iz svakog grada
iz skupa M vodi put u e, a u e vodi jox i put iz p pa u e vodi d + 1
puteva, a to je vixe puteva nego xto vode u p, xto je u suprotnosti
sa naxom pretpostavkom, pa je ovo kontradikcija, te bar neki put iz
e vodi u neke od gradova M .

Zadatak 880. U Parlamentu svaki politiqar ima najvixe 3 neprija-
teƩa. Dokazati da se Parlament moжe podeliti na dva doma, GorƬi
i DoƬi, tako da nijedan politiqar nema vixe od jednog neprijateƩa
u svom Domu.

RexeƬe: Posmatrajmo sve mogu�e podele politiqara. Neka je Z
zbir brojeva koji predstavƩaju koliko neprijateƩa ima svaki poli-
tiqar u svom domu. Uzmimo onu podelu gde je Z najmaƬe i dokaжimo
da ima traжeno svojstvo. Zaista, neka neki politiqar ima bar 2 pro-
tivnika u svom domu, tada �e u onom drugom imati najvixe jednog, pa
ako bi ga prebacili tamo dobili bi zbir neprijateƩstava maƬ od Z
xto je u kontradikciji sa tim da je Z najmaƬe.

Logiqki

Zadatak 881. Data je transformacija ure�ene trojke (a, b, c): (a, b, c) 7→
(2a− b, 2b− c, 2c− a). Moжe li se iz trojke (1, 7, 9) transformacijama
dobiti:
a) trojka (3, 7, 11)
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b) trojka (3, 6, 8)?

RexeƬe: Uoqimo da je (2a − b) + (2b − c) + (2c − a) = a + b + c odkle
dobijamo da se zbir brojeva trojki ne meƬa transformacijama. Pod
a) je nemogu�e jer 3 + 7 + 11 6= 1 + 7 + 9 me�utim 3 + 6 + 8 = 1 + 7 + 9.
Sada primetimo da ako su a, b, c neparni onda su i (2a− b, 2b− c, 2c− a)
neparni. U trojci pod b) brojevi 6 i 8 su parni pa se ne moжe ni ona
dobiti transformacijama.

Zadatak 882. Na testiraƬu uqenika se prijavilo 22 osnovaca iz svih
osam razreda. Svaki je uradio onoliko zadataka koliko su bili pred-
vi�eni do Ƭegovog razreda (prvaci jedan, drugaci dva, ..., osmaci
osam). Ukupno su svi uradili 50 zadataka. Koliko je bilo prvaka?

RexeƬe: Znamo da je iz svakog razreda bar po jedan uqenik pa su
oni uradili 1 + 2 + 3+ 4 + 5+ 6 + 7+ 8 = 36 zadataka pa je na preosta-
lih 22− 8 = 14 uqenika preostalo 50− 36 = 14 zadataka pa su ovih 14
uqenika uradili taqno po jedan zadatak. Uz jos ovog jednog ukupno je
15 prvaka.

Zadatak 883. Mi�a tvrdi: ”Marko laжe!”Marko tvrdi: ”Rade laжe!”Rade
tvrdi: ”Mi�a i Marko laжu!”Ko laжe?

RexeƬe: Oqigledno je da je Rade najve�i laжov jer kada bi on
govorio istinu onda bi bar Mi�ina izjava bila netaqna tj. Marko
bi govorio istinu, a to je kontradiktorno tome da nije Rade laжov.
Znaqi Rade laжe, pa Marko ne laжe, te Mi�a laжe tako�e.

Zadatak 884. Koliko ima pozitivnih celih brojeva maƬih od 1000
koji nisu deƩivi ni sa 5 ni sa 7?

RexeƬe: Svaki peti je deƩiv sa 5 pa onih koji nisu deƩivi sa 5
imamo | 10005 | = 200. Oni koji su deƩivi sa 7 imamo | 10007 | = 142 pa ostaje
1000− 200− 142 = 658, me�utim one deƩive sa 35 smo dvaputa oduzeli
a Ƭih ima | 100035 | = 28 pa imamo 658 + 28 = 686.

Zadatak 885. Treba u niz rasporediti 10 kuglica od kojih su 4 cr-
vene, 3 plave i 3 zelene. Na koliko naqina se to moжe uqiniti?

RexeƬe: Razne kuglice moжemo rasporediti na 10! naqina. Me�u-
tim, neke kuglice su iste pa je broj naqina maƬi. Uzmimo neku pro-
izvoƩnu kombinaciju i posmatrajmo crvene kuglice. ƫih je 4 i kako
god da im meƬamo me�usobno mesta u toj kombinaciji ona �e ostati
ista, pa smo xto se tiqe crvenih svaku kombinaciju raqunali 4! = 24
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puta. Sliqo vaжi i za zelene i plave pa je ukupan broj kombinacija
10!

4!×3!×3! = 4200

Zadatak 886. Za okruglim stolom kraƩa Artura sedi on sa svojih
dvanaest vitezova. Svaki vitez se zakleo da ili uvek govori istinu
ili uvek laжe. Vitez koji sedi sa leve strane kraƩa je Merlin, kra-
Ʃev savetnik. Jedan stranac je upitao vitezove xta misle o svom
susedu sa desne strane i svaki je rekao za svog suseda da je laжov
osim Merlina koji je rekao da kraƩ nikada nije slagao u жivotu. Na
pitaƬe koliko ima jednih, a koliko drugih Artur je rekao da laжova
ima maƬe, a Merlin jox i da je istinoƩubivih za 3 vixe. Koliko
ima laжova i jesu li me�u Ƭima Artur i Merlin?

RexeƬe: Ako bi dva laжova sedeli jedan do drugog onda bi jedan
rekao za ovog drugog da ne laжe. Tako�e, ako zajedno sede dvojica koja
ne laжu onda �e jedan re�i da ovaj drugi ne laжe. Odavde dobijamo
da vitezovi sede nazimenicno, laжov pa isitinoƩubiv pa opet laжov
itd. Onda mora da je jednih 7, a drugih 6 pa je Merlin sigurno laжov.
Sada je i Artur laжov, pa zakƩuqujemo da je laжova 7, a istinoƩu-
bivih 6.

68.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 887. Zeqevi su se kretali od drveta do drveta i ostavili
tragove u snegu, a sada je svaki ispod nekog drveta. Koliko je najma-
Ƭe zeqeva?

Zadatak 888. Na turniru u obaraƬu ruke za igraqa A kaжemo da je
porazio igraqa B ako ga je pobedio u direktnom duelu ili indirektno
ako postoji takav igraq C da je C pobedio B, a izgubio od A. Za
igraqa kaжemo da je pobednik ako je porazio sve igrace na turniru,
direktno ili indirektno. Dokazati da ako je samo jedan pobednik na
turniru onda je on porazio sve igraqe direktno.
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Zadatak 889. Od xahovske table odlomƩena su dva poƩa na suprotnim
�oxkovima. Moжe li se takva tabla poploqati dominama 2× 1?

Zadatak 890. Koliko reqi (ne moraju imati smisla) se moжe sasta-
viti od slova reqi POHIPOHONDARITI? Svako slovo iz reqi
koristimo taqno jednom.

Zadatak 891. Na stolu je pore�ano 7 novqi�a okrenutih ”pismom”nagore.
U jednom potezu je dozvoƩeno okrenuti 5 noqi�a.
a) Moжe li se tako dobiti da svi noqi�i budu okrenuti ”glavom”navixe?
b) Moжe li se isto dobiti okretaƬem po 4 noqi�a u jednom potezu?
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Предавање 69

Racionalni brojevi

Nikola Markovi�, Matematiqka gimnazija

69.1 Теориjски увод

Definicija 114. Racionalni brojevi su brojevi oblika p
q
gde je q 6= 0.

Definicija 115. Skup racionalnih brojeva oznaqavamo sa Q.

Definicija 116. Dva racionalna broja su jednaka ukoliko se proxi-
rivaƬem, mnoжeƬem i imenioca i broioca istim brojem,tako�e raz-
liqitim od nule, jednog moжe dobiti broj identiqan drugom.

Teorema 150. U skupu Q vaжe sva pravila sabiraƬa, oduzimaƬa, moz-
heƬa i deƩeƬa kao i u skupu Z.

69.2 Задаци за рад

Zadatak 892. Koji broj treba dodati imeniocu i oduzeti brojiocu
razlomka 537

463 , da bi se dobio razlomak jednak 1
9?

RexeƬe: Ako bi to zapisali kao 537−x
463+x

= 1
9 , rexavaƬe zadatka se

svodi na prosto rexavaƬe jednaqine 463+ x = 9 · (537− x) qije je kraj-
Ƭe rexeƬe x = 437.

Zadatak 893. U 1000kg sveжih jagoda ima 99 procenata vode. U toku
transporta isparila je izvesna koliqina vode. Nova teжina jogoda
iznosi 500kg. Koliko procenata vode sadrжe jagode?

RexeƬe: Pre transporta jagoda, suve materije je bilo 1000
100 = 10kg.

Ista ta suva materija saqiƬava i teжinu novih jagoda i to iznosi
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10
500
100

= 2 procenta ukupne teжine, tako da jagode posle transporta sa-

drжe ukupno 98 procenata vode.

Zadatak 894. Vlaжnost sveжe, tek pokoxene trave je 60 procenata,
a sena 20 procenata. Koliko �e se dobiti sena od jedne tone sveжe
trave?

RexeƬe: U jednoj toni sveжe trave vode ima 600kg a suve materije
400kg. Istih tih 400kg iznosi 80 procenata sena, tako da je ukupna
koliqina sena dobijena od jedne tone sveжe trave 500kg.

Zadatak 895. Ordediti najmaƬi pozitivan racionalan broj, koji pri
deƩeƬu sa 35

396 i 28
297 daje celobrojni koloqnik.

RexeƬe: Traжeni racionalni broj �emo predstaviti kao x
y
, a dobi-

jeni celobrojni koliqnik z. Poxto imamo da x
y
pri deƩeƬu sa datim

racionalnim brojevima daje z, tu jednaqinu moжemo napisati na dru-
gaqiji naqin. x

y
· 396

35 = x
y
· 297

28 = z. Iz ove jednaqine vidimo da x mora
da bude deƩiv sa 35 i 25, i da y mora da deli 396 i 297, da bi koliq-
nik bio ceo broj. DaƩim sre�ivaƬem dolazi se do rexeƬa gde je x
najmaƬe za vrednost 140 i y najve�e za 99, jer konaqni broj mora da
bude xto maƬi, i konaqno rexeƬe iznosi 140

99 .

Zadatak 896. Koliko litara vode treba pomexati sa 120 litara 10-o
procentnig rastvora alkohola, da bi se dobio 4-o procentni rastvor.

RexeƬe: Poxto u rastvoru ima 10 procenata alkohola, Ƭegova ko-
liqina je 120

10 = 12l, xto kasnije treba da iznosi 4 procenta novog
rastvora. Tako dobijamo ukupnu koliqinu novonastalog rastvora, i
ona iznosi 12

4 · 100 = 300l, sada poxto imamo ukupnu koliqinu novog i
starog rastvora vidimo da je dodato 300l− 120l = 180l vode.

Zadatak 897. Odrediti a i b ako je

a+ b = a · b = a

b
.

RexeƬe: Uzmimo samo drugi deo ove jednakosti, a · b = a
b
, ako po-

mnoжimo i levu i desnu stranu sa b i podelimo sa a dobijamo b2 = 1,
iz qega sledi da je b = 1 ili b = −1. Sada ako to upotrebimo u prvom
delu jednakosti dobija se da je a+1 = a za b = 1 i a− 1 = −a za b = −1.
Odmah moжemo da odbacimo prvi sluqaj jer se u Ƭemu dobija da je
1 = 0, tako da je rexeƬe ovog zadatka a = 1

2 i b = −1.
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Zadatak 898. Aca je za tri dana proqitao jednu zanimƩivu kƬigu.
Prvog dana je proqitao 1

5 cele kƬige i jox 16 stranic, drugog dana
30 procenata ostatka i jox 20 stranica, i posledƬeg dana 0, 75 no-
vog ostatka i preostalih 30 stranica. Koliko je stranica imala ta
kƬiga?

RexeƬe: Ovaj zadatak se najlakxe rexava radom od kraja ka poc-
hetku. Ako pogledamo da je posledƬeg dana proqitao 0, 75 ostatka i 30
stranica vidimo da mu je za tre�i dan ostalo da proqita 120 stra-
nica, na isti naqin se radi i za drugi i prvi dan, da bi se na kraju
dobilo konaqno rexeƬe da kƬiga ima 270 stranica.

Zadatak 899. Cena zlata na berzi svako pre podne poraste za 10 pro-
cenata, a svako popodne opadne za 10 procenata. Da li �e posle 50
dana biti vixe, maƬe ili jednako polovini cene?

RexeƬe: Neka poqetna cena zlata iznosi x. Prvo pre poodne cena
iznosi 1, 1x, a posle podne 0, 99x. Tako da je prvog dana cena opala za
0, 01x. Drugog dana cene iznose 1, 089x pre podne i 0, 9801x. Moжemo
primetiti da cena zlata vixe ne opada za 0, 01x tako da �e ona posle
pedeset dana opasti za maƬe od 0, 5x, xto znaqi da �e cena biti ve�a
od polovine poqetne cene zlata.

Zadatak 900. Jedan xah klub imao je odre�eni broj qlanova. Jed-
nog dana odluqeno je da naprave malu жurku za sve qlanove, me�utim
tu se nisu pojavili svi pozvani, jer su zbog nemogu�nosti pojedini
qlanovi otkazali dolazak. Poznato je da je broj odsutnih, jednak 1

6
broja prisutnih. Kada je jox jedan qlan odluqio da napusti skup,
broj odsutnih postao je 1

5 broja prisutnih. Koliko qlanova ima ovaj
klub?

RexeƬe: Ako bismo broj odsutnih qlanova oznaqili sa x, broj pri-
sutnih bi u poqetku bio 6x. Kada ih je napustion jox jedna qlan, broj
odsutnih je bio x+ 1 a prisutnih 6x− 1 ili 5x+ 5. Kada sredimo ove
jednaqine dobija se da ukupan broj qlanova iznosi 42.

Zadatak 901. Rexiti po x:

2010

1 + 1
1+ 1

x

= 2011

.

RexeƬe: Imenilac poqetnog razlomka 1+ 1
1+ 1

x

iznosi 2010
2011 , kada odu-

zmemo 1 dobija se da je 1
1+ 1

x

= − 1
2011 , daƩe imamo da je 1 + 1

x
= −2011,

pa je 1
x
= −2012 iz qega sledi da je x = − 1

2012 .
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69.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 902. Izraqunati vrednost izraza:

3 + 4, 20 : 0, 1

(1 : 0, 3− 2 1
3 ) · 0, 3125

.

Zadatak 903. Imenilac jednog razlomka je za 3521 ve�i od brojioca.
Posle skara�ivaƬa tog razlomka dobijen je razlomak 4

11 . Koji je raz-
lomak bio pre skra�ivaƬa?

Zadatak 904. Odrediti imenilac, posle svih skra�ivaƬa, razlomka:

1 · 2 · 3 · ... · 99 · 100
6 · 6 · ... · 6 · 6

u imeniocu se nalazi 100 xestica.

Zadatak 905. Nekoliko bra�e je podelilo izvesnu koliqinu dukata.
Prvi je uzeo 100 i 1

6 ostatka, drugi 200 i 1
6 novog ostatka, tre�i 300

i 1
6 novog ostatka, sve do posledƬeg koji je uzeo sve. Svaki brat je

uzeo po�ednaku sumu. Koliko je bilo bra�e.

Zadatak 906. Izraqunati zbir:

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + ...+
1

99 · 100 .
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Предавање 70

Trougao

Nikola Markovi�, Matematiqka gimnazija

70.1 Теориjски увод

Definicija 117. Za dva proizvoƩna trougla moжemo re�i da su po-
dudarni ako su im sve stranice i svi uglovi podudarni.

Za dokaz podudarnosti dva trougla koristimo qetiri osnovna stava
podudarnosti.

Stav I: Dva trougla su podudarna ako imaju jednake po dve odgo-
varaju�e stranice i Ƭima zahva�ene uglove (SUS).

Stav II: Dva trougla su podudarna ako imaju jednake po jednu
stranicu i na Ƭima jednake odgovaraju�e nalegle uglove (USU).

Stav III: Dva trougla su podudarna ako su sve tri stranice jednog
trougla jednake odgovaraju�im stranicama drugog trougla (SSS).

Stav IV : Dva trougla su podudarna ako su dve stranice i ugao na-
spram ve�e od Ƭih jednog trougla jednake odgovaraju�im stranicama
i uglu drugog trougla (SSU).

Definicija 118. Pored navedenih pravila o podudarnosti trouglova
napomenu�emo i nekoliko znaqajnih taqaka trougla.

I: Centar opisane kruжnice nalazi se u preseku simetrala stra-
nica datog trougla (O,R).

II: Centar upisane kruжnice nalazi se u preseku simetrala uglova
datog trougla (S, r).

III: Ortocentar je preseqna taqka pravih koje sadrжe visine datog
trougla (H).

IV : Teжixte je preseqna taqka teжixnih duжi datog trougla (T ).
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70.2 Задаци за рад

Zadatak 907. Neka je taqka D takva taqka, da pripada stranici AB
trougla ABC, i da je AC = CD = BD, i neka je ugao ∠ACD jednak α.
Izraqunati ugao ∠ABC.

RexeƬe: Imamo da je trougao ACD jednakokrak, pa je ∠CAD =
∠ADC = 180◦−α

2 = 90◦ − α
2 . Tako�e imamo da je trougao DBC jednako-

krak pa je ∠CDB = 180◦ − 2β. Ako saberemo sve uglove kod D dobija
se da traжeni ugao β iznosi 45◦ − α

4 .

Zadatak 908. Dokazati da je trougao pravougli ako je teжixna duж
jednaka polovini odgovaraju�e stranice.

RexeƬe: Neka je podnoжje odgovaraju�e teжixne duжi iz temena
C taqka D. Poxto je u zadatku dato da je CD = AD = BD moжemo
zakƩuqiti da je taqka D centar opisane kruжnice oko trougla ABC.
DaƩe poxto je poznato da se samo kod pravouglog trougla centar opi-
sanog kruga nalazi na stranici i to bax na sredini hipotenuze za-
kƩuqujemo da je trougao ABC pravougli sa pravim uglom u temenu C.

Zadatak 909. Ako je u trouglu teжixna duж koja odgovara osnovici
AB, jednaka Ƭenoj polovini, odrediti ugao pri vrhu (ugao naspram
stranice AB) .

RexeƬe: Teжixna duж CC1 deli duж AB na dva podudarna dela, a
kako je CC1 jednako polovini AB sledi da je CC1 = AC1 = BC1, iz toga
zakƩuqujemo da je taqka C1 ustvari centar opisane kruжnice trougla
ABC, daƩe poxto znamo da se center opisane kruжnice jedino kod pra-
vouglog trougla nalazi na jednoj od stranica, i to bax na sredini
hipotenuze, zakƩuqujemo da ugao naspram stranice AB iznosi 90◦ .

Zadatak 910. Nad svakom stranicom trougla ABC konstruisani su
iste xirine. Prave kojima pripadaju �spoƩaxƬe�stranice tih pra-
vougaonika odre�uju novi trougao A1B1C1. Dokazati da se prave
AA1,BB1 i CC1 seku u jednoj taqki.

RexeƬe: Ne umaƬuju�i opxtost, uze�emo za primer pravu AA1.
Neka su taqke D i E podnoжja normala iz taqke A na stranice A1B1

i A1C1. Trouglovi A1AD i A1AC po stavu SSU, iz qega sledi da je
prava AA1 simetrala ugla ∠C1A1B1, pa se tako navedene prave seku u
jednoj taqki koja predstavƩa centar upisane kruжnice.

Zadatak 911. Dat je paralelogram ABCD, ∠ABC je tup. Stranice
AB i BC produжene su preko temena B. Na produжetcima se nalaze
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taqke E i F , tako da su BE i BF osnovice jednakokrako pravouglih
trouglova BCE i ABF . Dokazati da je trougao FED jednakokraki.

RexeƬe: Uglovi ∠CBE i ∠ABF su jednaki kao unakrsni uglovi,
i jednaki su α, iz toga daƩe sledi da je ∠BCE = ∠FAB = 180◦ − 2α.
∠DAF = ∠DCE = 180◦ − α, pa su trouglovi AFD i DEC podudarni
po stavu SUS, poxto imamo ovu podudarnost dokazanu, sledi da su
stranice DF i DE tako�e jednake, pa je trougao FED jednakokrak.

Zadatak 912. Nad stranicama paralelograma ABCD, konstrusani su
sa sredixtima M,N,P,Q. Dokazati da je MNPQ kvadrat.

RexeƬe: Da bi dokazali da je MNPQ kvadrat treba dokazati da
su sve stranice jednake kao i svi uglovi. Za poqetak, dokaжimo da
su stranice jednake. Ako pogledamo trouglove QAM,MNB,NCP i
DPQ moжemo videti da su svi podudarni po stavu SUS, i to QA ∼=
BN ∼= CN ∼= DQ kao polovine dijagonala jednakih kvadrata, AM ∼=
MB ∼= CP ∼= PD tako�e kao polovine dijagonala jednakih kvadrata,
i ∠QAM = ∠MBN = ∠NCP = ∠PDQ = 90◦ + α, pa sledi da je
MN = NP = PQ = QM . Sada na umaƬuju�i opxtost, dokaza�emo
da je jedan od uglova jednak 90◦, xto se analogno dokazuje i za ostale.
∠QMN = 90◦ − ∠AMQ + ∠BMN , a poxto je ∠AMQ = ∠BMN sledi
∠QMN = 90◦. Ovime je zavrxen dokaz da je MNPQ kvadrat. .

Zadatak 913. Jedan oxtar ugao pravouglog trougla iznosi 1
2 drugog

ugla. Taqka M je sredixte hipotenuze, a N se nalazi na stranici AC
tako da je MN ⊥ AB. Dokazati da je |AC| = 3 · |MN |.

RexeƬe: Za poqetak ovde moжemo imati dva sluqaja, posto nije pre-
cizno odre�eno koju ugao je ve�i, tako da moжemo imati da je α = 60◦

ili da je α = 30◦. Za prvi sluqaj �emo izabrati da je α = 30◦, a ka-
snije �emo dokazati da drugi sluqaj nije mogu�. Produжi�emo stra-
nicu BC preko temena C, i na produжetku izabrati taqku D tako da
je trougao DAB jednakokrak. Vidimo da je u novom trouglu AC tez-
hixna duж, a tako�e i visina trougla, tako�e i DM je teжixna duж
i visina, pa posto je DM ⊥ AB, sledi da DM sadrжi N , i kako je
taqka N presek teжixnih duжi, ona je teжixte tog trougla i deli
teжixne duжi u odnosu 2 : 1, pa je |DM | = 3 · |MN | a poznato je da
su sve teжixne duжi u jednakokrakom trouglu jednake, imamo da je
|AC| = 3 · |MN |. Sada ako bi uzeli drugi sluqaj, tj. da je α = 60◦,
imamo da se taqka N ne nalazi na stranici AC ve� na Ƭenom produz-
hetku, tako da ovaj sluqaj otpada.

Zadatak 914. Data je taqka A i prave m i n koje se seku. Konstru-
isati trougao ABCkome je prava m simetrala unutraxƬeg ugla kod
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temena B, a prava n simetrala unutraxƬeg ugla kod temena C.

RexeƬe: U ovom rexeƬu �emo samo prikazati diskusiju, tj. obra-
zloжiti naqin na koji bi ovaj trougao trebalo konstruisati. Poxto
je prava m simetrala unutraxƬeg ugla kod B, ako bi naxli sime-
triqnu taqku A1 taqki A u odnosu na m, ona bi se nalazila na pravoj
BC jer je trougao ABA1 jednakokraki. Isto tako bi se taqka A2, sime-
triqna taqki A u odnosu na n, nalazila na pravoj BC. Iz predhodnog
zakƩuqujemo da prava A1A2 od tako konsruisanih taqaka, seqe prave
m i n u taqkama B i C.

Zadatak 915. Dat je jednakostraniqni trougao ABC i Ƭegovo teжixte
T . Dokazati da simetrale duжi AT i BT dele stranicu AB na tri
jednaka dela.

RexeƬe: Neka je taqka D podnoжje normale iz T na AB. Ako
na�emo taqku E simetriqnu taqki T u odnosu na AB imamo da je
TE = AT = BT a lako se dokazuje da su trouglovi ADT, TDB,ADE
i DEB podudarni stavom SUS, pa su trouglovi AET i EBT jedna-
kostraniqni, i simetrale AT i BT su im teжixne duжi, kao i AD i
BD, pa sledi |AM | = 2|MD| i |BN | = 2|ND| iz qega se dobija da je
AM =MN = NB, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 916. Dokazati da u trouglu ABC qije su stranice a, b i c i
tc duжina teжixne duжi iz temena C vaжi

a+ b− c

2
< tc <

a+ b

2

.

RexeƬe: Za poqetak �emo dokazati jedan deo traжene nejednako-
sti. Neka je C1 podnoжje teжixne duжi tc, iz trouglova CAC1 i CC1B
imamo da je tc > a− c

2 i tc > b− c
2 , pa ako saberemo ove dve nejednaqine

i podelimo sa 2, dobija se a+b−c
2 < tc. Sada drugi deo, ako produжimo

teжixnu duж tc preko C1 za istu duжinu, tako da je CC1 = C1C2 imamo
iz trougla AC2C da je a + b > 2 · tc, pa ako bi i tu nejednakost pode-
lili sa 2 dobija se drugi deo traжene nejednakosti tc <

a+b
2 . Time je

dokazno da je

a+ b− c

2
< tc <

a+ b

2

.
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70.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 917. Dokazati da je u pravouglom trouglu ABC gde je stra-
nica AB hipotenuza, AB2 = AC2 +BC2.

Zadatak 918. Dat je ∠xOy qiji je vrh van papira, i taqka A u unu-
traxƬoj oblasti ugla. Konstruisati pravu OA.

Zadatak 919. Konstruisati trougao ABC, ako su date tri taqke, pod-
noжje teжixne duжi iz temena C, podnoжje teжixne duжi iz temea A,
i podnoжje visine iz temena C.

Zadatak 920. U ravni trougla ABC data je prava p. Ako su A1, B1, C1

i T1 podnoжja normala iz A,B,C i T na pravu p, tim redom, dokazati
da je 3TT1 = AA1 +BB1 + CC1.

Zadatak 921. Dokazati da je teжixna duж trougla maƬa od poluzbira
stranica koje polaze iz istog temena kao i teжixna duж.
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Предавање 71

Apsolutne vrednosti

Stefan Ba
a, Matematiqka gimnazija

71.1 Теориjски увод

Definicija 119. Apsolutna vrednost realnog broja x, oznaka |x|, je
|x| = x, za x ≥ 0 i |x| = −x, ako je x < 0

Teorema 151. |x| ≤ a ako i samo ako je −a ≤ x ≤ a

71.2 Задаци за рад

Zadatak 922. Dokaz teoreme 1.

RexeƬe: Za svako x ≥ 0 je |x| = x, pa iz |x| ≤ a sledi x ≤ a. Kako
je −a < 0, oqigledno je tada −a < x ≤ a, odakle sledi −a ≤ x ≤ a. Za
svako x < 0 je |x| = −x, pa iz |x| ≤ a sledi −x ≤ a, odnsno −a ≤ x. Kako
je x < 0, ocigledno je −a ≤ x < a odakle sledi −a ≤ x ≤ a. S druge
strane, ako je −a ≤ x ≤ a, onda je −a ≤ −x ≤ a, odakle sledi naxe
tvr�eƬe.

Zadatak 923. Dokazati tvr�eƬe −|x| ≤ x ≤ |x|.

RexeƬe: Za x > 0 je |x| = x, pa vaжi −x < x = |x|, odakle sledi
−|x| ≤ x ≤ |x|. Za x < 0 je |x| = −x, pa vaжi −|x| = x < |x|, odakle opte
sledi −|x| ≤ x ≤ |x|.

Zadatak 924. Dokazati tvr�eƬe |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

RexeƬe: Na osnovu 2. zadatka imamo da vaжi −|x| ≤ x ≤ |x| i
−|y| ≤ y ≤ |y|. SabiraƬem ovih nejednakosti nalazimo−(|x| + |y|) ≤
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x+ y ≤ |x|+ |y|, xto je prema teoremi 1 ekvivalento sa |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Zadatak 925. Dokazati tvr�eƬe |x · y| = |x| · |y|.

RexeƬe: Ako je x ≥ 0, y ≥ 0, onda je x · y ≥ 0, pa je |x| = x, |y| =
y, |x · y| = x · y = |x| · |y|. Ako je x ≥ 0, y < 0 , onda je x · y ≤ 0, |x| = x, |y| =
−y, |x ·y| = −(x ·y) = x · (−y) = |x| · |y|. Ako je x < 0, y ≥ 0, onda je x ·y ≤ 0,
pa je tada |x| = −x, |y| = −y, |x · y| = (−x) · y = |x| · |y|. Ako je x < 0, y < 0,
onda je x · y > 0, |x| = −x, |y| = −y, |x · y| = x · y = (−x) · (−y) = |x| · |y| .

Zadatak 926. Neka je x realn broj. Izraqunati x+|x|
2 .

RexeƬe: x za x ≥ 0, 0 za x < 0.

Zadatak 927. Naci sve realne brojeve takve da je 1
3 < |x| ≤ 3.

RexeƬe: −3 ≤ x < − 1
3 ili 1

3 < x ≤ 3 .

Zadatak 928. Rsxiti jednaqine |x− 3| = 5 i |2x+ 1| = 4.

RexeƬe: |x− 3| = 5 ako i samo ako x− 3 = −5 ili x− 3 = 5 sledi da
je x = −2 ili x = 8. sliqno kao prva jednaqina x = − 5

2 ili x = 3
2

Zadatak 929. Rexiti nejednaqine : |6 + 2 · x| ≤ 8 i |2 · x− 1| > 3.

RexeƬe: −8 ≤ 6 + 2 · x ≤ 8 ↔ −14 ≤ 2 · x ≤ 2 ↔ −7 ≤ x ≤ 1. Sliqno
kao prva x < −1 ili x > 2.

Zadatak 930. Dokazati da je 1
2 · (|x− y|+ x+ y) = max(x, y).

RexeƬe: Neka je x ≥ y. Tada je |x−y| = x−y, pa je 1
2 ·(|x−y|+x+y) =

1
2 · (x− y + x+ y) = x.

Zadatak 931. Proveriti jednakost |2 · (−7)| = |2| · | − 7|

RexeƬe: |2 · (−7) = | − 14| = 14, |2| = 2, | − 7| = 7 pa je |2|| − 7 = 2 · 7 =
14 = |2 · (−7)|.

71.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 932. Koriste�i definiciju aposlutne vrednosti dokazati

|a
b
| = |a|

|b|
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Zadatak 933. Izraqunati x−|x|
2 .

Zadatak 934. Na�i sve realne brojeve x takve da je |x| ≥ 2

Zadatak 935. Rexiti nejednaqinu ||x| − 1| ≤ 2.

Zadatak 936. Dokazati da je 1
2 · (−|x− y| − (x+ y)) = min(x, y)
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Предавање 72

Primena Diofantovih

jednaqina

ƨubomir Radakovi�, Elektrotehniqki fakultet

72.1 Теориjски увод

Teorema 152. Ako jednaqina ax+ by = c ima jedno celo rexeƬe x0, y0,
tada su sva cela rexeƬa ove jednaqine x = x0 + bt i y = y0 − at, gde je
t ceo broj.

Teorema 153. Jednaqina ax+by = c ima rexeƬa u skupu celih brojeva
ako i samo ako je najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b ujedno i
delilac broja c.

Posledica 1. Ako je D(a, b) = 1, jednaqina ax + by = c ima rexeƬa u
skupu celih brojeva.

72.2 Задаци за рад

Zadatak 937. Odrediti sve ure�ene parove (p, q) prostih brojeva p i
q, tako da je p2 + q = 101.

RexeƬe: Razlikujemo dva sluqaja: 1) Ako je p = 2, tada je q =
101 − 4 = 97, a to je prost broj. 2) Ako je p ≥ 3, tada je q = 101 − p2.
Poxto je p prost broj ve�i od 3, samim tim je i neparan, pa je q onda
paran prost broj, dakle q = 2. Tada je p2 = 99, xto nema rexeƬa u
skupu prostih brojeva. Dakle, jedino rexeƬe je (2, 97).

Zadatak 938. Na�i bar po 4 rexeƬa u skupu celih brojeva datih
jednaqina :

15x+ 25y = 14,
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15x+ 25y = 10.

RexeƬe: Prva jednaqina nema rexeƬa u skupu celih brojeva na
osnovu teoreme, jer D(15, 25) = 5 ne deli 14. Druga jednaqina ima
rexeƬe, jer D(15, 25) = 5|10. Moжemo podeliti obe strane jednaqine
sa 5 i dobijamo 3x + 5y = 2. Jedno rexeƬe je primetno i to x0 = −1,
a y0 = 1. Po teoremi, ostala rexeƬa su oblika x = x0 + 5k = 5k − 1,
y = y0 − 3k = 1− 3k, gde je k ∈ Z.

Zadatak 939. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqine:

1)x! + 2y = 25,

2)p2 − x! = 2,

gde je p prost broj.

RexeƬe: U prvoj jednaqini: x! = 25 − 2y, odakle zakƩuqujemo da x!
mora biti neparan broj. Jedino rexeƬe je x = 1, jer ukoliko je x > 1,
onda je x paran broj. DaƩe je 2y = 25 − 1 = 24 ⇒ y = 12. U drugoj
jednaqini, ako je x = 1, onda je p2 = 3, stoga nema rexeƬa. Ako je
x = 2, onda je i p = 2. Ako je x > 2, onda je p2 > 4, odnosno p > 2, pa
je leva strana jednakosti neparana, a desna paran broj, pa nema vixe
rexeƬa.

Zadatak 940. Rexiti jednaqinu u skupu prirodnih brojeva:

1! + 2! + . . .+ x! = y2.

RexeƬe: Ako je x = 1, imamo jednaqinu 1! = y2, tj. y2 = 1, pa je i
y = 1. Ako je x = 2, iz 1!+2! = y2, tj. iz 3 = y2, vidimo da nema rexeƬa
za y. Ako je x = 3, imamo 1! + 2! + 3! = y2, odnosno 1 + 2 + 6 = y2, pa je
y = 3. Ako je x = 4, imamo da je 1! + 2! + 3! + 4! = y2, tj. 33 = y2, gde
vidimo da ni za x = 4 y nema rexeƬa. Kako je 5! = 120, to za x > 4
imamo 1! + 2! + 3! + 4! + 10k = y2, odnosno 33 + 10k = y2, a ona nema
rexeƬa, jer se broj 10k+33 zavrxava cifrom 3, a takvo y2 ne postoji.

Zadatak 941. Neko je za 30 novqanica jednake vrednosti kupio 30
ptica. Za svaka tri vrapca platio je jednu novqanicu, za svake dve
qavke jednu novqanicu i za svakog goluba po dve novqanice. Koliko je
kupio ptica od svake vrste?

RexeƬe: Napiximo najpre sistem jednaqina: x + y + z = 30 i x
3 +

y
2 + 2z = 30. RexavaƬem ovog sistema, dobija se da ima x = 9 vrabaca,
y = 10 qavki i z = 11 golubova.

Zadatak 942. Dokazati da jednaqina x2− 3y = 17 nema rexeƬa u skupu
celih brojeva.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

RexeƬe: Broj x ne moжe biti deƩiv sa 3, jer ni 17 nije deƩivo sa
3. Dakle, x = 3k ± 1. Tada jednaqina prelazi u 9k2 ± 6k + 1 − 3y = 17,
odnosno 3(3k2 ± 2k − y) = 16. Kako je leva strana deƩiva sa 3, a desna
nije, ova jednaqina nema rexeƬa za ceo broj k.

Zadatak 943. Na�i zbir rexeƬa jednaqine x2 + 5y = 1234567.

RexeƬe: Broj x2 se uvek zavrxava ciframa 0, 1, 4, 5, 6, 9, a broj 5y se
zavrxava cifrom 0 ili 5. Tada se zbir x2 + 5y uvek zavrxava jednom
od cifara 0, 1, 4, 5, 6, 9. Jednaqina nema rexeƬa jer se zbir zavrxava
cifrom 7.

Zadatak 944. Broj 2001 moжe se predstaviti kao zbir dva uzastopna
prirodna broja: 1000 + 1001 = 2001. Utvrditi na koliko jox razliqi-
tih naqina moжemo broj 2001 izraziti kao zbir nekoliko uzastopnih
prirodnih brojeva.

RexeƬe: Za k ≥ 3 imamo jednakost: (n+1)+(n+2)+. . .+(n+k) = 2001.
Odavde dobijamo (n+1+n+k)+(n+2+n+k−1)+. . .= 2001, odnosno (2n+
k+1)+ (2n+ k+1)+ . . . = 2001. Zbir na levoj strani jednakosti nam je
poznat: k

2 (2n+k+1) = 3 ·23 ·29 i konaqno dobijamo diofancku jednaqinu
k(2n+k+1) = 2 ·3 ·23 ·29. Mora biti 2n+k+1 > k, pa k uzima vrednosti
iz skupa {2, 3, 6, 23, 29, 46, 58}. Iz 2n + k + 1 ∈ {1334, 667, 174, 138, 87, 69},
dobija se da je n ∈ {665, 330, 75, 54, 20, 5}. Ima ukupno sedam razlagaƬa
broja 2001 na zbir uzastopnih prirodnih brojeva.

Zadatak 945. Odrediti prirodne btojeve x, y, z takve da je:

x > y + 1, y > z + 1,
1

x+ 1
+

2

y + 2
+

3

z + 3
= 1.

RexeƬe: Iz uslova sledi: x+1 > y+2 > z+3, pa je 1 = 1
x+1 +

2
y+2 +

3
z+3 <

1
z+3 + 2

z+3 + 3
z+3 = 6

z+3 . Odavde je z + 3 < 6, tj z < 3. Dakle z = 1

ili z = 2. Neka je z = 2. Data jednakost postaje: 1
x+1+

2
y+2 = 2

5 . Sliqno

prethodnom rasu�ivaƬu zakƩuqujemo da 3
y+2 >

2
5 , pa je y+2 < 15

2 = 7, 5.
Kako je y + 2 > z + 3 = 5, to je 6 ≤ y + 2 ≤ 7, odnosno y = 4 ili y = 5.
Sada lako izraqunamo: za y = 4 je x = 14, a za y = 5 za x dobijamo da
nije prirodan broj. Dakle rexeƬe je x = 14, y = 4, z = 2. Sliqno, za
z = 1 dobijamo jox dva rexeƬa: x = 30, y = 7, z = 1 i x = 19, y = 8, z = 1.

Zadatak 946. Brojevi 12 i 60 imaju interesantno svojstvo: Ƭihov
proizvod je taqno deset puta ve�i od Ƭihovog zbira. Ima li jox
takvih parova prirodnih brojeva?

RexeƬe: Traжe se prirodni brojevi m i n, takvi da je mn = 10(m+
n). Odavde imamo mn−10m−10n+100 = 100, odnosno (m−10)(n−10) =
100. Traжeni parovi (m,n) su: (11, 110), (14, 35), (15, 30) i (20, 20).
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72.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 947. Na�i broj k koji ima osobinu da postaje kvadrat celog
broja, ako se uve�a za 2 ili umaƬi za 7.

Zadatak 948. Koliko rexeƬa ima jednaqina p3 + 3p = q, ako su p i q
prosti brojevi?

Zadatak 949. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu xy+x−3y = 10.

Zadatak 950. Odrediti sve ure�ene parove (x, y) celih brojeva x i y
tako da je 7x2 − 3y2 = 17.

Zadatak 951. Dokazati da se kocka ivice 13 moжe ise�i na 1995 maƬih
kocki sa ivicama duжine 1, 2 ili 3. Koliko se pri tom dobija kocki
qija ivica ima duжinu 3?
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Предавање 73

Zadaci vezani za qasovnik

ƨubomir Radakovi�, Elektrotehniqki fakultet

73.1 Задаци за рад

Zadatak 952. Qetiri radnika treba da urade jedan posao. Ako bi
prvi, drugi i tre�i radili zajedno, zavrxili bi za 6 sati, a ako bi
radili prvi, drugi i qetvrti, zavrxili bi za 7, 5 sati. Me�utim, ako
rade samo tre�i i qetvrti, za taj posao im treba 10 sati. Za koliko
sati �e zavrxiti ako ceo posao rade svi istovremeno?

RexeƬe: Neka prvi, drugi, tre�i i qetvrti radnik rade posao
redom a, b, c i d sati. To znaqi, da �e za 1 sat uraditi redom 1

a
, 1
b
, 1
c
, 1
d

deo posla. Iz datih uslova dobijamo jednaqine: 1
a
+ 1

b
+ 1

c
= 1

6 , a
1
a
+ 1

b
+ 1

d
= 1

7,5 i 1
c
+ 1

d
= 1

10 . Ako saberemo ove jednaqine dobijamo:

2( 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
) = 2

5 , odnosno 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
= 1

5 , xto znaqi da �e svi
zajedno ovaj posao uraditi za 5 sati.

Zadatak 953. Dva qasovnika su navijena 5.08.2010. godine u 9 qasova.
Jedan od tih qasovnika je taqan, a drugi �zhuri”minut ipo (svakog
qasa). Kada �e oba qasovnika opet pokazivati isto vreme (kog datuma
i u koliko qasova)?

RexeƬe: Oba qasovnika �e opet pokazivati isto vreme u trenutku
kada drugi qasovnik (onaj xto жuri) bude ”otixao”napred za 12 qa-
sova. Poxto svakog qasa drugi qasovnik жuri po minut ipo, da bi
”otixao”napred za 12 qasova (720 minuta) u odnosu na taqan qasov-
nik, bi�e mu potrebno 720 : 1, 5 = 480 qasova, odosno 20 dana. Oba
qasovnika �e prvi put opet pokazati isto vreme kroz 20 dana u 9 qa-
sova,odnosno 25.08.2010.

Zadatak 954. Jedan qasovniqar navije 1. januara neke godine, taqno
u podne, tri qasovnika. Kada ih je idu�eg dana u podne kontrolisao,

463



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

konstatovao je da jedan od Ƭih ide taqno, da je jedan otixao napred za
1 minut i da je jedan zakasnio 1 minut. Kog dana i u koliko qasova �e
ovi qasovnici prvi put ponovo pokazivati isto vreme? PretpostavƩa
se da se qasovnici uredno navijaju i sve vreme rade istom brzinom
kao i prvog dana.

RexeƬe: Sva tri qasovnika pokaziva�e isto vreme onda kada drugi
qasovnik bude otixao napred za 12 qasova, a tre�i zaostao za isto
toliko. Kao u prethodnom zadatku dobija se da �e sva tri qasovnika
ponovo pokazivati isto vreme posle 720 dana, a to je taqno u podne
21. decembra idu�e godine, odnosno 20. decembra idu�e godine, ako je
jedna od ovih godina prestupna.

Zadatak 955. Jedan qasovnik zaostaje dve sekunde za 6 dana. Koliko
sati �e pokazivati taj qasovnik 8.03.2010. u podne, ako je doteran”01.01.2010.
u podne?

RexeƬe: Od 8.03.2010. u podne do 01.01.2010. u podne ima 66 dana.
U 66 dana ima 11 puta po 6 dana. Poxto za 6 dana qasovnik zaostaje
dve sekunde, za 66 dana zaosta�e 22 sekunde. Taj qasovnik �e 8.03.2010.
u podne pokazivati 11 qasova 59 minuta i 38 sekundi.

Zadatak 956. Da bi se isprжila jedna prжenica, potrebno je dva mi-
nuta (Svaka strana se prжi po jedan minut). Koliko je najmaƬe vre-
mena potrebno da se isrжe po 3 prжenice, ako je u tigaƬu mogu�e
prжiti o�ednom najvixe dve prжenice?

RexeƬe: Stavimo dve prжenice da se prжe 1 minut. Jednu ski-
nemo, dodamo tre�u i drugu okrenemo. Posle 2 minuta druga prжenica
�e biti gotova, Ƭu skinemo, okrenemo tre�u i dodamo prvu. KraƬe,
ukupno nam treba 3 minuta.

Zadatak 957. Mixa je pogledao na sat i u kalendar i zapisao da je
taj dan bio 5.04.1997. i taqno 9 sati i 15 minuta. Koji je datum bio
i koliko je sati bilo pre 1997 minuta?

RexeƬe: Kako je 1997minuta= 33sata i 17minuta, to je od 5-og
aprila u 0sati i 0minuta proteklo 9sati i 15minuta i treba se vra-
titi unazad 24sata i 2minuta. Do 4-og aprila u 0sati i 0 minut pro-
teklo je jox 24sata i ostala su jox 2minuta. Dakle pre 1997minuta je
bio 03.04.1997. i bilo je 23sata i 58minuta.

Zadatak 958. Sada je taqno 9 sati. Posle koliko vremena �e kazaƩke
prvi put zaklapati ugao od 50◦?

RexeƬe: U 9 sati mala kazaƩka ”beжi”velikoj za 270◦. Ugao izme�u
kazaƩki se polse 9 sati smaƬuje da bi u jednom trenutku bio 50◦.
Neka se to desi x minuta posle 9 sati. Dok velika kazaƩka ”pre�e”60
minuta, mala ”pre�e�samo 5 minuta, tj. velika prelazi 6◦ u minutu, a
mala samo 0, 5◦. Tada je 270◦ + 0, 5◦x = 6◦x+ 50◦. Dakle x = 40 minuta.
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Zadatak 959. Koliko minuta tokom jednog dana moжemo videti brojeve
2, 0, 0, 6 u nekom redosledu na digitalnom satu, od 00 : 00 do 23 : 59?

RexeƬe: Sat moжe da pokazuje slede�a vremena: 00 : 26, 02 : 06, 06 :
02, 06 : 20 i 20 : 06. Svako vreme moжemo videti taqno jedan minut, xto
je ukupno 5 minuta.

Zadatak 960. Bakin ruqni qasovnik tokom jednog sata жuri jedan mi-
nut. Dedin 
epni qasovnik, nasuprot bakinom, tokom jednog sata kasni
pola minuta. Juqe uveqe sam ih posetio i namestio sam oba sata. Re-
kao sam im da �u ih slede�i put najranije posetiti kad dedin sat bude
pokazivao jedan sat maƬe od bakinog. Koliko �e sati pro�i izme�u
moje dve posete?

RexeƬe: Nako svakog sata razlika vremena sa dva qasovnika pove�ava�e
se za 1, 5 minut. Razlika �e biti taqno jedan sat nakon 60 : 1, 5 = 40
sati.

Zadatak 961. Milan je krenuo u Xabac na ”LetƬu xkolu”nekoliko
minuta pre 9 qasova, a kada je stigao, u nekoliko minuta pre 12 qasova,
mala i velika kazaƩka su zamenile mesta. Koliko je vremena Milan
proveo na putu i kada je krenuo?

RexeƬe: Velika kazaƩka obi�e pun krug dok mala pre�e 1
12 kruga

(5min). Ako sa x oznaqimo broj minuta koje je Milan proveo u putu,
zakƩuqujemo da je za to vreme mala kazaƩka prexla x

12 minutnih po-
deoka, pa je x − 120 + x

12 = 60. Odavde je x = 12
13 · 180 = 2h46 2

13min. Ako
je Milan krenuo u y minuta do 9, tada �e do 9h velika kazaƩka pre�i
y minutnih podeoka, a mala y

12 minutnih podeoka. Kako je rastojaƬe
izme�u kazaƩki 180

13 minutnih podeoka, to je 180
13 − y

12 + y = 15, odakle je
y = 12

11 · 15
13 .

73.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 962. Ako je danas 14.08.2010. i taqno 9 sati i 30 minuta, koji
�e datum biti kroz 2010sati i 2010minuta?

Zadatak 963. Tri radnika treba da urade jedan posao. Ako bi prvi
i drugi radili zajedno, zavrxili bi za 6 sati, a ako bi radili prvi
i tre�i, zavrxili bi za 7, 5 sati. Me�utim, ako rade tre�i i drugi,
za taj posao im treba 10 sati. Za koliko sati �e zavrxiti ako ceo
posao rade svi istovremeno?

Zadatak 964. Koliko puta mala i velika kazaƩka naprave ugao od 90◦

u periodu od 6 sati izjutra do 12 sati popodne?

Zadatak 965. Sada je taqno 12 sati. Posle koliko vremena �e kazaƩke
prvi put zaklapati ugao od 120◦?
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Zadatak 966. Xestorka cifara abcdef predstavƩa vreme na digital-
nom qasovniku. Pri tome cifre ab odre�uju broj sati od 00 do 23,
cifre cd odre�uju broj minuta od 00 do 59 i cifre ef odre�uju broj
sekundi ok 00 do 59. Koliko ima ovakvih xestorki za koje i xestorka
cifara fedcba predstavƩa vreme koje se moжe proqitati na digital-
nom qasovniku?
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Предавање 74

DeƩivost i prosti brojevi

Nevena Nikoli�, Matematiqka gimnazija

74.1 Теориjски увод

Definicija 120. Ceo broj a deƩiv je celim brojem b, razliqitim od
nule, ako postoji ceo broj c takav da je a = bc. Ako je a deƩiv brojem
b, pisa�emo b|a (”b deli a”).

Definicija 121. Ceo broj p > 1 je prost ako p nema nijedan delilac
d 1 < d < p. Ceo broj m > 1 je sloжen ako nije prost.

Teorema 154. 1◦ Ako b|a onda b|ac za svako c ∈ Z.
2◦ Ako a|b i b|c, onda a|c.
3◦ Ako a|b i a|c, onda a|bx+ cy za sve x, y ∈ Z

4◦ Ako a|b i b|a, onda je a = b ili a = −b.
5◦ Ako za pozitivne brojeve a, b vaжi a|b, onda je a ≤ b.

Teorema 155. Ako se u jednakosti oblika a1 + a2 + ... + ak = 0 za sve
sabirke osim jednog zna da su deƩivi prostim brojem p, tada je i taj
sabirak deƩiv sa p.

Teorema 156. Svaki ceo broj a moжe se predstaviti na jedinstven
naqin pomo�u datog broja b u obliku a = bq + r, 06 r < b, gde su q i r
celi brojevi. Pritom se r naziva ostatkom pri deƩeƬu broja a brojem
b.

Definicija 122. Ceo broj d je zajedniqki delilac brojeva a i b ako
d|a i d|b.Najve�i me�u zajedniqkim deliocima brojeva a i b je najve�i
zajedniqki delilac brojeva a i b. Obeleжavamo ga sa (a, b). a i b su
uzajamno prosti kada je (a, b) = 1.

Definicija 123. Ako brojevi x, y, z zadovoƩavaju jednaqinu x2 + y2 =
z2, tada oni predstavƩaju Pitagorinu trojku.
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Teorema 157. Sve Pitagorine trojke su oblika

(x, y, z) = (2mnd, (m2 − n2)d, (m2 + n2)d)

ili
(x, y, z) = ((m2 − n2)d, 2mnd, (m2 + n2)d),

gde je (m,n) = 1.

Teorema 158. Svaki prost broj ve�i od 3 ima oblik 6k− 1 ili 6k+1.

Teorema 159. (Mala Fermaova teorema) Za prost broj p i prirodan
broj n vaжi da np−1 pri deƩeƬu sa p daje ostatak 1, ako je (n, p) = 1.

74.2 Задаци за рад

Zadatak 967. posmatrajmo brojeve 49, 4489, 444889..., koji se dobjaju
ako se izme�u cifara broja 49 upixe broj 48, a zatim nastavi sa
upisivaƬem broja 48. Dokazati da su svi dobijeni brojevi taqni
kvadrati.

RexeƬe: Uoqimo pravilnost; svaki broj ze zapisan pomo�u n qe-
tvorki, n − 1 osmice i devetke na kraju. Dakle, svaki broj je oblika
10n−1

9 ·4 ·1n+ 10n−1−1
9 ·8 ·10+9 = 1

9 · (102n ·4+4 ·10n+1) = (2·10
n+1
3 )2. Kako

je 2 · 10n + 1 deƩivo sa 3, ovim je dokaz zavrxen.

Zadatak 968. . Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji priro-
dan broj m i brojevi c1, c2, ...cm ∈ 1,−1, takvi da vaжi n = c1 · 12 + c2 ·
22...cm ·m2.

RexeƬe: Rexi�emo problem metodom matematiqke indukcije sa ko-
rakom 4. 1◦ baza: n = 1, 1 = 1 ·12; n = 2, 2 = (−1) ·12+(−1) ·22+(−1) ·32+
1 · 42;n = 3, 3 = (−1) · 12 +1 · 22; n = 4,4 = 1 · 12 + (−1) · 22 + (−1) · 32 +1 · 42
2◦ induktivna pretpostaka za n, postoji prirodan broj m i brojevi
c1, c2, ...cm ∈ 1,−1, takvi da vaжi n = c1 · 12 + c2 · 22...cm ·m2

3◦ induktivni korak za n+ 4,

n+ 4 = c1 · 12 + c2 · 22...cm ·m2 + 4 = c1 · 12 + c2 · 22...cm ·m2

+1 · (m+ 1)2 + (−1) · (m+ 2)2 + (−1) · (m+ 3)2 + 1 · (m+ 4)2.

Ovim je dokaz zavrxen.

Zadatak 969. Dokazati da broj M = 1
2 +

1
3 + ...+

1
n
(n je prirodan broj),

ne moжe biti ceo broj.

RexeƬe: Neka je k najve�i ceo broj za koji je 2k 6 n i P proizvod
svih neparnih brojeva koji nisu ve�i od n. Pretpostavimo suprotno,
da je M ceo broj. Tada je 2k−1PM ceo. Me�tim, on predstavƩa sumu
qiji su svi sabirci celi osim 2k−1P 1

2k
= P

2 . Kontradikcija.
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Zadatak 970. Neka su a, b, c ∈ N takvi da je ab
a−b

= c i (a, b, c) = 1.
Dokazati da je a− b potpun kvadrat.

RexeƬe: Pretpostavimo da a− b nije potpun kvadrat. Tada postoji
prost broj p i prirodan broj k, takvi da p2k−1||a − b. Iz a − b|ab
sledi p2k−1|ab, pa je bar jedan od brojeva a, b deƩiv sa pk. Me�utim
iz p2k−1|a− b sledi da isto vaжi i za drugi od tih brojeva, pa p2k|ab.
Ali tada p|c pa brojevi nisu uzajamno prosti. Kontradikcija.

Zadatak 971. Rexiti jednaqinu (p− 1)! + 1 = pm, pri qemu je p prost,
a m prirodan broj.

RexeƬe: Za prva tri prosta broja dobijamo slede�a rexeƬa: (p,m) ∈
{(2, 1), (3, 1), (5, 2)}. Pokaжimo da jednaqina nema rexeƬa za p > 5.
(p − 1)! = pm − 1, tj. (p − 2)! · (p − 1) = (p − 1) · (pm−1 + ... + p + 1).
Kako je p prost i p > 5 imamo da je p − 1 sloжen, pa ga moжemo pred-
staviti kao proizvod p − 1 = d1 · d2 · ... · dk. Svaki od qinilaca je
maƬi od p − 1, pa se mora nalaziti u (p − 2)! bar jedanput, pa sledi
p− 1|pm−1 + ...+ p+ 1. Kako je ostatak pri deƩeƬu pi sa p− 1 jednak 1,
dobijamo da p − 1|1 + 1 + ... + 1 (m puta), tj. p − 1|m, pa je m ≥ p − 1.
Odatle je pm ≥ pp−1 > (p− 1)!+ 1 za p > 5, pa jednaqina u ovom sluqaju
nema rexeƬa. Nejednakost nn−1 > (n − 1)! + 1, za n ≥ 3 se dokazuje
matematiqkom indukcijom.

Zadatak 972. Na�i sva rexeƬa jednaqine x2 + y2 + z2 = 2004 · x · y · z· u
skupu Z.

RexeƬe: Jednaqina ima trivijalno rexeƬe x = y = z = 0, u su-
protnom ni jedan od x, y, z nije jednak nuli. Izraz sa desne strane
deƩiv je sa 4. ako potpun kvadrat daj ostatke 0 i 1 pri deƩeƬu
sa 4 dobijamo da sva tri broja, x, y, z, moraju biti parni. Dakle:
x = 2x1, y = 2y1, z = 2z1. Uvrstimo ovo u polaznu jednakost i dobijamo
x21+y

2
1+z

2
1 = 4008 ·x1 ·y1 ·z1·. Sada analogno dobijamo da su svi x1, y1, z1

parni. Neka je k najve�i stepen broja 2 koji deli x. PonavƩaju�i
ovaj postupak k + 1 puta dobijamo da 2k+1|x. Kontradikcija.

Zadatak 973. Data je kruжnica k koja sadrжi temena kvadrata stra-
nice 7. Jedno teme kvadrata nalazi se u koordinatnim poqetku, a dve
stranice leжe na x i y koordinati, redom. Odrediti sve celobrojne
taqke koordinatnog sistema koje sadrжi k.

RexeƬe: Neka su x i y koordinate taqke sa desne”polukruжnice.(kada
dobijemo Ƭihov broj, rexeƬe �e biti dva puta ve�i broj, jer je ”leva”poukruжnica
simetriqna) Za Ƭih vaжi (x− 7

2 )
2+(y− 7

2 )
2 = r2 = 72

2 . Kada obe strane

pomnoжimo sa 4, dobijamo izraz tipa a2 + b2 = 2c2, neka je a1 = a+b
2

i b1 = a−b
2 , sada je a21 + b21 = c2. PosledƬi izraz predstavƩa Pitago-

rinu trojku. Kada izvrximo ovu transfomaciju, nax dobijeni izraz
izgleda ovako: (x + y − 7)2 + (x − y)2 = 72. Dakle, proveravamo dva
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sluqaja:
1◦ 7 = (m2 + n2)d, x + y − 7 = (m2 − n2)d, x− y = 2mnd vaжi (m,n) = 1,,
kako m2+n2 ne moжe biti 7, sledi da je d = 7,m = 1, n = 0, x = 7, y = 7.
2◦ 7 = (m2 + n2)d, x + y − 7 = 2mnd, x − y = (m2 − n2)d vaжi (m,n) = 1,
rexavaƬem dobijamo x = 7, y = 0.
ovim smo dobili sve celobrojne taqke koje pripadaju desnoj”plukruжnici,
Ƭima simetriqne na ”levoj”polukruжnici su (0, 0) i (0, 7). Dakle,
ukupno ih ima samo 4.

Zadatak 974. Odrediti n tako da vaжi n|2n − 1

RexeƬe:Neka je p najmaƬi prost broj, td. p|n, tada vaжi i p|2n − 1.
Znamo da p|2p−1 − 1 (Mala Fermaova teorema). Iz ove dve deƩivosti
sledi da p|NZD(2n − 1, 2p−1 − 1). Za nastavak nam je potrebna slede�a
lema:

Лема 16. Za prirodne brojeve a, l, k vaжi (ak − 1, al − 1) = a(k,l) − 1

Dokaz: za k = l trivijalno. Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo uzeti da
je k > l. Sledi

(ak − 1, al − 1) = (ak − al, al − 1) = (ak−l − 1, al − 1) = ... = a(k,l) − 1

po Euklidovom algoritmu. Dakle, uz pomo� leme dobijamo p|2(p−1,n)−1.
Kako je (p− 1, n) = 1 sledi p|2− 1 = 1. Ovim je dokazano da ne postoji
n koje zadovoƩava uslov.

Zadatak 975. Dokazati da ima beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika
6k + 5.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tvr�eƬu zadatka, da postoji samo
konaqno mnogo prostih brojeva datog oblika. Neka su to brojevi
p1, p2, ..., pn. Tada je broj 6P − 1 sloжen, gde je P = p1 · p2 · ... · pn.
Broj 6P − 1 ima prost delilac oblika 6l− 1 (u suprotnom svi bi bili
oblika 6l+ 1, ali tada bi i sam broj bio tog oblika)

Zadatak 976. Dokazati da broj (n+2)4 −n4 ni za jedan prirodan broj
n nije kub prirodnog broja.

RexeƬe: (n+2)4−n4 = ((n+2)2−n2)((n+2)2+n2) = 8(n+1)(n2+2n+1) =
8((n + 1)3 + (n + 1)) = 8(k3 + k), gde je k = n + 1. Broj k3 + k ne moжe
biti potpun kub jer se nalazi izme�u dva uzastopna potpuna kuba, tj.
k3 < k3 + k < (k + 1)3.

74.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 977. Na�i sve prirodne brojeve b za koje postoji a tako da
b|a2 + 1 i b|a3 − 1.
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Zadatak 978. Ako je p prost broj ve�i od 3, dokazati da se broj 4p2+1
moжe predstaviti kao zbir kvadrata tri razliqita prirodna broja.

Zadatak 979. Neka je a prirodan broj ve�i od 1. Dokazati da je broj
n(2n+ 1)(3n+ 1)...(an+ 1) deƩiv svim prostim brojevima maƬim od a,
za svaki prirodan broj n.

Zadatak 980. Dokazati da ima beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika
4k + 3.

Zadatak 981. Ako su p1, p2, ..., pn razliqiti prosti brojevi, dokazati
da 1

p1
+ 1

p2
+ ...+ 1

pn
nije ceo broj.



Литература

[1] V. Dragovi�, �. Dugoxija, P. Mladenovi� Republiqka i savezna
takmiqeƬa iz matematike, Materijali za mlade matematiqare
sveska 39, Beograd 2002.

[2] V.V. Prasolov, Problems in plane and solid geometry, elektronsko iz-
daƬe.

[3] Dodatna nastava u Matematiqkoj gimnaziji

[4] Sajt http://srb.imomath.com/

[5] Redovna nastava u Matematiqkoj gimnaziji

473



Предавање 75

Dirihleov princip

Nevena Nikoli�, Matematiqka gimnazija

75.1 Теориjски увод

Definicija 124. Neka je {A1, A2, ..., Ak} razbijaƬe (nk+1)-skupa S na
k blokova. Tada bar jedan od skupova A1, A2, ..., Ak sadrжi ne maƬe od
n+ 1 elemenata.

75.2 Задаци за рад

Zadatak 982. Prirodni brojevi od 1 do 2n napisani su u proizvoƩnom
poretku, a zatim je ispod svakog od Ƭih napisan Ƭegov redni broj
u tom nizu. Svaki je qlan pritom sabran sa svojim rednim brojem.
Dokazati da me�u tako dobijenim brojevima (zbirovima) postoje dva
qija je razlika deƩiva sa 2n.

RexeƬe: Neka su dobijeni zbirovi s1, s2, ..., s2n . Pretpostavimo
da oni pri deƩeƬu sa 2n daju razliqite ostatke. Ti ostaci bi tada
bili 0, 1, 2, ..., 2n − 1 (ukupno 2n razliqitih ostataka) i Ƭihov zbir

bi iznosio S = 2n(2n−1)
2 = n(2n − 1). S druge strane imamo: T =

s1 + s2 + ... + s2n = 2 2n(2n+1)
2 = 2n(2n + 1). Razlika svakog od brojeva

s1, s2, ..., s2n i Ƭegovog ostatka pri deƩeƬu sa 2n deƩiva je sa 2n. Zato
je i razlika T − S deƩiva sa 2n. Kako je T − S = n(2n+ 3) i n(2n+ 3)
je broj koji nije deƩiv sa 2n, ne mogu svi ostaci biti razliqiti, ve�
postoje bar dva me�usobno jednaka. Razlika ta dva deƩiva je sa 2n i
time je dokazano tvr�eƬe zadatka.

Zadatak 983. Dat je kvadrat stranice 2 i unutar Ƭega 2005 taqaka
tako da nikoje tri nisu kolinearne. kvadrat je podeƩen na trouglove
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qija su temena sve date taqke i sva temena kvadrata. Stranice trou-
glova se me�usobno ne seku. Dokazati da postoji trougao qija povrs-
hina nije ve�a od 1

1003 .

RexeƬe: Odredimo najpre koliko ima trouglova na koje je kvadrat
podeƩen. Svaka taqka unutar kvadrata doprinosi sa 360◦, a svako teme
kvadrata sa 90◦. Kako je zbir uglova u svakom rouglu 180◦, traжeni
broj trouglova je 2005·360◦+4·90◦

180◦ = 4012. Pretpostavimo sada suprotno
tvr�eƬu zadatka, da je povrxina svakog od datih trouglova ve�a od

1
1003 . Tada bi zbir svih povrxina bio ve�i od 4012 · 1

1003 = 4. dakle
postoji trougao qija povrxina nije ve�a od 1

1003 .

Zadatak 984. Dokazati da postoji stepen broja 3 qiji se desetiqni
zapis zavrxava sa 0001.

RexeƬe: Posmatrajmo niz qetvorocifrenih brojeva 0003, 0009, 0027,
0081..., koji predstavƩa posledƬe qetiri cifre brojeva (redom): 3, 32, 33...
Kako postoji 104 mogu�nosti za brojeve u nizu, onda zasigurno postoje
qlana niza koji su me�usobno jednaki. Neka su to 3k i 3m, (k > m).
Tada je 3k − 3m = 10000n, gde je n nenegativan ceo broj. Leva strana
jednakosti deƩiva je sa 3m. Prema tome, n mora biti deƩivo sa 3m.
Nakon deƩeƬa obe strane jednakosti sa 3m dobijamo slede�i izraz:
3k−m−1 = 10000s, gde je s = n

3m . Dakle, k−m je traжeni stepen broja 3
qiji se desetiqni zapis zavrxava sa 0001. Ovim je dokazano tvr�eƬe
zadatka.

Zadatak 985. U pravougaoniku 3×4 uoqeno je 6 taqaka. Dokazati da se
me�u Ƭima mogu na�i dve taqke sa me�usobnim rastojaƬem ne ve�im
od

√
5.

RexeƬe: Pravougaonik se izdeli na 5 delova od kojih su tri petou-
glovi sa stranicama 1, 2, 1,

√
2,
√
2 a dva dela su polovine tog petougla.

Dijametar svakog od delova je
√
5. Po Dirihleovom principu najmaƬe

dve taqke pripadaju istom delu. Time je tvr�eƬe zadatka dokazano.

Zadatak 986. Xahista igra svakog dana bar jednu partiju xaha, ali
ne vixe od 12 nedeƩno. Dokazati da je mogu�e na�i nekoliko uzastop-
nih dana u toku kojih je xahista odigrao taqno 20 partija.

RexeƬe: Neka brojevi a1, a2, ..., a77 predstavƩaju broj odigranih
partija tokom prvog dana, prva 2 dana,..., prvih 77 dana (11 nede-
Ʃa) redom. Posmatrajmo brojeve slede�a dva niza: a1, a2, ..., a77; a1 +
20, a2 + 20, ..., a77 + 20, ovde imamo 154 prirodna broja. Kako a77 nije
ve�e od 132, nijedan od napred napisanih brojeva nije ve�i od 152.
Kako ih ima 154 > 152, bar dva su ista (Dirihleov princip). Kako
brojevi u svakom nizu moraju biti me�usobno razliqiti (jer xahista
svakog dana odigra bar jednu partiju) sledi da je neki qlan prvog
niza jednak nekom qlanu drugog niza. Dakle, postoje prirodni bro-
jevi k i l td. ak = al + 20 pa je ak − al = 20 xto znaqi da je xahista u
toku roku od k− l dana (od (l+1)-og do k-og) odigrao taqno 20 partija.
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Zadatak 987. Imamo 2k+1 kartica, numerisanih prirodnim brojevima
od 1 do 2k + 1. Koliko se najvixe kartica moжe izabrati tako da
nijedan od brojeva, napisanih na izvuqenim karticama, ne bude jednak
zbiru druga dva broja sa izabranih kartica?

RexeƬe: Lako se uoqi da traжenu osobinu imaju kartice s broje-
vima: k + 1, k + 2, ..., 2k + 1 (svega k + 1 kartica). Pretpostavimo da
je mogu�e izabrati k + r kartica tako da je r > 1 koje zadovoƩavaju
uslov zadatka. Neka je n najve�i broj sa izabranih kartica. Po-
smatrajmo razlike izme�u broja n i preostalih brojeva sa izabranih
kartica. Razlika ima k+ r− 1 i one moraju biti napisane na preosta-
lih 2k+1−(k+r) kartica, tj. mora biti k+r−1 <= 2k+1−(k+r), odakle
je r ≤ 1. Ovo je protivureqno naxoj pretpostavci. Dakle, najvixe se
moжe izabrati k + 1 kartica koje zadovoƩavaju uslove zadatka.

Zadatak 988. U ravni je dato 15 taqaka, takvih da me�u bilo koje tri
postoje dve qije je rastojaƬe maƬe od 1. Dokazati da moжemo natji
osam taqaka sadrжanih u krugu polupeqnika 1.

RexeƬe: Neka su date taqke A1, A2, ..., A15. Kako 15 taqaka odre�uju
105 duжi (konaqan broj), to postoji duж koja je najve�a od Ƭih. Neka
je to duж AkAj . Ako je duж AkAj maƬa od ili jednaka 1,onda su 14
taqaka u krugu qiji je centar taqke Ak, a polupreqnik 1. Ako je AkAj

ve�e od 1, onda se konstruixu krugovi k1 i k2 sa centrima u Ak i Aj ,
redom, i polupreqnicima duжine 1.Svaka od preostalih 13 taqaka
se nalazi bar u jednom od ova dva kruga, pa se (prema Dirihleovom
principu) bar osam nalaze u jednom od Ƭih. Ovim je dokaz zavrxen.

Zadatak 989. Na prvenstvu grada iz koxarke svaka ekipa sa svakom
igra po jednu utakmicu. Svaki put kada gledalac pogleda na sat is-
postavi se da bar dve ekipe imaju isti broj odigranih utakmica. Da
li je to sluqajnost?

RexeƬe:Neka je n broj ekipa. U svakom trenutku, svaka ekipa moжe
imati najmaƬe nula, a najvixe n − 1 odigranih utakmica (dakle, n
mogu�nosti). Ako neka ekipa nije odigrala ni jednu utakmicu, ne
moжe postojati ekipa koja je odigrala n−1 utakmicu, i obratno. Tako
da imamo n − 1 mogu�nosti za broj odigranih utakmica svake ekipe.
Kako ekipa ima n > n−1 (prema Dirihleovom principu) bar dve imaju
jednak broj odigranih utakmica. Dakle, to nije sluqajnost.

Zadatak 990. Kvadrat povrxine P prelepƩen je stikerima ukupne po-
vrxine ve�e od 2010P . Broj stikera je 2011. Dokazati da postoji
taqka kvadrata preko koje su zalepƩeni svi stikeri.

RexeƬe: Pretpostavimo suprotno tvr�eƬu zadatka, da je svaka
taqka prelepƩena sa najvixe 2010 stikera. Ukupna povrxina svih
stikera bila bi najvixe 2010P . Kontradikcija.
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Zadatak 991. Dat je krug preqnika R = 3 i u Ƭemu nekoliko maƬih
krugova. Zbir preqnika svih krugova je 25.Dokazati da za svaku pravu
koja pripada ravni krugova postoji Ƭoj paralelna tako da seqe bar 9
malih krugova.

RexeƬe: Uoqimo proizvoƩnu pravu p u ravni krugova. Neka je
p1 prava normalna na uoqenu. Izvrximo projekcije velikog i svih
malih krugova na pravu p1. Svaki krug se projektuje u duж duжine
preqnika kruga isve projekcije se nalaze na duжi duжine 3 (preqnik
velikog kruga).Kako je 25 > 3·8 (prema Dirihleovom principu) postoji
taqka, nazovimo je A, koja je ”pokrivena�sa bar 9 projekcija. Tada je
traжena prava ona koja sadrжi taqku A i normalna je na p1. Ta prava
je paralelna sa polaznom p.

75.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 992. Ako je k prirodnih brojeva pore�ano na proizvoƩan
naqin u niz, dokazati da u tom nizu uvek postoji nekoliko uzastopnih
brojeva qiji je zbir deƩiv sa k.

Zadatak 993. Imamo kn kuglica u n razliqitih boja, pri qemu jednako
od svake boje. Ma kako one bile raspore�ene u n kutija po k kuglica
u svakoj, uvek je mogu�e iz svake kutije izvu�i po jednu kuglicu, tako
da budu zastupƩene sve boje. Dokazati.

Zadatak 994. Xest taqaka razmexteno je tako da nikoje tri nisu ko-
linearne. Sv taqke su spojene duжima koje su pritom obojene u jednu
od dve razliqite boje. Dokazati da postoji ”jednakobojni”trougao.

Zadatak 995. U kvadratu stranice 1 uzeta je proizvoƩno 101 taqka
(neke mogu biti i na stranicama), nikoje tri kolinearne. Dokazati
da postoji trougao s temenima u tim taqkama qija povrxina nije ve�a
od 0,01.

Zadatak 996. Dokazati da se u krug polupreqnika 9 ne moжe smestiti
400 taqaka, tako da ratojaƬe izme�u svake dve taqke bude ve�e od 1.
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Предавање 76

Problemski zadaci sa

jednaqinama

Petar Radovanovi�, Matematiqka gimnazija

76.1 Теориjски увод

Definicija 125. Jednaqina ax = b ima jedinstveno rexeƬe x = b
a
, ako

je a 6= 0,(odre�ena je).

Definicija 126. Jednaqina 0 · x = b, gde je b 6= 0, nema rexeƬa (ne-
mogu�a je, nije saglasna).

Definicija 127. Jednaqina 0 · x = 0 je identiqnost i zadovoƩena je
za svaki realan broj x (neodre�ena je).

Pri rexavaƬu jednaqina koristimo, izme�u ostalih, i osobinu da
su jednakosti saglasne sa osnovnim operacijama. Mogu se sabirati,
oduzimati, a tako�e se mogu mnoжiti i deliti brojevima ili izra-
zima koji nisu jednaki nuli.

76.2 Задаци за рад

Zadatak 997. Pet volova i dva ovna koxtaju 11 zlatnika, a osam ov-
nova i dva vola koxtaju 8 zlatnika. Koliko koxta vo, a koliko ovan?

RexeƬe: Kako 2 vola i osam ovnova koxtaju 8 zlatnika, to 1 vo i 4
ovna koxtaju 4 zlatnika, a 5 volova i 20 ovnova koxtaju 20 zlatnika.
Ako 5 volova i 20 ovnova koxtaju 20 zlatnika, a 5 volova i 2 ovna
koxtaju 11 zlatnika, onda 20 − 2 = 18 ovnova koxta 9 zlatnika, pa
jedan ovan koxta pola zlatnika, a jedan vo 4− 4 · 0, 5 = 2 zlatnika.
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Zadatak 998. Vlada Nada i Jagoda su zaradili zajedno 6000 dinara.
Vlada je zaradio 5

7 sume koju su zaradile Nada i Jagoda, a Nada je
zaradila za 1

4 novca maƬe od Jagode. Koliko je svako od Ƭih zaradio?

RexeƬe: Ako je Jagoda zaradila 4x, tada je Nada zaradila 3x di-
nara, a zajedno su zaradile 7x. Kako je Vlada zaradio Ƭihovih 5

7 on je
zaradio 5x dinara, a zajedno su zaradili 12x = 6000 dinara. Odavde je
x = 500, pa je Nada zaradila 1500, Jagoda 2000, a Vlada 2500 dinara.

Zadatak 999. Neki posao Duxko bi zavrxio za 12 dana, Taxko za 15
dana, a Raxko za 20 dana. Radili su zajedno 4 dana, a potom je ostatak
posla zavrxio Taxko. Koliko dana je ukupno radio Taxko?

RexeƬe: Za jedan dan Duxko zavrxi 1
12 , Taxko 1

15 , a Raxko 1
20 posla,

a svi zajedno 1
12 + 1

15 + 1
20 = 1

5 posla. Za 4 dana zavrxi�e 4
5 posla, a

preostalu petinu posla Taxko �e zavrxiti za 1
5 : 1

15 = 3 dana, pa �e
ukupno raditi 7 dana.

Zadatak 1000. Za zimovaƬe se prijavilo 2
9 uqenika vixe nego xto je

planirano. Pred polazak, zbog bolesti, 3
11 prijavƩenih je moralo da

odustane od puta, tako da je na zimovaƬe otixlo 8 uqenika maƬe nego
xto je planirano. Koliko je planirano, a koliko je uqenika otixlo
na zimovaƬe?

RexeƬe: Neka je broj planiranih uqenika x. Tada je broj prija-
vƩenih uqenika 11

9 x, a na zimovaƬe je otixlo 8
11 · 11

9 x = 8
9x uqenika.

RexeƬe jednaqine x−8 = 8
9x je x = 72. Dakle, broj planiranih uqenika

je 72, a na zimovaƬe je otixlo 64 uqenika.

Zadatak 1001. �or�e je kupio pun 
ep qokoladica. Najpre je sreo
Anu i dao joj polovinu svih qokoladica i jox pola od jedne qokola-
dice. Zatim je sreo Banu i dao joj polovinu preostalih qokoladica
i jox pola od jedne. Na kraju, kada je sreo Canu i dao joj polovinu
qokoladica koje su mu preostale i jox pola od jedne i 
ep mu je ostao
prazan. Koliko qokoladica je kupio �or�e?

RexeƬe: Ako se krene od kraja, nakon susreta sa Canom, �or�e je
ostao bez qokolade. Cani je dao polovinu svih koje je imao u 
epu i
jox pola od jedne: x − (12x + 1

2 ) = 0. Sledi da je x = 1. Iz ovoga se
jasno vidi da je nakon susreta sa Banom imao jednu qokoladicu. Ako
je pre susreta sa Banom imao y qokoladica, onda je y− (12y+

1
2 ) = 1, pa

je y = 3, pa su nakon susreta sa Anom �or�u preostale 3 qokoladice.
Ako je ukupan broj qokoladica n, jasno je da je n− (12n+ 1

2 ) = 3, pa je
n = 7.

Zadatak 1002. Lopta koja slobodno pada svaki put odskoqi od zemƩe
do visine za 3

5 maƬe od visine sa koje pada. Ako je u tre�em odskoku
dostigla visinu od 32cm, na�i duжinu puta Koji �e loptica pre�i
do momenta kada qetvrti put padne na zemƩu.
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RexeƬe: Da bi u tre�em odskoku loptica dostigla 32cm, ona u
drugom odskoku mora da dostigne visinu x koja zadovoƩava uslov
2
5x = 32cm. Odavde je x = 80cm. Sliqno, za drugi odskok od 80cm po-
trebno je da je visina prvog odskoka 200cm, a za prvi odskok od 200cm
potrebno je da loptica padne sa 500cm. Put koji loptica prevali dok
nije qetvrti put dodirnula zemƩu je s = 500+2·200+2·80+2·32 = 1124cm.

Zadatak 1003. Na dve gomile se nalaze klikeri tako da se broj kli-
kera na prvoj gomili prema broju klikera koji se nalaze na drugoj
gomili odnosi kao 4 prema 3. Ako se dva klikera sa jedne gomile
premeste na drugu gomilu novi odnos je 3 prema 2. Koliko je klikera
bilo na svakoj od gomila?

RexeƬe: Kako je 4
3 <

3
2 , to se ta dva klikera premextaju sa maƬe na

ve�u gomilu. Ako sa x oznaqimo ukupan broj klikera, onda se na ve�oj
gomili nalazi 4

7x = 20
35x klikera. PremextaƬem dva klikera na ve�oj

gomili �e biti 3
5x = 21

35x klikera. Dakle, dva klikera predstavƩaju
1
35x pa ima 70 klikera.

Zadatak 1004. Veliki mikser u fabrici eurokrema napuni se slavi-
nom za teqnu crnu qokoladu za 23 minuta, a slavinom za teqnu belu
qokoladu za 17 minuta. Posle koliko vremena od otvaraƬa slavine
za crnu treba otvoriti slavinu za belu qokoladu, tako da u mikseru
koji je na poqetku bio prazan, na kraju bude 2,5 puta vixe crne nego
bele qokolade?

RexeƬe: U punom mikseru ukupna koliqina qokolade je 3,5 puta
ve�a od koliqine bele qokolade. Zbog toga �e crne qokolade biti
5
7 , a bele 2

7 od punog miksera. Zato je potrebno da slavina za crnu
qokoladu bude otvorena 5

7 ·23 minuta, a za belu 2
7 ·17 minuta. Poxto je

5
7 ·23− 2

7 ·17 = 81
7 , slavinu za belu qokoladu treba otvoriti11 4

7 minuta
nakon otvaraƬa slavine za crnu qokoladu.

Zadatak 1005. Na stolu su tri sve�e jednakih duжina, ali nejednakih
debƩina. Jagoda je u 8h upalila prvu sve�u, a posle jednog sata i
druge dve. Sat posle toga su se izjednaqile po duжini prva i tre�a
sve�a. Kada �e se izjednaqiti po duжini prva i druga sve�a ako
tre�a cela izgori za 8 sati, a druga cela izgori za 12 sati?

RexeƬe: Prva i tre�a sve�a su se izjednaqile po duжini poxto je
prva gorela 2 sata, a tre�a 1 sat. Prva sve�a, dakle, gori dva puta
sporije od tre�e, pa �e izgoreti za 16 sati. Prva sve�a �e za 4 sata
izgoreti qetvrtinu svoje duжine. Za to vreme druga �e goreti tri
sata i tako�e izgoreti qetvrtinu svoje duжine. Tada, u 12h, �e se ove
dve sve�e izjednaqiti po duжini.

Zadatak 1006. U svakoj klupi u razredu sede najvixe dva uqenika.
Poznato je da 2

3 ukupnog broja deqaka sedi u klupama sa 3
5 ukupnog

broja devojqica. Koji deo uqenika sedi u paru deqak-devojqica?
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RexeƬe: Neka je p broj parova deqak-devojqica koji sede zajedno.
Znaqi, broj uqenika u parovima je 2p. Neka su m i n brojevi deqaka,
odnosno devojqica. Tada je p = 2

3m i p = 3
5n, odakle je m = 3

2p i n = 5
3p.

Ukupan broj uqenika u odeƩeƬu jem+n = 19
6 p. Sada je 2p

19
6 p

= 12
19 . Dakle,

12
19 od ukupnog broja uqenika sedi u mexovitim parovima.

76.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1007. Posle oqeve smrti sinovi podele nasledstvo na slede�i
naqin: najstariji uzme 100 miliona i xestinu ostatka, drugi uzme 200
miliona i xestinu ostatka, tre�i 300 miliona i xestinu ostatka...
Na kraju se ispostavilo da je svaki od sinova dobio istu sumu. Ko-
liko je bra�e bilo i koliko je nasledstvo svaki od Ƭeh dobio?

Zadatak 1008. Trgovaqki putnik je na poslovni sastanak krenuo au-
tomobilom. U toku prvog sata prevezao je 60km. Tada je izraqunao da
�e za 30 minuta zakasniti na sastanak ako put nastavi istom brzinom.
Zbog toga je brzinu pove�ao na 80km/h i stigao je 40 minuta ranije
na ciƩ. Koliko je daleko putovao?

Zadatak 1009. Komad legure cinka i bakra, mase 40kg, kad se sasvim
potopi u vodu, izgubi u masi 5kg. Na�i koliko u Ƭemu ima cinka, a
koliko bakra, ako je poznato da u vodi cink gubi 14 2

7%, a bakar 11 1
9%

svoje mase.

Zadatak 1010. Posuda je napuƬena stoprocentnim alkoholom. Odli-
jemo 2 litra alkohola i dolijemo isto toliko destilovane vode. Ovaj
postupak ponovimo jox jednom, tj. odlijemo 2 litra mexavine i do-
damo 2 litra destilovane vode. Na taj naqin u posudi dobijemo 36
procentni rastvor alkohola. Koliko litara rastvora sadrжi ova po-
suda?

Zadatak 1011. PredƬa guma motocikla se istroxi posle pre�enih
25000km, a zadƬa posle 15000km. Posle koliko kilometara treba pro-
meniti gume da bi se obe istovremeno istroxile? Kada mora uzeti
nove gume?
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Предавање 77

DeƩivost

Milox MilosavƩevi�, Matematiqka Gimnazija

77.1 Теориjски увод

Teorema 160. Broj je deƩiv sa 3 ako mu je zbir cifara deƩiv sa 3.

Teorema 161. Broj je deƩiv sa 9 ako mu je zbir cifara deƩiv sa 9.

Teorema 162. Broj je deƩiv sa 4 ako mu je dvocifreni zavrxetak
deƩiv sa 4.

Teorema 163. Broj je deƩiv sa 5 ako mu je posledƬa cifra 0 ili 5.

Teorema 164. Broj je deƩiv sa 10 ako mu je posledƬa cifra 0.

Teorema 165. Broj je deƩiv sa 8 ako mu je trocifreni zavrxetak
deƩiv sa 8.

Teorema 166. Broj je deƩiv sa 11 ako mu je razlika zbira cifara na
neparnim i zbira zifara na parnim mestima deƩiva sa 11.

Teorema 167. Broj je deƩiv sa 25 ako mu je dvocifreni zavrxetak
deƩiv sa 25.

77.2 Задаци за рад

Zadatak 1012. Dokazati da je zbir tri uzastopna prirodna broja od
kojih je samo jedan paran uvek deƩiv sa 6.

RexeƬe: Neka su to brojevi n, n+ 1, n+2. SabiraƬem ovih brojeva
dobijemo 3n + 3. Dakle zbir je deƩiv sa tri. Tako�e on mora biti
paran, jer imamo dva neparna broja, koja u zbiru daju paran broj, i
kad im dodamo jox jedan paran broj opet dobijemo paran broj. Tada
je ovaj zbir deƩiv sa 2 i sa 3, pa mora biti deƩiv i sa 6.

485



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1013. Dokazati da je proizvod qetiri uzastopna prirodna
broja uvek deƩiv sa 24.

RexeƬe: Me�u Ƭima moraju biti dva parna broja. Me�utim kad
imamo dva uzastopna parna broja jedan od Ƭih je uvek deƩiv sa 4.
Znaci da je proizvod ova qetiri broja sigurno deƩiv sa 8. Tako�e
jedan od ova 4 broja mora biti deƩiv sa tri, me�u 3 uzastopna pri-
rodan broja jedan mora biti deƩiv sa 3.Zaista ostaci koji dobijamo
pri deƩeƬu sa 3 su 1 ili 2, to znaqi od broja s kojim god ostatkom
da krenemo jedan od slede�ih brojeva �e biti deƩiv sa 3.. Dakle
proizvod mora biti deƩiv sa 24.

Zadatak 1014. Odredi cifru a tako da izraz 17 · 16a+ 2010 · 2012 bude
deƩiv sa 12.

RexeƬe: Broj je deƩiv sa 12 ako je deƩiv sa 3 i sa 4. Broj 2010
je deƩiv sa 3, a 2012 je deƩiv sa 4, pa je proizvod 2010 · 2012 deƩiv
sa 12. To znaqi da izraz 17 · 16a mora tako�e biti deƩiv sa 12.DA bi
ovaj broj bio deƩiv sa 4, imamo slede�e mogu�nosti za a, a ∈ 0, 4, 8.
Za a = 0 je 1+6+0 = 7, nije deƩivo sa 3. Za a = 4 je 1+6+4 = 11, nije
deƩivo sa 3. Za a = 8 je 1 + 6 + 8 = 15, deƩivo sa 3, pa je ovaj izraz
deƩiv sa 12. Znaqi a = 8.

Zadatak 1015. Na�i koliqnik i ostatak pri deƩeƬu izraza 1 · 2 · 3 · 4 ·
5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 + 75 sa brojem 35.

RexeƬe: Ovaj izraz moжemo zapisati kao 35 · 1 · 2 · 3 · 4 · 6 · 8 · 9 · 10 · 11 ·
12+2 ·35+5 = 35 · (1 ·2 ·3 ·4 ·6 ·8 ·9 ·10 ·11 ·12+2)+5 . Odavde vidimo da je
traжeni ostatak 5, a koliqnik 1 · 2 · 3 · 4 · 6 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12+2 = 13685762.

Zadatak 1016. Prirodni broj n pri deƩeƬu sa 6 daje ostatak 4, a pri
deƩeƬu sa 15 daje ostatak 7. Koliki je ostatak pri deƩeƬu broja n
sa 30?

RexeƬe: Iz uslova zadatka imamo n = 6a + 4, n = 15b + 7a, b ∈ N0..
Trebamo odrediti r ∈ N0, tako da vaжi n = 30z+ r, z ∈ N0. Pomnoжimo
prvi izraz sa 5, drugi sa 2 i onda ih oduzmimo . Odavde imamo
3n = 30(a− b) + 6 ,odakle je n = 10(a− b) + 2. Dakle posledƬa cifra r
je 2, i r < 30, pa r = 2 ili r = 12 ili r = 22. Neka je r = 2. Tada iz
30z + 2 = 15b + 7, odnosno 5 = 30z − 15b. Desna strana ove jednakosti
je deƩiva sa 15, a leva ne. Dakle ova mogu�nost otpada.Ako je r =
12, tada imamo n = 30z + 12, odavde je n deƩivo sa 6, kontradikcija
sa uslovom zadatka. Ostaje nam jos opcija r = 22. Da takav broj n
postoji, stavimo z = 1, imamo n = 52, i on zadovoƩava sve uslove.

Zadatak 1017. Odrediti najmaƬi prirodan broj koji je deƩiv sa 72,
i zbir cifara mu je 72.

RexeƬe: Da bi broj bio deƩiv sa 72 mora biti deƩiv sa 8 i sa 9.
DeƩivost sa 9 je zadovoƩena, s obzirom da mu je zbir cifara 72, a
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to je deƩivo sa 9. Znaqi ostaje nam deƩivost sa 8. Жelimo da imamo
xto maƬe cifara, time �e broj biti maƬi,onda razmatrajmo troci-
frene zavrxetke sa najvecim ciframa, a da su deƩivi sa 8. ZadƬa
cifra je oqigledno parna, i nax najve�i izbor je 8. Najve�i izbor za
pretposledƬu cifru je 9, me�utim onda je dvocifreni zavrxetak tog
broja 98,pa taj broj ne bi bio deƩiv sa 4, a samim tim ni sa 8. Ovim
dobijemo da je dvocifreni zavrxetak 88, pa kako 988 nije deƩivo sa
8, ostaje da je trocifreni zavrxetak 888. Ostale cifre onda u zbiru
nose 48, a kako je 48 = 9 · 5 + 3, traжeni broj je 399999888.

Zadatak 1018. Odredi najmaƬi qetvorocifreni broj sa proizvodom
cifara 180.

RexeƬe: RastavƩaƬem 180 na proste qinioce vidimo 180 = 2 · 2 ·
2 · 3 · 3 · 5. Izbor cifara za najmaƬi broj mora biti iz skupa 1, 4, 5, 9
ili 1, 5, 6, 6. Broj 1459 nije deƩiv sa 9 (zbir cifara mu je 19), dakle
traжeni broj je 1566.

Zadatak 1019. Dat je sedmocifreni broj 9835412.
a) U zapisu tog broja izostaviti jednu cifru tako da se dobije xe-
stocifreni broj deƩiv sa 11.
b) U zapisu novodobijenog xestocifrenog broja zameni mesta ciframa
tako da se dobije najmaƬi mogu�i broj deƩiv sa 25.

RexeƬe: a)Zbir cifara na neparnim mestima ovog broja je 9 + 3 +
4 + 2 = 18, a na parnim je 8 + 5 + 1 = 14. Trebamo da izostavimo
jednu cifru tako da razlika bude deƩiva sa 11. Ta razlika moжe
biti samo 11 ili 0. Ako bi razlika bila 11, tada bi zbir cifara na
parnim mestima morao biti 7, dakle trebalo bi da smaƬimo zbir za
7, odnosno izbacimo cifru 7, a to je nemogu�e. Ako bi razlika bila
0, tada bismo morali da umaƬimo zbir cifara na neparnim mestima
za 4, dakle izbaci�emo cifru 4. Novodobijeni broj je 983512.
b) Dvocifreni zavrxetak tog broja mora biti 25. Traжeni broj tada
je 138925.

Zadatak 1020. NZD (najve�i zajedniqki delilac) dva prirodna broja
je 12, a Ƭihov NZS (najmaƬi zajedniqki sadrжalac) je 672. Na�i te
brojeve ako se zna da je maƬi od Ƭih deƩiv sa 7, a ve�i ne.

RexeƬe: Neka su a i b traжeni brojevi. Kako je NZD(a, b) = 12
imamo da je a = 12x, b = 12y, pri qemu je NZD(x, y) = 1, i neka je x < y.
Iskoristimo da je NZD(a, b) · NZS(a, b) = ab, pa je 12 · 672 = 12x · 12y.
Odavde je xy = 56. Kako je 56= 2 ·2 ·2 ·7, to imamo slede�e mogu�nosti:
(x, y) = (1, 56), (2, 28), (4, 14), (7, 8)
Od ovih jedino par (7,8) ispuƬava uslov da je maƬi deƩiv sa 7, i da
je NZD(x, y) = 1. Prema tome x = 7, y = 8, pa je a = 84 i b = 96.

Zadatak 1021. Pet prirodnih brojeva je napisano u krug tako da ni-
koja dva ili tri susedna broja ne daju zbir deƩiv sa 3. Me�u tih 5
brojeva, koliko Ƭih je deƩivo sa 3?
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RexeƬe: Brojevi pri deƩeƬu sa tri daju ostatak 0,1 ili 2. Ako
bi bilo 3 ili vixe brojeva na krugu koji su deƩivi sa tri, dva bi
morala biti susedna, pa bi i zbir ta dva susedna broja bio deƩiv sa
3. Znaqi ima ih 0, 1 ili dva. Kada bi ih bilo 0, ne moжemo staviti
zajedno brojeve koje daju ostatak 1 i 2, jer bi ta dva broja kao susedi
u zbiru dali broj deƩiv sa 3. Znaqi svi daju isti ostatak. Me�utim
tri vezana broja koja daju isti ostatak u zbiru daju broj deƩiv sa 3.
Ako bi bio 1 broj deƩiv sa 3, opet ne moжemo staviti zajedno brojeve
koje daju ostatak 1 i 2, jer bi oni u zbiru dali broj deƩiv sa 3. A
ako bi svi davali isti ostatak pri deƩeƬu sa 3, opet bi imali tri
susedna sa istim ostatkom, koji bi u zbiru bili deƩivi sa 3. Dakle
odovor je 2, i zaista moжemo napraviti krug, primer je 3−2−2−3−2,
samo poveжite prvi i posledƬi i napravite krug.

77.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1022. Dokazati da je proizvod 3 uzastopna parna broja ve�ih
od 2 uvek deƩiv sa 16.

Zadatak 1023. Odredi najve�i prirodan broj qiji je zbir cifara 18
i deƩiv je sa 18.

Zadatak 1024. Dat je sedmocifreni broj 9835412.
a) U zapisu tog broja izostaviti jednu cifru tako da se dobije xe-
stocifreni broj deƩiv sa 9.
b) U zapisu novodobijenog xestocifrenog broja zameni mesta ciframa
tako da se dobije najmaƬi mogu�i broj deƩiv sa 15.

Zadatak 1025. Odredi najve�i qetvorocifreni broj sa proizvodom
cifara 120.

Zadatak 1026. Na�i koliqnik i ostatak pri deƩeƬu izraza 1 · 2 · 3 · 4 ·
5 · 6 · 7 · 8 · 9 + 136 sa brojem 75.
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Предавање 78

Prosti brojevi

Milox MilosavƩevi�, Matematiqka Gimnazija

78.1 Теориjски увод

Definicija 128. Prosti brojevi su svi oni brojevi taqo 2 delioca,
odnosno oni koji su deƩivi samo sa 1 i sa samim sobom.

Definicija 129. Brojevi koji imaju vixe od dva delioca nazivaju se
sloжeni. Broj 1 nije ni prost ni sloжen.

78.2 Задаци за рад

Zadatak 1027. Za koje sve proste brojeve p i prirodne brojeve n vredi
1
p
= n

2010?

RexeƬe: Kako je pn = 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, brojp moжe biti 2,3,5 ili
67. Za p = 2 je n = 1005, za p = 3 je n = 670, za p = 5 je n = 402, a za
p = 67 je n = 30.

Zadatak 1028. Dokazati da se svaki prosti broj ve�i od 5 moжe za-
pisati u obliku 6k + 1 ili 6k + 5, gde je k prirodan broj.

RexeƬe: NajmaƬi broj datog oblika je 7. Posmatrajmo ostatke
koje broj daje pri deƩeƬu sa 6. Svaki prirodan broj ve�i od 5 mozemo
zapisati u jednom od slede�ih oblika: 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4, 6k+5.
Svi brojevi oblika 6k su deƩivi sa 6 pa su samim tim i sloжeni. Svi
brojevi oblika 6k+2 su parni, i ve�i od 2 pa su slozeni. Svi brojevi
oblika 6k+3 su deƩivi sa 3, pa su sloжeni. Svi brojevi oblika 6k+4
su parni, i ve�i od 2 pa su slozeni. Dakle, sve proste brojeve ve�e
od 5 moжemo zapisati u obliku 6k + 1 ili 6k + 5.
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Zadatak 1029. Na�i sve proste brojeve p za koje je 3p+1 tako�e prost
broj.

RexeƬe: Ako jep prost i neparan broj, onda je 3p + 1 paran, ve�i
od 2, pa je samim tim sloжen. Dakle p je paran i prost,pa mora biti
p = 2.

Zadatak 1030. Marko ima dve kartice sa prostim brojevima A i B.
ZadƬa cifra od zbira A2+B2 jednaka je 9. Moжex li otkriti koliki
su A i B ?

RexeƬe:
Ako zbir A2 + B2 dvaju brojeva zavr�sava sa 9, onda je jedan od

sabiraka paran, a drugi neparan. Kvadrat bilo kojeg neparnog broja
je neparan, a parnog broja paran, pa zakƩuqujemo da je paran kvadrat
zapravo kvadrat broja 2 (jer ne postoje drugi parni prosti brojevi).
Dakle, ili je A = 2 ili B = 2. Pretpostavimo da je A = 2. Tada
je A2 = 4, pa zadƬa cifra od B2 mora biti 5. Stoga B2 mora biti
deƩiv s 5, a onda i B mora biti deƩiv s 5. Poxto je B prosti broj,
zakƩuqujemo da je B = 5. Dakle, A = 2, B = 5. Tada je A2 +B2 = 29.

Zadatak 1031. Ana ima tri kartice sa razliqitim ciframa. ZakƩuc-
hila je da od Ƭih moжe sloжiti 6 razli�citih trocifrenih prostih
brojeva. Dokaжi da je to nemogu�e!

RexeƬe: Ako je zadƬa cifra trocifrenog broja parna, onda je taj
broj deƩiv s 2, pa ne mo�ze biti prost. Otuda zakƩuqujemo da su sve
Anine cifre neparne. Tako�e zakƩuqujemo da na Ƭenim karticama ne
moжe biti broj 5, jer je trocifreni broj koji zavrxava s 5, deƩiv s 5,
pa ne moжe biti prost. Dakle, na Aninim karticama su cifre 1, 3, 7
ili 9. Me�utim, koje god od te tri cifre ona imala, od Ƭih ne moжemo
sloжiti 6 prostih brojeva jer: Ako ima 1,3,7, tada je 371 = 53 · 7; Ako
ima 1,3,9, tada je 319 = 29 · 11; Ako ima 1,7,9, tada je 791 = 113 · 7; Ako
ima 3,7,9, tada je 793 = 61 · 13.

Zadatak 1032. Moжex li na�i prost broj A takav da su brojevi (A+
10) i (A+ 14) tako�e prosti brojevi? Na�i sva moguƨc�a rexeƬa.

RexeƬe: Oqigledno A nije 2, jer bi onda ovi brojevi bili parni.
Ako je A = 3,(A + 10) = 13, i (A + 14) = 17, pa je to jedno rexeƬe.
Ako je A = 5, tada je (A + 10) = 15, ovo rexeƬe otpada. Ako je A > 5
iskoristimo prvi zadatak i imamo. Ako je A = 6k+1 , tada je A+14 =
6k+15 , a taj je broj deƩiv s 3, pa ne moжe biti prost. Ako je A = 6k+5,
tada je A+10 = 6k+ 15 , pa je u ovom sluqaju taj broj deƩiv sa 3 i ne
moжe biti prost. Dakle, jedino rexeƬe je A = 3.

Zadatak 1033. Brojevi 3, 5 i 7 su uzastopni neparni brojevi, a uz to
su i prosti. Postoje li jox koja tri uzastopna neparna broja koja su
prosta?
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RexeƬe: Ne postoje! Dokaжimo to: Pretpostavimo da imamo tri
uzastopna neparna broja. Oznaqimo ih sa A,A+2 i A+4. Broj A nije
deƩiv sa 3 jer je prost. Stoga on pri deƩeƬu s 3 ima ili ostatak 1
ili ostatak 2, pa ga moжemo napisati ili kao A = 3k+1 ili A = 3k+2
, pri qemu je k neki prirodni broj. Ako je A = 3k + 1, tada je A + 2
deƩiv sa 3, pa on nije prost broj. A ako je A = 3k + 2, tada je A + 4
deƩiv sa 3, pa on nije prost broj. Dakle, ne postoje takvi brojevi
(osim 3, 5 i 7).

Zadatak 1034. Na�i sve proste brojeve za koje vaжi p(264q+4r) = 2008

RexeƬe: 4p(66q+r) = 2008, p(66q+r) = 502 = 2 ·251. Kako je 66q+r > 2
to je p = 2, Imamo i da je 66q < 251, odnosno q < 4. Dakle q = 3,
iliq = 2. Ako je q = 2, r = 119 = 7 · 17, pa ovo ne moжe biti rexeƬe.
Ako je q = 3, tad je r = 53, xo je i rexeƬe ovog zadatka.

Zadatak 1035. Ako su a i b prosti brojevi ve�i od 3 i a > b, dokazati
da je proizvod (a− b)(a+ b) deƩiv sa 12.

RexeƬe: Kako su prosti brojevi ve�i od 3 neparni, to su Ƭihova
razlika i zbir parni, pa je (a − b)(a + b) deƩiv sa 4.Brojevi a i b
mogu pri deƩeƬu sa 3 dati ostatke 1 i 2. Ako pri deƩeƬu sa 3 a i
b daju iste ostatke, onda je Ƭihova razlika deƩiva sa 3, a ako daju
razliqite ostatke onda je Ƭihov zbir deƩiv sa 3. Onda je (a− b)(a+ b)
deƩiv sa 3, pa je ovim zadatak dokazan.

Zadatak 1036. Postoje li prosti brojevi p i q takvi da je 3p+5q = 67?

RexeƬe: Kada bi i p i q bili parni brojevi, onda bi i 3p i 5q
bili parni brojevi pa bi i 3p+5q bio paran broj. S obzirom da je 67
neparan broj, to zna�ci da su p i q razliqite parnosti. Za p = 2 vredi
6+5q = 67, odnosno 5q = 61, pa jednaqina nema rexeƬa. Za q = 2 vredi
3p + 10 = 67, odnosno 3p + 57 pa je p = 19. Traжeni prosti brojevi
sup = 19i q = 2.

78.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1037. Dokazati da se svaki prosti broj ve�i od 3 moжe za-
pisati u obliku 4k + 1 ili 4k + 3, gde je k prirodan broj.

Zadatak 1038. Dokazati da ako je p prost broj ve�i od 5, tada p2 − 1
deƩivo sa 12.

Zadatak 1039. Na�i sva celobrojna rexeƬa p
2010 +

q
2 = 1 ako je p prost

broj, n prirodan broj.

Zadatak 1040. Ako je p prost broj, na�i sve ostatke koje p2 daje pri
deƩeƬu sa 9.
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Zadatak 1041. Na�i sve proste brojeve p za koje je p3 − p + 1 potpun
kvadrat.
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Предавање 79

Skupovi

ƨubomir Radakovi�, Elektrotehniqki fakultet

79.1 Теориjски увод

Definicija 130. Unija dva skupa A i B jeste skup svih elemenata
koji se nalaze u skupu A ili u skupu B i oznaqava se sa A ∪B.

Definicija 131. Presek dva skupa A i B jeste skup svih elemenata
koji se nalaze u skupu A i u skupu B i oznaqava se sa A ∩B.

Definicija 132. Razlika skupova A i B jeste skup svih elemenata
koji se nalaze u skupu A a ne nalaze se u skupu B i oznaqava se sa
A \B.

Definicija 133. Ako je svaki qlan skupa A tako�e qlan skupa B,
tada se za A kaжe da je podskup od B, pixe se A ⊆ B.

Definicija 134. Ukupan broj elemenata datog skupa A oznaqava se
sa |A|.
Teorema 168. Neka su A i B dva neprazna skupa. Tada vaжi:

|A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∪B|.
Teorema 169. Broj svih razliqitih podskupova datog skupa A je 2|A|.

79.2 Задаци за рад

Zadatak 1042. Odrediti elemente skupa B, ako je: A∪B∪C = {a, b, c, d, e,m, n, p, q},
A \B = {e,m}, A ∩ C = ∅, C \B = {c, p}.

RexeƬe: Iz uslova A∩C = ∅ moжe se uoqiti da je (A\B)∩(C\B) = ∅.
Zatim je i (A \B) ∪ (C \B) ∪B = A ∪B ∪C = {a, b, c, d, e,m, n, p, q}, pa je
i konaqno B = {a, b, d, n, q}.
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Zadatak 1043. Na pravoj su date redom taqke A,B,C i D. Odrediti:

(AC \BD) ∩ (AC ∩ AB).

RexeƬe: Kako je AC ∩AB = AB i AC \BD = AB \ {B} imamo da je i
(AC \BD) ∩ (AC ∩ AB) = (AB \ {B}) ∩AB = AB \ {B}, odnosno duж AB
bez taqke B.

Zadatak 1044. Dati su skupovi: A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 4, 6}, C =
{2, 5, 6, 7} i D = {1, 6, 7, 8}. Odrediti skup S ako je S ⊂ A, S∩(B∪D) = ∅
i {3} \ S = {3}.

RexeƬe: Najpre se odredi B ∪ D = {1, 4, 6, 7, 8}. Kako je S ⊂ A i S
nema zajedniqkih elemenata sa B∪D, tada zakƩuqujemo da S ⊂ {2, 3, 5}.
Poxto se u skupu S ne nalazi element {3}, tada je traжeni skup S =
{2, 5}.
Zadatak 1045. Dati su skupovi: A = {x ∈ N0| 15

2x+1 ∈ N}, B = {y ∈
N |y2 < 16}. Odrediti elemente skupova: A,B,A∪B,A∩B,A\B i B \A.

RexeƬe: Odredimo najpre elemente skupa A. Kako 15
2x+1 ∈ N , tada

vaжi da je 2x + 1 ∈ {1, 3, 5, 15}, odnosno x ∈ {0, 1, 2, 7}, pa su elementi
skupa A = {0, 1, 2, 7}. Proverom za prvih nekoliko prirodnih bro-
jeva dobija se da samo brojevi 1, 2, 3 zadovoƩavaju nejednakost y2 < 16,
odnosno elementi skupa B = {1, 2, 3}. Elementi slede�ih skupova su
A ∪B = {0, 1, 2, 3, 7} i A ∩B = {1, 2}.
Zadatak 1046. Poznati deqji pisac Lewis Caroll(Luis Kerol), qije je
pravo ime Dodgsn(Dos
n), po zanimaƬu matematiqar, u jednoj kƬizi
daje ovakav zadatak: ”U жestokoj borbi 70 od 100 gusara je izgubilo jedno
oko, 75 jedno uho, 80 jednu ruku i 85 jednu nogu. Koliko je najmaƬe gusara
izgubilo i oko, i uho, i ruku, i nogu istovremeno? ” Xta vi mislite?

RexeƬe: Neka je O skup svih gusara koji su izgubili jedno oko, U
skup svih gusara koji su izgubili jendo uho, R skup svih gusara koji su
izgubili jednu ruku i N skup svih gusara koji su izgubili jednu nogu.
Najpre odredimo koliko je najmaƬe gusara koji su izgubili jedno oko
i jedno uho, a to je |O∩U | = 70+75− 100 = 45. NajmaƬe gusara koji su
izgubili jedno oko i jedno uho i jednu ruku je |(O ∩U)∩R| = 45+ 80−
100 = 25 i na kraju najmaƬe gusara koji su izgubili i jedno oko i jedno
uho i jednu ruku i jednu nogu je |(O ∩ U ∩R) ∩N | = 25 + 85− 100 = 10.

Zadatak 1047. Dati su skupovi A = {a|a ∈ N, 14 ≤ 3a + 2 ≤ 32}, B =
{b|b ∈ N, 4 ≤ b < 9}. Odrediti broj elemenata skupa C ako je C = {c|c ∈
N, c = a− b, a ∈ A, b ∈ B}.

RexeƬe: NalaжeƬem svih prirodnih brojeva koji zadovoƩavaju ne-
jednaqinu 14 ≤ 3a+2 ≤ 32 dobijamo da su elementi skupa A = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
dok su elementi skupa B = {4, 5, 6, 7, 8}. Primetimo da je B ⊂ A, odno-
sno skup C = {c|c ∈ N, c = a − b, a, b ∈ A}. Broj elemenata skupa C je
|A| − 1, jer je razlika r = |x− y|, gde su x, y ∈ A, u intervalu 1 ≤ r ≤ 6.
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Zadatak 1048. Neka su dati skupovi A = {1, 3, 5, . . . , 2n − 1} i B =
{1, 2, 4, 8, . . . , 2n}, gde je n proizvoƩan prirodan broj. Na�i broj ele-
menata skupova A,B,A ∩B i A ∪B, kao i broj podskupova.

RexeƬe: Skup A predstavƩa skup svih neparnih prirodnih brojeva
maƬih od 2n. Dakle, broj elemenata skupa A je |A| = n. Svaki element
b ∈ B moжe se napisati u obliku 2k, gde je 1 ≤ k ≤ n. Broj k moжe uzeti
n razliqitih vrednosti, pa je |B| = n+1, jer i {1} ∈ B. Lako se uoqava
da je |A∩B| = {1}, jer skup A qine neparni prirodni brojevi, a skup B
parni brojevi ukƩuquju�i i element –1}. Tada je |A∩B| = 1, a prema
teoremi nalazi se da je |A∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| = n+ n+ 1− 1 = 2n.
Broj podskupova skupa A je 2n, skupa B je 2n+1, skupa A∩B je 2 i skupa
A ∪B je 22n = 4n.

Zadatak 1049. Napisano je prvih 1200 prirodnih brojeva. Prvo su
izbrisani svi koji se zavrxavaju nulom. Zatim su izbrisani svi
brojevi koji su deƩivi sa 6, a na kraju su izbrisani svi brojevi koji
su deƩivi sa 9. Koliko je brojeva ostalo neizbrisano?

RexeƬe: Neka je A skup svih brojeva koji se zavrxavaju cifrom 0,
odnosno skup svih brojeva deƩivih brojem 10. Neka je B skup svih
brojeva deƩivih brojem 6, a C skup svih brojeva deƩivim brojem 9.
Brojeva deƩivih i sa 10 i sa 6 i sa 9 ima 1200 : 90 = 13, jer je
NZS(6, 9, 10) = 90. Brojeva deƩivih sa 6 i 9 ima 1200 : 18 = 66, jer
NZS(6, 9) = 18, a onih koji su deƩivi sa 6 i 9, a ne i sa 10 ima
66− 13 = 53. Na sliqan naqin se dobija da je broj brojeva deƩivih sa
6 i 10, a ne i sa 9 jednak 27, dok brojeva deƩivih sa 9 i 10, a ne i sa
6 ima 0. Brojeva deƩivih sa 6 ima 1200 : 6 = 200, a brojeva deƩivih
sa 6, a ne i sa 9 i 10 ima 200− 13− 53− 27 = 107. Na sliqan naqin se
dobija i da je broj brojeva deƩivih sa 9, a ne i sa 6 i 10 jednak 67,
a da brojeva deƩivih sa 10, a ne i sa 9 i 6 ima 80. Konaqno dobijamo
da je izbrisano 67 + 53 + 13 + 0 + 27 + 53 + 107 + 80 = 347 brojeva, pa je
onda ostalo 1200− 347 = 853 broja.

Zadatak 1050. Odrediti elemente skupova A,B i C, a zatim broj ele-
menata svakog od skupa, ako je: A∪B ∪C = {1, 2, 3, . . . , n}, (A∩C)∪ (B ∩
C) = ∅, A\B = {x|x = 2k−1∧x < n, k ∈ N}, C\B = {y|y = 2k∧y < n, k ∈ N}
i (A ∩B) \C = {n}.

RexeƬe: Zapis (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = ∅, koriste�i da su operacije ∩
i ∪ distributivne jedna prema drugoj, moжemo zapisati i kao (A ∪
B) ∪ C = ∅. Elementi skupa A \ B su svi neparni prirodni brojevi
maƬi od n, dakle A \ B = {1, 3, 5, . . .}, a elementi skupa C \ B su svi
parni prirodni brojevi maƬi od n, dakle C \B = {2, 4, 6, . . .}. Kako je
(A ∩ B) \ C = {n}, zakƩuqujemo da n ∈ A ∩ B, odnosno n ∈ A i n ∈ B.
Primetimo da su skupovi A ∪ B i C disjunktni, a samim tim su i
skupovi A i C disjunktni i B i C su disjunktni skupovi. Kako skup
A qine svi neparni prirodni brojevi maƬi od n, a skup C svi parni



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

prirodni brojevi maƬi od n, zakƩuqujemo da se u skupu B nalazi
samo element n, dok su elementi skupa A = {x|x = 2k−1∧x ≤ n, k ∈ N},
tj. svi neparni brojevi maƬi od n ukƩuquju�i i n, a elementi skupa
C = {y|y = 2k ∧ y < n, k ∈ N}, tj. svi parni brojevi maƬi od n. Naxli
smo traжene elemente svakog skupa. Posmatrajmo sluqaj kada je n
paran broj. Tada je |A| = n

2 + 1, |C| = n
2 − 1 i |B| = 1. Ako je n neparan

broj, tada je: |A| = n−1
2 + 1, |C| = n−1

2 i |B| = 1.

Zadatak 1051. Koliko je nepraznih podskupova skupa {1, 2, 3, . . . , 12} u
kojima je zbir najmaƬeg i najve�eg elementa 13?

RexeƬe: Svi mogu�i zbirovi dva broja koji daju 13 su:

1 + 12, 2 + 11, 3 + 10, 4 + 9, 5 + 8, 6 + 7.

Svaki par brojeva koji qine zbir 13 ujedno su i najmaƬi i najve�i
element traжenog podskupa, dok su ostali elementi podskupa svi bro-
jevi koji se nalaze izme�u ta dva broja. Skup koji sadrжi brojeve 1
i 12 moжe da ima maksimalno jox 10 elemenata, a to znaqi da moжe
da ima ukupno 210 podskupova. Zatim, ukupan broj podskupova koji
sadrжi elemente 2 i 11 je 28, itd. Ukupan broj svih podskupova je
210 + 28 + 26 + 24 + 22 + 1 = 1365.

79.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1052. Neka je M ∪ N ∪ P = {1, 2, 3, 4, 5}, M ∩ N ∩ P = {1, 4},
N \ P = {2, 5} i P \M 6= ∅. Odrediti skup P .

Zadatak 1053. Da li za svake skupove A,B i C vaжi ((A∪B)\C)∩ (A\
(B ∪ C)) = (A \ (B ∪ C)) i zaxto?

Zadatak 1054. Koliko ima prirodnih brojeva maƬih od 3000 koji nisu
deƩivi ni sa 5 ni sa 4, a jesu sa 6?

Zadatak 1055. Uporediti broj elemenata skupa A i broj elemenata
skupa B, ako je:

A = {(a+ b)|a+ b = c},
B = {(x+ y)|x+ y = c},

gde su a, b i c parni prirodni brojevi, a x, y neparni prirodni brojevi.
Da li dobijeni zakƩuqak vaжi i za bilo koji paran prirodan broj c?

Zadatak 1056. Dat je skup S = {1, 2, 3, . . . , 99}. Odrediti skupove A i
B tako da je A ∪B = S, A ∩ B = ∅ i da je zbir brojeva koji pripadaju
skupu A jednak zbiru brojeva koji pripadaju skupu B.
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Предавање 80

Zadaci vezani za kretaƬe

Marko Raki�, Matematiqka gimnazija

80.1 Теориjски увод

Definicija 135. Put koji neko telo pre�e za odre�eno vreme kon-
stantnom brzinom jednak je proizvodu brzine i vremena.

80.2 Задаци за рад

Zadatak 1057. Kamion
ija je od mesta A do mesta B putovao tri sata.
Prvog sata prexao je qetvrtinu puta, drugog tre�inu, a tre�eg 50km.
Koliko je rastojaƬe izme�u mesta A i B?

RexeƬe: Ako je rastojaƬe izme�u A i B x, imamo da je: 1
4x+

1
3x+50 =

x, odakle je x = 120km.

Zadatak 1058. Biciklista je za 4 sata prexao 100km. Prvog sata
prexao je qetvrtinu puta, drugog 4

5 puta koji je prexao prvog sata,
a tre�eg 3

5 puta koji je prexao za prva 2 sata. Koliko je kilometara
prexao u toku qetvrtog sata?

RexeƬe: Prvi sat: 100 ∗ 1
4 = 25. Drugi sat: 25 ∗ 4

5 = 20. Tre�i sat:
(25 + 20) ∗ 3

5 = 27 Qetvrti sat: 100− (25 + 20 + 27) = 28km.

Zadatak 1059. Trkaq se takmiqi u trqaƬu na 3000m. Prvu tre�inu
puta prexao je brzinom 5m

s
, drugu za petinu maƬom, a posledƬu za

polovinu ve�om brzinom nego prethodnu. Koliko mu je vremena tre-
balo?
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RexeƬe: Ako je prvih 1000m trqao brzinom 5m
s
, trebalo mu je

1000 : 5 = 200s da tih 1000m pre�e. Za drugih 1000m mu je trebalo
1000 : 4 = 250s i za posledƬi deo 1000 : 6 = 166 4

6s. Ukupno 616 4
6s

Zadatak 1060. Glista treba da pre�e livadu dugu 50m. Preko dana
ona pre�e 5m, ali se no�u vrati 2m. Koliko �e joj dana trebati da
pre�e livadu?

RexeƬe: Sve ukupno, za dan glista napreduje 3m. Posle 15 dana,
glusta �e biti na qetrdeset petom metru. Slede�eg dana �e pre�i
jox 5m i sti�i �e do kraja. Dakle, treba joj 16 dana.

Zadatak 1061. Dva automobila kre�u se jedan drugom u susret, prvi
brzinom 50km

h
, a drugi 15km

h
brжe. Mimoixli su se posle 2 sata. Na

kojem rastojaƬu su bili na poqetku?

RexeƬe: Posle 2 sata, prvi je prexao 50 ∗ 2 = 100km, a drugi
(50 + 15) ∗ 2 = 130km. Znaqi, ukupno su rastojaƬe izme�u Ƭih je bilo
100 + 130 = 230km.

Zadatak 1062. Iz mesta A u mesto B kre�e automobilista brzinom
60km

h
. Sat vremena kasnije, iz B u A kre�e motociklista brzinom

80km
h
. Posle koliko vremena, od polaska automobiliste, su se Ƭih

dvojica mimoixli, ako je udaƩenost izme�u gradova A i B 270km?

RexeƬe: Pre nego xto motociklista krene, automobilista ve� pre�e
60km. Znaqi, ostaje jox 210km. Oni se jedan drugom pribliжavaju br-
zinom 60 + 80 = 140km

h
, xto �e re�i da �e se sresti 210 : 140 = 2.5h po

polasku motocikliste, tj. 3.5h po polasku automobiliste.

Zadatak 1063. PƩaqkax banke beжi brzinom 80km
h
. Osminu sata potom

kre�e u poteru policajac, brzinom 100km
h
. Posle koliko vremena �e

policajac sti�i lopova?

RexeƬe: Pre nego xto policajac krene, lopov pre�e 1
8 ∗ 80 = 10km

h
.

Policajac stiжe lopova brzinom 100 − 80 = 20km
h
, xto znaqi da �e

ovih 10km nadoknaditi za 10 : 20 = 0.5h.

Zadatak 1064. Gliser kre�e da zaobilazi brod dugaqak 150m. Brod
se kre�e brzinom 15m

s
, a gliser 20m

s
. Koliko �e vremena trebati

gliseru da obi�e brod?

RexeƬe: Brzina kojom gliser pretiqe brod je 20− 15 = 5m
s
. Vreme

koje je za to potrebno je 150 : 5 = 30s.
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Zadatak 1065. Perica je, xutiraju�i loptu, sluqajno razbio prozor.
Qovek je izaxao i, ugledavxi Pericu 100m daƩe, krenuo da ga juri
brzinom 5m

s
. Perica je istog trenutka krenuo da beжi ka ku�i, 135m

udaƩenoj od Ƭega, brzinom 3m
s
. Da li �e Perica uspeti da pobegne?

RexeƬe: Perica do ku�e stiжe za 135 : 3 = 45s, a qovek stiжe Pe-
ricu za 100 : (5− 3) = 50s. Znaqi da �e Perica ipak uspeti da umakne.

Zadatak 1066. Automobilista je 120m ispred sebe ugledao autobus.
Obim toqka automobila je 2m, i okrene se 7 puta za 1s, dok je obim
gume autobusa 5m i obrne se 2 puta u roku od 1s. Koliko �e metara
pre�i auto dok ne stigne autobus?

RexeƬe: Brzina automobila je 7 ∗ 2 = 14m
s
, a autobusa 5 ∗ 2 = 10m

s
,

xto �e re�i da automobil stiжe autobus brzinom 4m
s
. Dakle, treba�e

mu 120 : 4 = 30s, pa �e pre�i 30 ∗ 14 = 420m.

80.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1067. Kada je biciklista prexao 10km i tre�inu ostatka,
ostalo mu je 10km i jox qetvrtina ukupnog puta. Koliko je biciklista
kilometara prexao?

Zadatak 1068. Puж se peƬe uza zid visok 10m. DaƬu se popne 3m, a
no�u spusti za 2m. Koliko dana treba puжu da se popne?

Zadatak 1069. Autobus iz Novog Sada kre�e brzinom 60km
h
, a istovre-

meno iz Beograda kre�e automobil brzinom 100km
h
. Na kom rastojaƬu

od Novog Sada �e se automobil i autobus mimoi�i? RastojaƬe izme-
�u Beograda i Novog sada je 120km.

Zadatak 1070. Automobil, dug 2m, brzinom 25m
s

prolazi pored voza,
dugog 100m, brzinom 7m

s
. Posle koliko vremena �e automobil zaobi�i

voz, ako se zaobilaжeƬe raquna od trenutka kad se predƬi deo auta i
zadƬi deo voza poklapaju, do trenutka kad se predƬi deo voza i zadƬi
deo auta poklapaju?

Zadatak 1071. Red vojnika, dug 20m, koji se kre�e brzinom 2m
s
, oble�e

muva, tako xto se kre�e od zadƬeg kraja ka predƬem i nazad brzinom
5m

s
. Koliki �e muva pre�i put, kre�u�i se tako, za 60s?
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Предавање 81

Dirihleov princip

Milomir Dragovi�, Matematiqka gimnazija

81.1 Теориjски увод

Dirihleov princip izraжava jedno od osnovnih svojstava konaq-
nih skupova. Ovaj princip se koristi u rexavaƬu raznih problema,
najvixe se koristi za dokazivaƬe da odre�eni objekti imaju neka
odre�ena (traжena) svojstva.

Kada treba dokazati da svi objekti nekog skupa poseduju neko odre�eno
svojstvo potrebno je da to svojstvo poseduje svaki objekat tog skupa.
Kada bismo hteli da tu tvrdƬu opovrgnemo dovoƩno bi bilo na�i
kontraprimer, tj. neki objekat koji to svojstvo ne zadovoƩava.

Kada je texko prona�i kontraprimer tada je qesto lakxe koristiti
Dirihleov princip jer je lakxe dokazati da odgovaraju�i primer po-
stoji nego ga prona�i.

Primer 1. Ako je pet deqaka dobilo xest lopti, pri qemu je svaki od
Ƭih dobio po bar jednu loptu zakƩuqujemo da je jedan od Ƭih dobio
dve lopte. Nama je bitno da je neko dobio dve lopte, a ne interesuje
nas koji je to deqak bio.

Primer 2. Ako je u n kutija smexteno vixe od n predmeta onda �e u
jednoj kutiji biti vixe od jednog predmeta.

81.2 Задаци за рад

Zadatak 1. Na letƬem matematiqkom kampu uqestvuje 375 uqenika.
Dokazati da me�u Ƭima postoje bar dva koja slave ro�endan istog
dana.
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RexeƬe: Kako u godini ima maƬe dana nego uqenika onda �e morati
nekome da se poklope ro�endani.

Zadatak 2. U hotelskom kompleksu je za vreme letovaƬa odselo 932
gosta iz Srbije. Dokazati da me�u Ƭima postoje dva gosta sa istim
inicijalima.

RexeƬe: Broj razliqitih inicijala je 30 · 30 = 900, a kako imamo
vixe Ʃudi od tog broja onda sigurno postoje dvoje od Ƭih sa istim
inicijalima.

Zadatak 3. Dati su brojevi 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2 i 2. Da li je mogu�e raz-
mestiti ove brojeve u poƩa kvadrata 3 · 3 tako da u svakoj koloni,
vrsti i dijagonalama bude razliqit zbir?

RexeƬe: Koriste�i date brojeve moжemo napraviti 7 razliqitih
zbirova. Imamo tri kolone, tri vrste i dve dijagonale, dakle nije
mogu�e razmestiti brojeve na traжeni naqin.

Zadatak 4. Bela ravan je na proizvoƩan naqin poprskana plavom bo-
jom. Dokazati da u plavo beloj ravni postiji jednakostraniqni tro-
ugao qija su sva tri temena iste boje.

RexeƬe: Nacrtati pravilan xestougao i podeliti ga na xest jedna-
kostraniqnih trouglova, zatim bojeƬem temena dolazimo do rexeƬa.

Zadatak 5. U kavezu za lopte se nalazi 10 koxarkaxkih, 5 fudbalskih
i 7 rukometnih lopti. Koliko najmaƬe lopti treba da izvuqemo bez
gledaƬa da bi bili sigurni da smo izvukli rukometnu loptu?

RexeƬe: U najgorem sluqaju �emo prvo izvu�i sve koxarkaxke i
fudbalske lopte, dakle moramo izvu�i 10 + 5 + 1 = 16 lopti.

Zadatak 6. Dato je 5 proizvoƩnih prirodnih brojeva. Dokazati da
me�u Ƭima postoje dva qija je razlika deƩiva sa 4.

RexeƬe: Razlika dva broja je deƩiva nekim brojem ako ti bro-
jevi daju isti ostatak pri deƩeƬu istim. Postoje qetiri razliqita
ostatka pri deƩeƬu sa 4, to su 0, 1, 2 i 3. Kako mi imamo 5 brojeva
zakƩuqujemo da bar dva moraju imati isti ostatak pri deƩeƬu sa 4
pa je time Ƭihova razlika deƩiva sa 4.

Zadatak 7. Ukoliko je nk+1 loptica raspore�eno u k kutija, tada se
u jednom od tih skupova mora nalaziti barem n+ 1 loptica.

RexeƬe: Ukoliko u svaku kutiju ubacimo po n loptica iskori-
sti�emo n · k loptica, dakle preostaje nam jedna koju moramo ubaciti
u neku od postoje�ih kutiju.

Zadatak 8. Koliko najmaƬe prirodnih brojeva treba izabrati da bi
me�u Ƭima postojala dva qija je razlika deƩiva sa 32?
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RexeƬe: Potrebno je uzeti najmaƬe 33 broja da bi bili sigurni da
bar dva od Ƭih imaju isti ostatak pri deƩeƬu sa 32.

Zadatak 9. Na likovnoj izloжbi prisustvuje 32 Ʃudi. Dokazati da
me�u Ƭima postoje dvoje koji me�u prisutnima imaju jednak broj po-
znanika.

RexeƬe: Svako od Ƭih moжe imati 0, 1, 2, ..., 31 poznanika. Ako neko
ima 0 poznanika onda niko nema 31 poznanika pa je maksimalan broj
razliqitih poznanstava 31. A ako neko ima 31 poznanika onda niko
nema nula poznanika.

Zadatak 10. Jasmina je nabrala 21 gajbu jabuka. U svakoj gajbi su
jabuke iste sorte, pri qemu su zastupƩene 4 sorte jabuka. Dokazati
da je Jasmina nabrala bar 6 gajbi jabuka iste sorte.

RexeƬe: Da je od svake sorte nabrala po taqno 5 gajbi, ukupno bi
nabrala 20 gajbi jabuka. Me�utim, ona je nabrala jednu gajbu vixe
tako da �e ta gajba biti xesta gajbe neke od odgovaraju�ih sorti.

81.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 11. Ako 33 pileta treba staviti u dva kokoxiƬca, dokazati
da postoji kokoxiƬac u kome se nalazi bar 17 piladi.

Zadatak 12. Razredni starexina je na kraju godine kupio 200 bombona
da podeli svojim uqenicima kojih ima 21 u odeƩeƬu. Dokazati da kako
god podelio bombone uvek �e se na�i dva uqenika koji su dobili isti
broj bombona.

Zadatak 13. Dato je 6 proizvoƩnih prirodnih brojeva. Dokazati da
me�u Ƭima postoje dva qija je razlika deƩiva sa 5.

Zadatak 14. U velikoj vre�i se nalazi se nalazi 7 parova belih i
7 parova crnih cipela. Koliko najmaƬe cipela treba uzeti iz vre�e
bez gledaƬa da bi bili sigurni da imamo jedan ceo par cipela (leva
i desna cipela iste boje)?

Zadatak 15. Na turniru u basketu uqestvuje 8 ekipa. Ako svako sa
svakim igra po jenu utakmicu dokazati da u svakom trenutku turnira
postoje bar dve ekipe koje su odigrale isti broj utakmica.
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Предавање 82

Elementarne Diofantove

jednaqine

ƨubomir Radakovi�, Elektrotehniqki fakultet

82.1 Теориjски увод

Primer 7. (1001 no�) Priqaju�i svoje priqe 1001 no�, Xeherezada je
postavila i drevni matematiqki problem. Naime, postavƩa se pitaƬe
koliko bi no�i Xeherezada priqala 1001 bajku, ako bi u toku nekih
no�i priqala po 5 bajki, a u toku ostalih no�i po 3 bajke? Xta
mislite, koliko je najvixe, a koliko najmaƬe no�i je bilo potrebno
Xeherezadi da ispriqa bajke?

RexeƬe: Ovaj problem se moжe modelirati jednaqinom 5x + 3y =
1001, gde je x broj no�i u kojima je Xeherezada priqala po 5 bajki, a
y broj no�i u kojima je Xeherezada priqala po 3 bajke. CiƩ nam je
da reximo ovu jednaqinu, ali ovoga puta ona ima dve nepoznate. Sve
vrednosti koje uzimaju x i y moraju naravno biti prirodni brojevi.
PostavƩa se pitaƬe da li je uopxte mogu�e na�i takve prirodne bro-
jeve koji zadovoƩavaju zadatu jednaqinu, a ako nije, zaxto nije? Sa
druge strane, ako jeste, postavƩa se opet pitaƬe koliko ima rexeƬa
ova jednaqina, da li jedno ili pak mnogo vixe?

Primer 8. Koliko ima prirodnih brojeva x, y i z koji u zbiru daju
broj 10?

RexeƬe: Metoda rexavaƬe ovakve vrste jednaqina jeste ”pexaqki”.

Teorema 170. Ako jednaqina ax+ by = c ima jedno celo rexeƬe x0, y0,
tada su sva cela rexeƬa ove jednaqine x = x0 + bt i y = y0 − at, gde je
t ceo broj.
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Teorema 171. Jednaqina ax+by = c ima rexeƬa u skupu celih brojeva
ako i samo ako je najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b ujedno i
delilac broja c.

Posledica 2. Ako je D(a, b) = 1, jednaqina ax + by = c ima rexeƬa u
skupu celih brojeva.

82.2 Задаци за рад

Zadatak 1072. Dexifrovati slede�e mnoжeƬe:

∗4 ∗ ·15 = 3 ∗ 9 ∗ .

RexeƬe: Oqigledno je da proizvod mora biti deƩiv sa 15, odnosno
sa 3 i sa 5. Znamo da je broj deƩiv sa 3 ako mu je zbir cifara deƩiv
sa 3, i da je deƩiv sa 5 ako se zavrxava cifrom 0 ili 5. Zato, moramo
razlikovati dva sluqaja. Prvi sluqaj kada je posledƬa cifra prozi-
voda 0, odnosno 3∗90. Ovaj broj mora biti deƩiv sa 3, pa 3|3+9+0+∗.
Vrednosti koje moжe imati ∗ su 0, 3, 6, 9, odnosno mogu�e vrednosti za
proizvod su: 3090, 3390, 3690 i 3990. Pri deƩeƬu sa 15 daju slede�e
koliqnike: 206, 226, 246, 266. Zbog uslova da je druga cifra u prvom
qiniocu jednaka 4 jedino rexeƬe je 246. Drugi sluqaj kada je posled-
Ƭa cifra prozivoda jednaka 5 radi se sliqno. Proizvod je oblika
3 ∗ 95, pa zbog uslova da je proizvod deƩiv sa 3, ∗ moжe imati vred-
nosti: 1, 4, 7, tj. mogu�e vrednosti proizvoda su: 3195, 3495, 3795. Ovi
brojevi pri deƩeƬu sa 15 daju redom koliqnike: 213, 233, 253. Nijedan
od ovih brojeva ne zadovoƩava uslov zadataka, tj. da druga cifra
bude 4. Na kraju, jedino rexeƬe je 246 · 15 = 3690.

Zadatak 1073. Odrediti cifre a, b i c, tako da vaжi jednakost:

aa+ bb = (cc)2

RexeƬe: Broj aa moжemo zapisati i kao aa = 10a+ a = 11a. Tako�e
i bb = 11b i cc = 11c. Iz ovih transformacija imamo da je 11a+ 11b =
121c2. Vidimo da su obe strane deƩive sa 11, zato moжemo skratiti i
levu i desnu stranu brojem 11. Dobijamo a + b = 11c2. Kako su a i b
cifre, Ƭihov zbir moжe najvixe biti 18, pa je 11c2 ≤ 18, xto znaqi da
je 11c2 = 11, pa je c = 1. Tada je a+b = 11, pa zadatak ima vixe rexeƬa,
i to: 22 + 99 = 33 + 88 = 44 + 77 = 55 + 66 = 66 + 55 = . . . = 99 + 22 = 121.

Zadatak 1074. Rexiti jednaqinu 2x+ 3y = 20 u skupu prirodnih bro-
jeva.

RexeƬe: Ovaj zadatak se moжe rexiti na vixe naqina. Jedan od
naqina jeste da primetimo da je desna strana paran broj, a samim tim
i leva strana mora biti paran broj. Broj 2x je uvek paran, zato i 3y
mora biti paran broj, odnosno y je paran broj. Oqigledno mora da
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vaжi 3y ≤ 20, tj. y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Poxto je y paran broj, zakƩuqujemo
da y ∈ {2, 4, 6}. Poxto smo naxli mogu�e vrednosti za y, jednaqinu res-
havamo po x, odnosno x = 20−3y

2 . Zamenom brojnih vrednosti u y dobi-
jamo da je x ∈ {1, 4, 7}. Konaqno, rexeƬa su: (x, y) ∈ {(1, 6), (4, 4), (7, 2)}.

Zadatak 1075. Odrediti sve ure�ene parove (p, q) prostih brojeva,
tako da je:

a)2p+ 3q = 200,

b)2p+ 3q = 201.

RexeƬe: Ako je 2p + 3q = 200, onda je 3q = 200 − 2p, pa je sa desne
strane jednakosti paran broj, xto znaqi da i 3q mora biti paran broj.
Jedini paran prost broj je 2, dakle q = 2, a 2p = 200− 6 ⇒ p = 97. Broj
97 jeste prost, pa je jedino rexeƬe (97, 2). Ako je 2p + 3q = 201, onda
je 2p = 201 − 3q. Vidimo da je desna strana deƩiva sa 3, xto znaqi
da i 2p mora biti deƩiv sa 3, odnosno 3|p. Jedini prost broj p koji
zadovoƩava uslov je 3. Pa je i 3q = 201 − 6 ⇒ q = 65, xto nije prost
broj, odakle zakƩuqujemo da ne postoji ure�en par u skupu prostih
brojeva.

Zadatak 1076. Odrediti sve ure�ene parove (p, q) prostih brojeva p
i q, tako da je p2 + q = 101.

RexeƬe: Razlikujemo dva sluqaja: 1) Ako je p = 2, tada je q =
101 − 4 = 97, a to je prost broj. 2) Ako je p ≥ 3, tada je q = 101 − p2.
Poxto je p prost broj ve�i od 3, samim tim je i neparan, pa je q onda
paran prost broj, dakle q = 2. Tada je p2 = 99, xto nema rexeƬa u
skupu prostih brojeva. Dakle, jedino rexeƬe je (2, 97).

Zadatak 1077. Grafitna olovka staje pola evra, hemijska olovka jedan
evro, a naliv pero pet evra. Kako �emo za 20 evra kupiti 20 artikala?

RexeƬe: Uslove zadatka moжemo zapisati kao: x
2 + y + 5z = 20 i

x+y+z = 20. IzjednaqavaƬem levih strana ove dve jednaqine dobijamo
x = 8z, pa zamenom u drugu dobija se y + 9z = 20. Oqigledno je da je
z = 1 ili z = 2. Ako je z = 1, tada je y = 11 i x = 8, a ako je z = 2, onda
je y = 2 i x = 16. Vidimo da imamo dva razliqita rexeƬa.

Zadatak 1078. Grupa deqaka i devojqica je sakupila 170 dinara za
ro�endanski poklon drugu. Devojqice su davale po 20 dinara, a deqaci
po 30. Koliko je bilo deqaka i devojqica, ako je cela grupa imala
neparan broj qlanova?

RexeƬe: Obe strane jednaqine 20x+ 30y = 170 mogu se podeliti sa
10, i dobijamo 2x + 3y = 17. Jedino rexeƬe koja zadovoƩavaju uslov
da je x+ y neparan broj je x = 4, y = 3.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1079. (ProxirivaƬe na skup celih brojeva) Na�i bar po 4
rexeƬa u skupu celih brojeva datih jednaqina :

15x+ 25y = 14,

15x+ 25y = 10.

RexeƬe: Prva jednaqina nema rexeƬa u skupu celih brojeva na
osnovu teoreme, jer D(15, 25) = 5 ne deli 14. Druga jednaqina ima
rexeƬe, jer D(15, 25) = 5|10. Moжemo podeliti obe strane jednaqine
sa 5 i dobijamo 3x + 5y = 2. Jedno rexeƬe je primetno i to x0 = −1,
a y0 = 1. Po teoremi, ostala rexeƬa su oblika x = x0 + 5k = 5k − 1,
y = y0 − 3k = 1− 3k, gde je k ∈ Z.

Zadatak 1080. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqine:

1)x! + 2y = 25,

2)p2 − x! = 2,

gde je p prost broj.

RexeƬe: U prvoj jednaqini: x! = 25 − 2y, odakle zakƩuqujemo da x!
mora biti neparan broj. Jedino rexeƬe je x = 1, jer ukoliko je x > 1,
onda je x paran broj. DaƩe je 2y = 25 − 1 = 24 ⇒ y = 12. U drugoj
jednaqini, ako je x = 1, onda je p2 = 3, stoga nema rexeƬa. Ako je
x = 2, onda je i p = 2. Ako je x > 2, onda je p2 > 4, odnosno p > 2, pa
je leva strana jednakosti neparana, a desna paran broj, pa nema vixe
rexeƬa.

Zadatak 1081. Koje godine XX veka je ro�en Boxko ako on 1999. go-
dine puni oniliko godina koliko iznosi zbir cifara godine Ƭegovog
ro�eƬa?

RexeƬe: Godina ro�eƬa Boxka je 19xy, pa imamo jednaqinu: 1999−
(1900+xy) = 1+9+x+ y .StavƩaju�i xy = 10x+ y, dobijamo jednaqinu
11x + 2y = 89, gde su x i y cifre. Oqigledno je x neparna cifra.
Budu�i da je y ≤ 9, jasno je da ne moжe biti x = 1, ni x = 3, ni x = 5.
Ne moжe ni 9, jer je 9 · 11 = 99. Dakle x = 7, pa je y = 6. Boxko je
ro�en 1976. godine.

82.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1082. Dexifrovati mnoжeƬe:

∗8 ∗ ∗ · 45 = 26 ∗ 17 ∗ .

Zadatak 1083. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu 9x+10y =
1999.
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Zadatak 1084. Razlomak 59
42 izraziti kao zbir dva razlomka sa jedno-

cifrenim imeniocima.

Zadatak 1085. Dexifruj mnoжeƬe:

abcd · 9 = dcba.

Zadatak 1086. Na koliko naqina moжemo za 50 dinara kupiti 30 pox-
tanskih maraka, tako da uzmemo samo tri vrste: od dinar, od dva
dinara i od xest dinara, i to obavezno sve tri vrste?
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Предавање 83

Grafovi

Milomir Dragovi�, Matematiqka gimnazija

83.1 Задаци за рад

Zadatak 16. Koje od slede�ih figura se mogu, a koje ne mogu nacrtati
jednim potezom?

RexeƬe: Neka figura se moжe nacrtati jednim potezom ako su sva
Ƭena temena parna (paran broj linija polazi iz tog temena) ili su
samo dva temena neparna.

Zadatak 17. Da li se slede�a figura moжe nacrtati u jednom potezu?
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RexeƬe: Moжe.

Zadatak 18. Dat je mnogougao sa n strana i konstruisane su sve Ƭe-
gove dijagonale. Za koje vrednosti n se figura moжe nacrtati jednim
potezom?

RexeƬe: Mnogouglovi sa neparnim brojem strana se mogu nacrtati
jednim potezom ukƩuquju�i sve dijagonale (svako teme je tada parno),
a mnogouglovi sa parnim brojem stranica ne mogu jer je svako teme
tada neparno.

Zadatak 19. Dokazati da u svakom druxtvu postoje dve osobe sa istim
brojem prijateƩa u tom druxtvu.

RexeƬe: Neka ih ima n. Ako postoji osoba koja poznaje sve preo-
stale, onda svaka osoba u tom druxtvu poznaje bar jednog qoveka xto
znaqi da n osoba ima broj poznanstava izme�u 1 i n− 1, pa moraju bar
dve poznavati isti broj osoba. Ako ne postoji osoba koja poznaje sve
preostale, onda je najve�i broj poznanstava n − 2, a najmaƬi 0. Kako
Ƭih ima n onda bar dve opet moraju poznavati isti broj osoba.

Zadatak 20. Dokazati da u svakom druxtvu paran broj Ʃudi ima ne-
paran broj prijateƩa me�u datim Ʃudima.

RexeƬe: Kako je prijateƩstvo simetriqna relacija, tj. ako je A
prijateƩ sa B onda je i B prijateƩ sa A to je ukupan broj poznanstava
paran. Ukupan broj poznanstava jednak je zbiru broja poznanika svake
od osobe, pa samim tim mora biti paran broj Ƭih koji imaju neparan
broj poznanika.

Zadatak 21. Dokazati da se me�u svakih 6 Ʃudi mogu izabrati 3 tako
da se svih tri poznaju me�usobno ili se nikoji od tih 3 ne poznaju.

RexeƬe: Izaberimo jednu osobu A iz tog skupa. Onda ona poznaje
bar 3 preostale osobe ili ne poznaje bar 3. Bez umaƬeƬa opxtosti
moжemo uzeti da poznaje bar tri osobe, recimo B,C i D. Ako se neke
dve od tih tri osoba poznaju me�usobno onda oni sa A qine traжeni
skup od tri osobe koje se poznaju me�usobno. Ako se nikoje dve od B,C
i D ne poznaju me�usobno, one qine traжeni skup od 3 osobe koje se ne
poznaju me�usobno.

Zadatak 22. Koja se od figura na slici moжe nacrtati jednim pote-
zom olovke polaze�i iz: a) jedne utvr�ene taqke; b)bilo koje taqke
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figure?

RexeƬe: Posmatrati parnost temena.

Zadatak 23. U parku P nalazi se jezero i tri ostrva A,B i C i 7
mostova. Moжe li se po�i iz nekog mesta u parku i pre�i svih 7 mo-
stova, a da se pri tom preko svakog od Ƭih pre�e samo jedanput? Ovaj
problem je rexio L.Euler, 26. Avgusta 1735. godine na Petrogradskoj
Akademiji Nauka; po Ƭemu se i zovu Ojlerovi grafovi.

RexeƬe: Ovaj problem moжemo svesti na jednostavniji oblik kao na
slici, a zatim posmatraƬem parnosti zakƩuqujemo da je to ne mogu�e.

Zadatak 24. Turistiqki vodiq je oznaqio na karti znaqajna mesta
koje je grupa turista жelela da obi�e. Da li je mogu�e da obi�u sva
mesta, a da svakom ulicom pro�u jedanput? Sa koje raskrsnice treba
da krenu?
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RexeƬe: Posmatrati parnost svakog mesta. Vidimo da su taqno
dva mesta neparna, dakle, mogu�e je napraviti takav plan puta.

Zadatak 25. Xest gradova povezano je tako da svaki par gradova ima
direktnu saobra�ajnu vezu i to ili жelezniqku ili autobusku (ali
ne obe). Moжe li se tvrditi da postoje tri grada koji su me�usobno
povezani saobra�ajnim vezama iste vrste?

RexeƬe: Oznaqimo gradove sa A,B,C,D,E i F . Iz grada A mora
sigurno po�i tri linije iste vrste (na primer autobuske) i neka to
budu AF , AD i AB. Pokuxajmo da dokaжemo da takva tri grada ne
postoje. ZakƩuqujemo da su linije BD i DF жelezniqke jer kada
nebi bile onda bi gradovi A,B,D ili A,F,D bili povezani linijama
iste vrste. Posmatrajmo sada liniju BF , ako je autobuska onda su
gradovi A,B i F povezani linijama iste vrste, a ako je жelezniqka
onda su gradovi B,D i F povezani linijama iste vrste. Dakle, moжe
se tvrditi da takva tri grada postoje.

83.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 26. Koje od slede�ih figura se mogu, a koje ne mogu nacrtati
jednim potezom?

Zadatak 27. Na slici su nacrtane pexaqke staze u parku. Odakle
treba zapoqeti xetƬu takvu da se nijednom od Ƭih ne pre�e dvaput?

Zadatak 28. Perica je zalutao kroz xumu. Primetio je da je prolazio
pored istih mesta jer je ostavio trag da je bio tu. Moжemo li tvrditi
da Perica nikada nije ixao istim putem?
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Zadatak 29. Na slici je nacrtana reka sa svim svojim mostovima kroz
odre�eno mesto. Da li je mogu�e obi�i sve obale tako da se preko
svakog mosta pre�e jedanput?

Zadatak 30. Raznosaq novina kre�e iz taqke A i treba da raznese
novine kroz sve ulice u svom komxiluku. Da li moжe to da uradi
tako da ne mora da prolazi jednom istom ulicom dva puta?



Предавање 84

PrebrojavaƬa

Nikola Mrkxi�, Matematiqka gimnazija

84.1 Задаци за рад

Zadatak 1087. Koliko postoji trocifrenih brojeva takvih da im je
prva cifra ve�a od 6, a druga cifra ve�a od prve, a tre�a parna? .

RexeƬe: Najlakxe je redom ispisati te brojeve. To su brojevi
78X, 79X, 89X. X moжe imati pet razliqitih vrednosti, te je ukupan
broj odgovaraju�ih brojeva jednak 15.

Zadatak 1088. Odrediti broj trocifrenih brojeva qiji je zbir ci-
fara maƬi od xest, ali ve�i od dva.

RexeƬe: Odredimo broj trocifrenih brojeva kojima je zbir ci-
fara redom 3, 4, 5. Oni kojima je zbir cifara tri su 111, 201, 210, 300,
qetiri 400, 310, 301, 220, 202, 211, 103, 130, 121, 112, pet 500, 401, 410, 302,
320 311, 203, 230, 221, 212, 104, 140, 131, 113, 122. Dakle, postoji
ukupno 29 brojeva koji zadovoƩavaju dati uslov.

Zadatak 1089. a) Odrediti broj qetvorocifrenih brojeva takvih da
im je zbir cifara paran. b) Odrediti broj takvih brojeva izme�u
1244 i 1389.

RexeƬe: Qetvorocifrenih brojeva ima 9000. Oni se mogu podeliti
na serije po deset uzastopnih brojeva - takvih serija u ovom sluqaju
ima 900. Ukoliko je prvi broj paran, drugi je neparan, tre�i paran,
itd. Ukoliko je prvi neparan, drugi je paran, tre�i neparan.. U oba
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sluqaja svaka desetorka sadrжi po pet parnih i pet neparnih. Dakle,
ima 4500 neparnih(parnih) qetvorocifrenih brojeva. Datu seriju
moжemo podeliti na dva dela: 1244-1249, 1250-1389. U prvom delu,
ruqnom proverom dobijamo da ima tri parna, dok u drugoj, sliqno
kao u prvom delu zadatka, dobijamo da postoji (1389− 1250 + 1)/2 = 70
parnih. Dakle, ukupno ih je 73.

Zadatak 1090. Odrediti broj qetvorocifrenih brojeva takvih da je zbir
prve dve cifre paran, a druge dve neparan.

RexeƬe: Po tvr�eƬu iz drugog zadatka, lako je zakƩuqiti da bro-
jeva sa parnim(ili neparnim) zbirom cifara izme�u 10 i 99 ima 45, a
izme�u 0 i 99 taqno 50. Kako prva cifra mora biti ve�a od 0, odgo-
varaju�ih kombinacija za prve dve cifre ima 45. Takvih ograniqeƬa
za druge dve cifre nema, te postoji 50 vaƩanih kombinacija za Ƭih.
Dakle, ukupan broj ovakvih qetvorocifrenih brojeva je 45 · 50 = 2250.

Zadatak 1091. Odrediti broj qetvorocifrenih brojeva takvih da se za-
vrxavaju sa parnim brojem, da im je prva cifra 1 ili 2, i da im je zbir
cifara paran.

RexeƬe: Qetvorocifrenih brojeva ima ukupno 9000. Onih koji poc-
hiƬu sa 1 ili 2, dakle, ima taqno 2000. Iz tvr�eƬa proxlog zadatka,
znamo da je kod taqno 1000 od ovih brojeva zbir cifara paran. Ostaje
nam da obratimo paжƬu na prvi uslov, tj. da se zavrxavaju parnim
brojem. Dakle, ima 5 mogu�nosti za zadƬu cifru. Zavisno od toga
da li je prvi broj 1 ili 2, zanima nas broj dvocifrenih brojeva sa
parnim, tj. neparnim brojem cifara. Po proxlom zadatku, i jednih
i drugih je 50(mogu poqiƬati i sa nulom u ovom sluqaju). Dakle,
ukupan broj je 5 · 2 ∗ 50 = 500. Isti rezultat mogli smo dobiti i na
lakxi naqin. Od brojke od 1000 koju smo dobili odmah, mogli smo
rezonovati da se, poxto su u pitaƬu uzastopni brojevi, svaki drugi
zavrxava parnom cifrom, te da ih je ukupno 1000/2 = 500.

Zadatak 1092. Nikola je mali xtreber koji mora da nauqi napamet
kƬigu iz hemije, poxto je previxe glup da bi je razumeo. KƬiga
ima 1389 strana. Me�utim, mali xtreber kakav jeste, Nikola nas je
prevario i unapred nauqio svaku desetu stranu napamet, a proqitao je
ovlax svaku drugu stranu. Ako je Nikoli potrebno da proqita stranu
dva puta da bi je nauqio napamet, a ako mu je potrebno 7 minuta da
proqita jednu stranu, koliko �e mu sati i minuta trebati da zavrxi
sa xtrebaƬem?

RexeƬe: Izraqunajmo broj strana koje �e Nikola morati da proc-
hita. Da nixta nije uqio unapred, morao bi da proqita 1389 ·2 = 2778
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strana. Me�utim, on je ve� nauqio napamet 138 strana, xto ce mu
uxtedeti 276 qitaƬa. Tako�e, poxto je proqitao ovlax svaku drugu
stranu, to �e mu uxtedeti 694 qitaƬa. Me�utim, ova dva skupa se
preklapaju, tj. Nikola nije uxtedeo 694 qitaƬa pregledaƬem kƬige,
poxto je neke stranice ve� znao napamet. Tih stranica je 138. Dakle,
Nikola mora da proqita 2778 − 276 − 694 + 138 strana, za koje �e mu
trebati 13622 minuta, tj. 227 sati i 2 minuta.

Zadatak 1093. Dato je deset neparalelnih duжi u ravni. Nikoje tri
prave se ne seku u istoj taqki. U koliko se taqaka me�usobno seku ove
duжi?

RexeƬe: Svake dve prave se seku. Prvu pravu moжemo izabrati na
10 naqina. Drugu pravu moжemo izabrati na 9 naqina. Dakle, postoji
90 razliqitih parova. Me�utim, ovde smo svaki par raqunali dva
puta - ako je prva prava A, a druga B, ovde smo uraqunali i kombi-
naciju AB i BA. Me�utim, kojim god redom da ih uzimamo, preseqna
taqka je ista, te dobijeni broj treba podeliti sa dva. Dakle, traжeni
broj taqaka je 45.

Zadatak 1094. Dato je 220 razliqitih taqaka u ravni. Od tih 220,
taqno 55 su kolinearne. Koliko je razliqitih duжi odre�eno sa ovim
taqkama? A koliko pravih?

RexeƬe: Kolinearne taqke ne�e uticati na broj duжi, jer iako su
dve duжi na istoj pravoj, a ako se ne poklapaju, u pitaƬu su dve raz-
liqite duжi. Dakle, ovih duжi ima 220·219/2 = 24090. S druge strane,
kolinearnost �e smaƬiti ukupan broj razliqitih pravih. ƫih �e
biti 220 · 219/2− 55 · 54/2 + 1 = 24090− 1485 + 1 = 22606.

Zadatak 1095. Odrediti broj trouglova koje formira 300 taqaka u ravni,
ako su a) taqno 4 taqke kolinearne; b) 102 taqke kolinearne.

RexeƬe: Broj trouglova bio bi 300 · 299 · 298/6, da date qetiri(102)
taqke nisu kolinearne. Te qetiri taqke spreqile su formiraƬe taqno
qetiri nova trougla, te je ukupan broj trouglova a) 4455096. b) 4455100−
102 · 101 · 100/6 = 4283400. Uoqimo da ovde ne treba dodati jedan tro-
ugao, kao u sluqaju formiraƬa pravih, jer kolinearne duжi ne mogu
formirati nedegenerisani trougao.

Zadatak 1096. Odrediti broj: a) pravougaonika; b) kvadrata u jediniq-
nom pravougaoniku dimenzija 1244 × 1389, takvih da im se gorƬa leva
ivica uvek nalazi u ivici pravougaonika.
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RexeƬe: GorƬa desna i doƬa leva taqka odre�ene su jednoznaqno
pomo�u gorƬe leve i doƬe desne taqke. Kako je gorƬa leva ivica fik-
sirana, ostaje nam samo da odredimo broj mogu�ih poloжaja za doƬu
desnu taqku. a) Ona se moжe nalaziti bilo gde osim na levoj ili
gorƬoj ivici, te je moжemo izabrati na 1243 · 1388 = 1725284 naqina.
b) Kako su kvadratu obe ivice jednake, doƬa desna taqka se mora na-
laziti na jednakom rastojaƬu od gorƬe i od leve ivice, tj. na nekoj
od 1243 taqke koje zadovoƩavaju taj uslov a nisu gorƬi levi ugao.

84.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1097. Odrediti broj parnih brojeva sa parnom sumom cifara
maƬih od 200.

Zadatak 1098. Odrediti broj pravougaonika koja odre�uje kvadratna
mreжa dimenzija 5× 5.

Zadatak 1099. Odrediti proizvod broja A i B, ako je A razlika iz-
me�u broja brojeva sa parnim i neparnim zbirom cifara maƬih od
2000000, a B broj prestupnih godina izme�u 3700 godine pre nove ere
i 1389 godine nove ere.

Zadatak 1100. Dato je 1000 taqaka u ravni. Ako su taqno 998 od Ƭih
kolinearne, odrediti broj trouglova koje u ravni ove taqke formi-
raju.

Zadatak 1101. Ako je pomo�u n taqaka u ravni odre�eno 153 duжi,
kolika je vrednost n?
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Предавање 85

Skupovi (Venovi dijagrami,

primena)

Tamara Xumarac, Matematiqka gimnazija

85.1 Задаци за рад

Zadatak 1102. U skoli ima 60 nastavnika od kojih 39 pije kafu, 28
pije qaj, a 16 pije i qaj i kafu. Ima li i koliko nastavnika koji ne
piju kafu?

RexeƬe: Kako je 60− (23 + 16 + 12) = 60− 51 = 9, to 9 nastavnika ne
pije ni qaj ni kafu.

Zadatak 1103. Na pismenoj veжbi iz matematike postavƩena su tri
zadatka. Svaki uqenik je rexio bar jedan zadatak, a niko nije rexio
tre�i zadatak. Prvi zadatak rexilo je 25 uqenika, a drugi 27 uqenika.
ƫih 20 je rexilo oba zadatka. Koliko uqenika je radilo veжbu?
Koliko uqenika je rexilo samo prvi zadatak?
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RexeƬe: Kako je 5+20+7 = 32 to je 32 uqenika radilo veжbu. Samo
prvi zadatak rexilo je 25− 20 = 5 uqenika.

Zadatak 1104. U jednom odeƩeƬu od 29 uqenika, Ƭih 13 je proqitalo
KƬigu1, 16 KƬigu2, a 11 KƬigu3. Pri tome 3 uqenika nisu proqitali
nijednu od ove tri kƬige. Od onih koji su proqitali KƬigu2 Ƭih 6
je proqitalo KƬigu1, a 4 KƬigu3. Samo 1 uqenik je proqitao sve tri
kƬige. Koliko uqenika iz tog odeƩeƬa je proqitalo samo KƬigu1 i
KƬigu3?

RexeƬe: Sa slike se vidi da ukupan broj Ʃudi koji su proqitali
bilo koju kƬigu iznosi 7−x+7−x+x+7+5+1+3= 30−x. Po zadatku
3 uqenika nije procitalo ni jednu kƬigu pa ukupan broj Ʃudi koji su
proqitali bilo koji kƬigu iznosi 29 − 3 = 26. Sada 26 = 30 − x tj.
x = 4. Dakle 3 uqenika je proqitalo samo KƬigu1, a 3 samo KƬigu3.

Zadatak 1105. U jednom odeƩeƬu 5. razreda 4
5 uqenika uzima uzima

Deqije novine ili Matematiqki list. Deqije novine uzima dva puta
vixe uqenika nego Matematiqki list, a broj uqenika koji uzimaju oba
qasopisa je 1

2 broja uqenika koji qitaju Matematiqki list. Koliko
uqenika qita svaki od qasopisa, a koliko oba, ako pet uqenika ne
uzima nijedan qasopis?

RexeƬe: Po zadatku 1
5 odeƩeƬa ne qita ni jedne novine a to je 5

Ʃudi . Dakle celo odeƩeƬe ima 5 · 5 = 25 Ʃudi. Koriste�i sliku i
prema zadatku vaжi: (y + z) = 2(x + y) Sliqno 2y = x + y tj. x = y.
Odatle vaжi z = 3y. Ukupan broj Ʃudi koji qitaju bilo koje novine
je 4

5 · 25 = 20. Sa druge strane to je jednako i x+ y+ z = y+ y+3y = 5y
tj. 5y = 20 tj. y = 4. Deqije novine qita 16 uqenika, a Matematiqki
list 8.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1106. U jednom odeƩeƬu koje ima 35 uqenika svaki uqenik
obavezno uqi jedan, ali najvixe dva strana jezika: 18 uqenika uqi en-
gleski, 16 ruski, a 13 nemaqki jezik. Pri tome 4 uqenika uqi engleski
i nemaqki, 6 engleski i ruski. Koliko uqenika uqi samo jedan jezik,
a koliko uqi i ruski i nemaqki?

RexeƬe: Sa slike se vidi da samo engleski uqi 8+6+4 = 18 uqenika.
Ukupan broj uqenika koji uqi bilo koji jezik iznosi 35. Sa druge
strane taj isti broj je jednak 18+9−x+10−x+x = 37−x tj 37−x = 35
tj. x = 2. Samo jedan strani jezik uqi 8 + 8 + 7 = 23 uqenika a 2
uqenika uqi i ruski i nemaqki.

Zadatak 1107. Na balkanskom kongresu matematiqara svaki od 100
uqesnika govori bar jedan od tri strana jezika: ruski govori 57 ma-
tematiqara, ruski i francuski 28, engleski i francuski 34, a samo
francuski 5; samo dva strana jezika govori 49 uqesnika, a sva tri je-
zika govori 11 matematiqara. Koliko uqesnika govori samo engleski
i ruski jezik?

RexeƬe: Sa slike x + 34 − 11 + 28 − 11 = 40 + x Ʃudi govori taqno
dva strana jeziak xto po zadatku je jednako broju 49 tj. 49 = 40+ x tj.
x = 9. Samo engleski govori 100− 57− (5 + 34− 11) = 15 matematiqara,
a samo ruski 57− (28− 11)− 11− 9 = 20 matematiqara.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1108. U naseƩu ima 8 ulica od kojih svaka ima bar jednu
komunalnu instalaciju. Struju ima 6 ulica, kanalizaciju 4, a vodovod
6 ulica. Da li postoji ulica koja ima sve instalacije ako taqno tri
ulice imaju samo po jednu i to razliqitu komunalnu instalaciju?

RexeƬe: Sa slike se uoqava x + y + z = 5;x + y + t = 5 tj. z = t i
x + z + t = 3. Sada iz x + y + 2t = 5 i x + y + t = 5 sledi da je t = 0.
Dakle postoje 3 ulice sa sve tri komunalne instalacije.

Zadatak 1109. Na izlet je krenulo 60 uqenika od kojih 2
3 pije samo

koka-kolu, a 4
15 sok i koka-kolu. Koliko uqenika pije samo sok?

RexeƬe: Uqenika koji piju samo koka-kolu ima 2
3 · 60 = 40. Uqenici

koji piju i koko-kolu i sok ima 4
15 ·60 = 16. Preostalih 60− 40− 16 = 4

pije samo sok.

Zadatak 1110. U jednoj xkoli ima 450 uqenika. Sportom se ne bavi
samo Ƭih 20. Ostali igraju koxarku,odbojku ili fudbal, ali samo
jednim sportom se bave. Koxarku i odbojku zajedno igra 215 uqenika,
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a fudbal i odbojku 323 uqenika. Koliko uqenika se bavi svakim od
ovih sportova?

RexeƬe: Uqenika koji se bave sportom ima 450− 30 = 420. Oni koji
se bave samo fudbalom ima 430− 215 = 215 uqenika. Oni koji se bave
samo koxarkom ima 430 − 323 = 107. Preostalih 430 − 215 − 107 = 108
uqenika se bavi samo odbojkom.

Zadatak 1111. Na jednom kongresu bilo je 2000 uqesnika od kojih je
svaki bio filozof ili matematiqar, a jedan broj uqesnika se bavio
i filozofijom i matematikom. Koliko je bilo uqesnika u svakoj ka-
tegoriji, ako je me�u filozofima svaki osmi bio i matematiqar, a
me�u matematiqarima svaki trinaesti i filozof?

RexeƬe: Neka je x broj samo filozofa, z samo matematiqara, a y
onih koji su i filozofi i matematiqari. Ako je svaki osmi filozof
bio i matematiqar to je onda (x + y) = 8y tj. x = 7y. Ako svaki 13
matematiqar je i filozof anda vaжi (y + z) = 13y tj. z = 12y. Sada
ukupan broj matematiqara je 2000 = x + y + z = 7y + y + 12y = 20y tj.
y = 100. Ukupan broj filozofa je 800, a matematiqara je 1300.

Zadatak 1112. U жestokom obraqunu izme�u gusara Ƭih 70 od 100 izgu-
bilo je jedno oko, 75 jedno uvo, 80 jednu ruku i 85 jednu nogu. Dokazati
da je bar 10 gusara izgubilo istovremeno oko, uvo, ruku i nogu.

RexeƬe: Oko i uvo izgubilo je bar (70+ 75)− 100 = 45 gusara. Oko,
uvo i ruku izgubilo je bar (45 + 80)− 100 = 25 gusara. Oko, uvo, ruku
i nogu izgubilo je bar (25 + 85)− 100 = 10 gusara.

Zadatak 1113. U jednom skupu ima 20 Ʃudi. ƫih 16 govori engleski,
15 francuski i 17 nemaqki jezik. Dokazati da najmaƬe 8 od Ʃudi iz
tog skupa govori sva tri jezika.

RexeƬe: Uz oznake kao sa slike imamo: a+b+c+d+e+f+g+h = 20
a+ b+ d+ e = 16 a+ b+ c+ f = 15 a+ c+ d+ g = 17

Ako prvu jednaqinu pomnoжimo sa 2 i oduzmemo je od zbira posled-
Ƭe tri jednaqine dobijamo:

a − (e + f + g + 2h) = 8 tj.a = e + f + g + 2h + 8 tj. kako su e, f, g,
h nenegativni brojevi, najmaƬe 8 Ʃudi iz tog skupa govori sva tri
strana jezika. slika za za�1ven
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85.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1114. Na turistiqkom skupu svaki od uqesnika govori bar
jedan od tri strana jezika. Sva tri govori 2 uqesnika; 9 govori samo
francuski i engleski, 13 samo francuski i ruski, 12 samo ruski i
engleski, 29 samo engleski, 6 samo francuski i 7 samo ruski jezik.
Koliko ukupno ima uqesnika?

Zadatak 1115. U petom razredu jedne xkole ima 90 uqenika. Poznato
je da 22 uqenika uqi engleski jezik, 28 ruski jezik, a 35 francuski
jezik. Engleski i ruski uqi 5, francuski i engleski 7, a ruski i
francuski 9, a samo engleski 12 uqenika. Koliko uqenika uqi sva tri
jezika, a koliko ne uqi ni jedan jezik?

Zadatak 1116. U jednom preduze�u ima 35 radnika. ƫih 20 govori
strane jezike, 11 zna stenografiju, a 10 ne zna ni jedno ni drugo. Ko-
liko radnika zna i stenografiju i strane jezike?

Zadatak 1117. Svi uqenici jednog odeƩeƬa su qlanovi bar jedne od
sekcija: koxarkaxke, recitatorske ili matematiqarske. U sve tri
sekcije uqlaƬeno je 6 uqenika; 6 uqenika su qlanovi po dve sekcije a
po 6 uqenika su qlanovi samo po jedne sekcije. Koliko uqenika ima u
tom odeƩeƬu?

Zadatak 1118. U jednoj xkoli su ispitivali ukus 600 uqenijka. Ja-
buke voli 240 uqenika, banane 180, a mandarine 360 uqenika. Jabuke
i mandarine voli 120 uqenika, jabuke i banane 70 uqenika. Odrediti
koliko ima uqenika koji vole sve tri vrste vo�a.
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Предавање 86

Uglovi

Milox MilosavƩevi�, Matematiqka gimnazija

86.1 Теориjски увод

Definicija 136. Uglovi su suplementni ako je Ƭihov zbir 180◦.

Definicija 137. Uglovi su koplementni ako je Ƭihov zbir 90◦.

86.2 Задаци за рад

Zadatak 1119. Na�i meru ugla ako je on jednak komplementnom uglu
Ƭemu dvostrukog ugla.

RexeƬe: Neka je taj ugao α. Iz teksta je 2α+ β = 90◦, gde je β ugao
komplementan uglu 2α. Kako je onda α = β, to je 3α = 90◦, odnosno
α = 30◦.

Zadatak 1120. Na�i meru ugla ako je Ƭegova mera za 20◦ ve�i od mere
Ƭemu suplementnog ugla.

RexeƬe: Neka je taj ugao α. Iz teksta je α+ β = 180◦, gde je β ugao
suplementan uglu α. Kako je onda α = β + 20◦, to je 2β + 20◦ = 180◦,
odakle je β = 80◦. Ugao α = 100◦

Zadatak 1121. Uglovi α, β, γ, δ su ,,susedni”(dva ugla su ,,susedna”kad
imaju zajedniqko teme i bar jedan zajedniqki krak) i zajedno saqiƬa-
vaju opruжen ugao. Ako su svaka dva susedna ugla jednaka, odrediti
meru ovih uglova.

RexeƬe: Imamo α = β, β = γ, γ = δ. Znaqi, sva qetiri ugla su
jednaka me�u sobom. Odavde je 4α = 180◦, pa je α = 45◦. Dakle, α =
β = γ = δ = 45◦.
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Zadatak 1122. Uglovi α i β su komplementni. Na�i ove uglove ako
se zna α = 3

5β.

RexeƬe: Imamo da je α+β = 90◦. Znaqi, 3
5β+β = 90◦. Ova jednaqina

je ekvivalentna sa 3β + 5β = 450◦. Dakle, 8β = 450◦, pa je β = 56◦15′, a
α = 43◦45′.

Zadatak 1123. Za koliko je ugao α ve�i od Ƭegovog komplementnog
ugla, ako je za 42◦18′26′′ maƬa od Ƭegovog suplementnog ugla ?

RexeƬe: Neka je α + β = 180◦. Imamo β = α + 42◦18′26′′. Odavde je
α+α+42◦18′26′′ = 180◦. Tada je α = 68◦50′47′′. Komplementan ugao uglu
α je onda 21◦9′13′′. Ugao α je ve�i od svog komplementa za 47◦41′34′′.

Zadatak 1124. Mera ugla α+β je za 48◦ ve�a od mere ugla α−β. Na�i
ugao β.

RexeƬe: Imamo da je α+β = α−β+48◦. Odavde je β = 48◦−β. Tada
je 2β = 48◦, odakle imamo β = 24◦.

Zadatak 1125. Mera ugla 3α− β je za 60◦ maƬa od mere ugla 3α+ 2β,
a za 42◦ ve�a od mere ugla α− 2β. Odredi uglove α i β .

RexeƬe: Iz prvog dela zadatka zakƩuqujemo: 3α−β+60◦ = 3α+2β.
Odavde je 3β = 60◦, odnosno β = 20◦. Iz drugog dela zadatka je 3α −
20◦ = α− 40◦ + 42◦. Znaqi, 2α = 22◦, dakle α = 11◦.

Zadatak 1126. Uglovi α i β su suplementni, a 5
6α i 1

3β su komple-
mentni uglovi. Odrediti uglove α i β.

RexeƬe: Imamo da je α+β = 180◦ i 5
6α+

1
3β = 90◦.Iz prve jednaqine

imamo β = 180◦−α. Druga jednaqina je ekvivalentna sa 5α+2β = 540◦.
DaƩe je 5α + 2(180◦ − α) = 540◦. Odavde je 3α = 180◦, pa je α = 60◦, a
β = 120◦.

Zadatak 1127. Uglovi α, β, i γ su suplementni i α = 1
6β, β = 2γ. Na�i

ove uglove.

RexeƬe: Kako je α = 2
3β, i β = 2γ, to je α = 1

6 · 2γ = 1
3γ. Sada imamo

1
3γ + 2γ + γ = 180◦. Ova jednaqina je ekvivalentna sa 1

3γ + 3γ = 180◦,
odnosno γ + 9γ = 540◦. Dakle γ = 54◦, pa je β = 108◦, a α = 18◦.

Zadatak 1128. Uglovi α, β, γ, δ su ,,susedni”i zajedno saqiƬavaju opruz-
hen ugao. Ako su svaka dva nesusedna ugla komplementna, i γ = 3

5β
odrediti meru ovih uglova.

RexeƬe: Imamo α + γ = 90◦, α + δ = 90◦, β + δ = 90◦. Iz prve
dve jednakosti zakƩuqujemo γ = δ, a iz druge dve α = β. Sada imamo
2β + 2 · 3

5β = 180◦. Ova jednaqina je ekvivalentna sa 10β + 6β = 1800◦,
pa je β = 56◦15′. Onda je δ = 33◦45′.
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86.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1129. Za koliko je ugao α maƬi od Ƭegovog suplementnog
ugla, ako je za 25◦52′28′′ ve�i od Ƭegovog komplementnog ugla ?

Zadatak 1130. Mera ugla 3α+ 5β je za 70◦ ve�a od mere ugla 3α− 2β,
a za 50◦ maƬa od mere ugla 5α+ 5β. Odredi uglove α i β .

Zadatak 1131. Uglovi α i β su komplementni, a 6
5α i 9

4β su suple-
mentni uglovi. Odrediti uglove α i β.

Zadatak 1132. Uglovi α, β, i γ su komplementni i α = 1
5β, β = 5γ.

Na�i ove uglove.

Zadatak 1133. Uglovi α, β, γ, δ su ,,susedni”i zajedno saqiƬavaju opruz-
hen ugao. Ako su svaka dva nesusedna ugla komplementna, i γ je za 20◦

ve�i od β odrediti meru ovih uglova.
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Предавање 87

Najve�i zajedniqki delilac i

najmaƬi zajedniqki sadrжalac

Stefan Stanojevi�, Matematiqka gimnazija

87.1 Теориjски увод

Definicija 1. Najve�i zajedniqki delilac prirodnih brojeva a i b
je najve�i prirodan broj kojim su i a i b deƩivi.

Definicija 2. NajmaƬi zajedniqki sadrжalac prirodnih brojeva a
i b je najmaƬi prirodan broj koji je deƩiv sa a i b.

Definicija 3. Kaжemo da su prirodni brojevi a i b uzajamno prosti
ako je NZD(a, b) = 1.

87.2 Задаци за рад

Zadatak 1134. Odrediti brojeve a i b, ako je NZD(a, b) = 5 i NZS(a, b) =
50.

RexeƬe: Kako je NZD(a, b) = 5 imamo da je a = 5k, b = 5l, gde su k i
l uzajamno prosti prirodni brojevi.

Poxto je sada NZS(k, l) = 50
5 = 10, i k i l su uzajamno prosti,

zakƩuqujemo da je kl = 10. Sada imamo 2 mogu�nosti za ova 2 broja :
(5, 2) i (10, 1), pa imamo dva konaqna rexeƬa (25, 10) i (50, 5).

Zadatak 1135. Proizvod dva prirodna broja je 720, a NZS 180. Koji
su to brojevi?

RexeƬe: Kako je NZS ovih brojeva 180 = 22325, moжemo zakƩuqiti
da nijedan od Ƭih nije deƩiv prostim brojem razliqitim od 2,3,5,
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kao i da je jedan od Ƭih deƩiv sa 22, jedan sa 32 i jedan sa 5. Kako
im je proizvod 720 = 24325, moraju oba biti deƩiva sa 22 dok jedan od
brojeva ne sme biti deƩiv sa 3 i jedan od brojeva ne sme biti deƩiv
sa 5. Dakle, imamo 2 para koji zadovoƩavaju uslove zadatka :

(22325, 22) i (2232, 225), tj.
(180, 4) i (36, 20) su rexeƬa zadatka

Zadatak 1136. Zbir dva prirodna broja je 224, a NZD 56. Na�i te
brojeve.

RexeƬe: Ove brojeve predstavƩamo kao 56k i 56l.
56k + 56l = 224
56(k + l) = 224
k + l = 4.
Postoje dva para prirodnih brojeva koji zadovoƩavaju ovu jedna-

kost - (3, 1) i (2, 2). Me�utim, kako k i l moraju bii uzajamno prosti,
odbacujemo drugu mogu�nost, pa postoji samo jedno rexeƬe - 56 i 168.

Zadatak 1137. Mirko je kupio nekoliko olovki po 27 dinara i neko-
liko sveski po 72 dinara. Prodavac mu je za to naplatio 1234 dinara.
Kako je Mirko znao da je prodavac pogrexio?

RexeƬe: Iz uslova zadatka moжemo napisati jednaqinu 27x+72y =
1234. Poxto je 9 NZD za 27 i 72 vaжi :

3 · 9x+ 8 · 9y = 1234
9 · (3x+8y) = 1234, pa zakƩuqujemo da je 1234 deƩivo sa 9, xto nije

taqno. Znaqi, jednaqina koju smo napisali na poqetku nije taqna pa
je prodavac pogrexio.

Zadatak 1138. Dokazati da je NZD(a, b)· NZS(a, b) = ab.

RexeƬe: Neka je S =NZS(a, b). Tada je S = ak, za neki prirodan
broj k. Kako je S deƩivo sa b, broj ak

b
mora biti prirodan. Oznaqimo

NZD(a, b) = d. Sada moжemo napisati a = nd i b = md za neke uzajamno
proste prirodne brojeve m i n. Ako zamenimo ovo u prethodni izraz
dobi�emo

nkd
md

= nk
m

∈ N .
Kako sum i n uzajamno prosti, k mora biti deƩivo sa m, tj. k = mt,

t ∈ N . Dakle,
S = ak = amt = a b

d
t = ab

d
t.

Sa druge strane, svaki broj oblika ab
d
t sadrжi a i b. NajmaƬi

zajedniqki sadrжalac se dobija za t = 1 i jednak je S = ab
d
.

Zadatak 1139. Ako je d zajedniqki delilac brojeva a i b, dokazati da
je d tako�e zajedniqki delilac brojeva a+ b i a− b.

RexeƬe: Poxto d deli i a i b moжemo pisati:
a = kd i b = ld
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a+ b = kd+ ld = d(k + l)
a− b = kd− ld = d(k − l)
Dakle, d tako�e deli i a+ b i a− b.

Zadatak 1140. Ako je a = bk + c, dokazati da je NZD(a, b) =NZD(b, c),
tj. NZD brojeva a i b je jednak NZD-u broja b i ostatka pri deƩeƬu
broja a brojem b.

RexeƬe: Nazovimo NZD(a, b) = d1 i NZD(b, c) = d2. Sada vaжi :
kd1 = ld1 + c
c = d1(k − l), d1 deli c pa je d1 zajedniqki delilac za b i c. Odavde

zakƩuqujemo da d1 deli d2 poxto svaki zajedniqki delilac dva broja
deli Ƭihov najve�i zajedniqki delilac.

Sliqno, napisa�emo a = pd2 + qd2 = d2(p + q) . Sada zakƩuqujemo
da d2 deli a, pa je d2 zajedniqki delilac za a i b, pa d2 deli Ƭihov
najve�i zajedniqki delilac - d1.

Poxto d1 deli d2 i d2 deli d1, oni moraju biti jednaki.

Zadatak 1141. Dokazati da se za prirodno n razlomak 21n+4
14n+3 ne moжe

skratiti.

RexeƬe: NZD(21n+4, 14n+3) =NZD(14n+3, 7n+1) =NZD(7n+1, 1) =
1 pa se razlomak ne moжe skratiti.

Zadatak 1142. Na�i najmaƬi prirodan broj x koji daje ostatak 2 pri
deƩeƬu sa 3,6 pri deƩeƬu sa 7 i 3 pri deƩeƬu sa 8.

RexeƬe: Broj x+1 �e biti deƩiv sa 3 i 7 i davati ostatak 4 pri
deƩeƬu sa 8. Svaki broj oblika 8k + 4 je deƩiv sa 4, pa je traжeno
x =NZS(3, 4, 7) = 84.

Zadatak 1143. Razlika dva neparna broja jednaka je 2n. Dokazati da
su oni uzajamno prosti.

RexeƬe: NZD ovih brojeva mora deliti Ƭihovu razliku pa deli
2n. Me�utim, kako su ova dva broja neparna i Ƭihov NZD mora biti
neparan. Jedini takav broj koji deli 2n je 1 pa su ovi brojevi uzajamno
prosti.

87.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1144. Ako je NZD(x, 10) = 2 i NZD(x, 21) = 7, i x < 50, koliko
rexeƬa imamo za x?

Zadatak 1145. Proizvod dva prirodna broja je 300, a NZD 10. Koji
su to brojevi?

Zadatak 1146. Odrediti sve zajedniqke delioce brojeva 5k+6 i 8k+7,
gde je k ceo broj.
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Zadatak 1147. Ako je NZD(a, b) = 1, dokazati da je NZD(a + b, a − b)
jednak 1 ili 2.

Zadatak 1148. Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u
mogu�u vrednost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca.
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Предавање 88

Razlomci (operacije i

jednaqine)

OgƬen Tripunovi�, Matematiqka gimnazija

88.1 Теориjски увод

Definicija 138. Razlomak je koliqnik dva prirodna broja m i n, pa
pixemo: m : n = m

n
.

Teorema 172. Razlomci a
c
i a·n

c·n su jednaki gde je n prirodan broj.

Definicija 139. Razlomak qiji su brojilac i imenilac uzajamno
prosti brojevi, naziva se nesvodƩiv.

Teorema 173. Za svaka dva razlomka a
c
i b

c
vaжi:

a

c
± b

c
=
a± b

c
, (a ≥ b).

Teorema 174. Za svaka dva razlomka a
b
i c

d
vaжi:

a

b
± c

d
=
ad± cb

bd
, (
a

b
≥ c

d
).

Teorema 175. Razmera dva broja a i b pokazuje koliko puta je broj a
ve�i od broja b, xto oznaqavamo a : b.

88.2 Задаци за рад

Zadatak 1149. Koliki ugao zaklapaju satna i minutna kazaƩka u 8
qasova i 10 minuta?
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RexeƬe: U 8 qasova ugao izme�u kazaƩki je 4
12 · 360o = 120o. Ugao

se zbog minutne kazaƩke pove�a za x = 2
12 · 360o = 60o. Kako se satna

kazaƩka kre�e 12 puta sporije, zbog Ƭe se ugao smaƬi za 1
12x. Odatle

je traжeni ugao jednak 120o + x− 1
12x = 120o + 60o − 1

12 · 60o = 175o.

Zadatak 1150. U 6 sati kazaƩke sata obrazuju opruжen ugao. Za ko-
liko minuta �e kazaƩke prvi put obrazovati ugao od 70o?

RexeƬe: Ako je x ugao koji pre�e minutna kazaƩka do poklapaƬa,
onda vaжi:

180− x+
1

12
x = 70,

180− 11

12
x = 70,

11

12
x = 110.

Sledi x = 120o, a tom uglu odgovara 20 minuta, xto je i rexeƬe za-
datka.

Zadatak 1151. Peca pojede celu picu za 15 minuta, a Peca i Neca
zajedno pojedu celu picu za 6 minuta. Koliko je vremena potrebno
Neci da sam pojede celu picu?

RexeƬe: Peca za jedan minut pojede petnaestinu pice, a kad jedu
zajedno, Peca i Neca pojedu xestinu pice za jedan minut. Sledi, za
jedan minut Neca sam pojede 1

6 − 1
15 = 1

10 . Znaqi, Neci treba 10 minuta
da pojede picu sam.

Zadatak 1152. Uglovi α i β su suplementni, a 2
5 ·α i β komplementni.

Izraqunaj razliku uglova α i β.

RexeƬe: Iz α+ β = 180 i 2
5α+ β = 90, odmah sledi 3

5α = 90. Stoga,
α = 150o, β = 30o, odakle je α− β = 120o.

Zadatak 1153. Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da je a
10+

b
15 =

5
6 i 1

2 <
a
10 <

3
4 .

RexeƬe: Kako je 1
2 = 5

10 , a
3
4 = 15

20 , to je 5
10 <

a
10 <

15
20 , pa je a = 6 ili

a = 7. Zamenom ovih vrednosti u jednakost a
10 + b

15 = 5
6 dobijamo da je

jedino rexeƬe zadatka: a = 7, b = 2.

Zadatak 1154. Odrediti sve parove prirodnih brojeva a i b takvih
da je a+ b = 30 i 2005

2007 = 198
223 + a

b
.
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RexeƬe: Iz druge jednakosti dobijamo da je a
b
= 1

9 . Koriste�i prvu
jednakost dobijamo da je a = 3, b = 27.

Zadatak 1155. Slavko i Marko su sadili drve�e. Pri tome 1
3 sadnica

su bile bukve, 3
8 orah, a ostalo bagrem. Koliko najvixe bagrema su

oni zasadili ako su sadili maƬe od 360 drveta?

RexeƬe: 8
24 ukupnog broja sadnica su bukve, 9

24 ukupnog broja su
orasi, pa sledi da bagrema ima 24

24 −
(

8
24 +

9
24

)
= 24

24 − 17
24 = 7

24 od ukupnog
boja sadnica. Najve�i broj koji je maƬi od 360 i deƩiv je sa 24 je
336. Kako je 336 : 24 = 14, sledi da je broj bagremova 14 · 7 = 98.

Zadatak 1156. Brojilac i imenilac razlomka p
q

su prosti brojevi.
Odredi proste brojeve p i q ako je zbir razlomka i Ƭemu reciproqnog
razlomka jednak 130

33 .

RexeƬe: Kako je p
q
+ q

p
= 130

33 , to je NZS(p, q) = 33 = 3 · 11. Znaqi
da su traжeni prosti brojevi p = 3 i q = 11. Proverom jednakosti se
potvr�uje istinitost.

Zadatak 1157. Odrediti prirodan broj n i prost broj p tako da vaжi
n

1990 = 1
p
. Koliko razliqitih rexeƬa ima problem?

RexeƬe: Kako je n
1990 = 1

p
to je n

2·5·199 = 1
p
. Znaqi da su rexeƬa

problema p = 2, n = 995; p = 5, n = 398 i p = 199, n = 10.

Zadatak 1158. Dat je razlomak 7989
2010 . Kada se od brojioca datog raz-

lomka oduzme broj x, a imeniocu doda x, dobija se 1
8 . Na�i x.

RexeƬe: Primetimo da je zbir brojioca 7989 + 2010 = 9999. Ako
brojiocu oduzmemo, a imeniocu dodamo x, dobi�e se zbir 7989 − x +
2010 + x = 9999. Kako je novi razlomak jednak 1

8 , to je brojilac novog
razlomka a i imenilac 8a, pa je 9a = 9999, to je a = 1111. Traжeni
broj x se moжe dobiti iz jednakosti 7989− x = 1111. Dakle, x = 6878.

88.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1159. Ana pojede pakovaƬe sladoleda za 8 minuta. ЖeƩko
jede sladoled tri puta brжe od Ane. Za koliko vremena �e Ƭih dvoje
zajedno pojesti pakovaƬe sladoleda?



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1160. Umesto zvezdica stavi znake raqunskih operacija tako
da dobijex taqnu jednakost (moжex koristiti i zagrade)

1

2
∗ 1

6
∗ 1

6027
=

1

2009
.

Zadatak 1161. Odrediti razlomak koji je jednak razlomku 43
90 i kod

koga je zbir brojioca i imenioca jednak 1995.

Zadatak 1162. Na jednom ostrvu tri qetvrtine muxkaraca su oжe-
Ƭeni, a dve tre�ine жena su udate. Koji deo stanovnixtva ostrva
nije u braku, ako je broj oжeƬenih muxkaraca jednak broju udatih
жena?

Zadatak 1163. Kada �e prvi put posle 12 sati minutna i satna kazaƩka
zaklapati prav ugao?



Литература

[1] Dr Duxan Anda�evi�, Vladimir Mi�i� i Glixa Nexkovi�;
Zbirka zadataka iz matematike za 5. razred osnovne xkole; Za-
vod za u
benike i nastavna sredstva, Beograd i Zavod za u
benike
i nastavna sredstva, Novi Sad - 1993.

[2] Matematiqki list; (godine: 2009/2010, 2007/2008, 2003/2004 i
2001/2002); Druxtvo matematiqara Srbije, Beograd

[3] DMS, takmiqeƬa- 5-ti razred.

544



Предавање 89

Razlomci (proxirivaƬe,

skra�ivaƬe i upore�ivaƬe)

OgƬen Tripunovi�, Matematiqka gimnazija

89.1 Теориjски увод

Definicija 140. Razlomak je koliqnik dva prirodna broja m i n, pa
pixemo: m : n = m

n
.

Teorema 176. Razlomci a
c
i a·n

c·n su jednaki.

Definicija 141. Razlomak qiji su brojilac i imenilac uzajamno
prosti brojevi, naziva se nesvodƩiv.

Teorema 177. Za svaka dva razlomka a
c
i b

c
vaжi:

a

c
± b

c
=
a± b

c
, (a ≥ b).

Teorema 178. Za svaka dva razlomka a
b
i c

d
vaжi:

a

b
± c

d
=
ad± cb

bd
, (
a

b
≥ c

d
).

Teorema 179. Razmera dva broja a i b pokazuje koliko puta je broj a
ve�i od broja b, xto oznaqavamo a : b.

89.2 Задаци за рад

Zadatak 1164. Uporedi razlomke 8
119 i 133

2010 .
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RexeƬe: Kako je 8
119 > 8

120 = 1
15 = 134

15·134 = 134
2010 > 133

2010 , sledi
8

119 >
133
2010 .

Zadatak 1165. Na�i prirodan broj n tako da je 1
2 + 1

3 + 1
7 + 1

n
tako�e

prirodan. Razmotriti sva rexeƬa.

RexeƬe: 1
2 + 1

3 + 1
7 + 1

n
= 41

42 + 1
n
. Kako vaжe nejednakosti 41

42 < 1 i
1
n
≤ 1, sledi 41

42 + 1
n
< 2. Dakle, moжe da vaжi samo 41

42 +
1
n
= 1. Odatle

je n = 42.

Zadatak 1166. Odrediti sve vrednosti prirodnog broja n za koje vaжi
nejednakost 1

3 <
n
12 ≤ 3

4 .

RexeƬe: Nejednakost je ekvivalentna sa 4
12 <

n
12 ≤ 9

12 ., pa su vred-
nosti za n brojevi 5, 6, 7, 8 i 9.

Zadatak 1167. Odrediti sve proste brojeve p, za koje je taqna nejed-
nakost 8

63 <
1
p
< 2

5 .

RexeƬe: Kako je 8
64 <

8
63 <

1
p
< 2

5 <
1
2 , to je 1

8 <
1
p
< 1

2 . Iz dobijene
jednakosti sledi 2 < p < 8. Kako je p prost broj, to datu nejednakost
zadovoƩavaju samo brojevi 3, 5 i 7.

Zadatak 1168. Razlomci 3∗5∗
36 i 4∗7∗

45 su prirodni brojevi. Uporedite
ih po veliqini.

RexeƬe: Razlomci 3∗5∗
36 i 4∗7∗

45 su prirodni brojevi ako je 3∗5∗ deƩiv
sa 36 (dakle sa 4 i 9), i 4 ∗ 7∗ deƩiv sa 45 (dakle sa 5 i 9). U prvom
sluqaju je to mogu�e ako je posledƬa cifra 2 ili 6 (zbog deƩivosti
sa 4), pa su zbog deƩivosti sa 9 mogu�i brojevi 3435

36 = 96 i 3852
36 = 107.

U drugom sluqaju posledƬa cifra je 0 ili 5 (zbog deƩivosti sa 5), pa
su zbog deƩivosti sa 9 mogu�i sluqajevi 4275

45 = 95 i 4770
45 = 106. Prema

tome je

4275

45
= 95 <

3456

36
= 96 <

4770

45
= 106 <

3862

36
= 107.

Zadatak 1169. Odrediti cifre a i b tako da je 199a1b
12 prirodan broj.

Napisati sva mogu�a rexeƬa.

RexeƬe: Da bi traжeni koliqnik bio prirodan broj, mora dati
broj 199a1b biti deƩiv sa 12, odnosno sa 3 i sa 4. Kako dvocifreni
zavrxetak 1b mora biti deƩiv sa 4, to je b = 2 ili b = 6. Ako je b = 2,
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onda je zbir cifara datog broja jednak 22 + a, pa zbog deƩivosti sa
3, moжe biti 2, 5 ili 8. Ako je b = 6, onda je zbir cifara 26+a, pa u
tom sluqaju a moжe biti 1, 4 ili 7. Svi traжeni brojevi su 199116,
199212, 199416, 199512, 199716, 199812.

Zadatak 1170. Dat je razlomak 1988
1987 . Koji broj treba oduzeti od bro-

jioca i dodati imeniocu, da bi se posle skra�ivaƬa dobio razlomak
2
3?

RexeƬe: Neka je traжeni broj x. RexavaƬem (1988−x) : (1987+x) =
2 : 3, dobija se x = 398.

Zadatak 1171. Odrediti dva razlomka sa dvocifrenim imeniocima
tako da je Ƭihov zbir 145

1998 .

RexeƬe: Kako je 1998 = 2 · 27 · 37, to su mogu�i slede�i sluqajevi:
a
27 + b

74 = 145
1998 ,

a
37 + b

54 = 145
1998 i

a
74 + b

54 = 145
1998 . Tada je 74a + 27b = 145,

54a+ 37b = 145, i 27a+ 37b = 145. Prva jednaqina nema rexeƬe. Res-
heƬe druge jednaqine je a = 2, b = 1, a traжeni razlomci su 2

37 i 1
54 .

RexeƬe tre�e jednaqine je a = 4, b = 1, a traжeni razlomci su ponovo
4
74 = 2

37 i 1
54 .

Zadatak 1172. Razlomak 281
140 prikazati kao zbir tri razlomka sa jed-

nocifrenim imeniocima ve�im od 1. RexeƬe obrazloжi.

RexeƬe: Kako je 140 = 4 · 5 · 7, to su traжeni imenioci 4, 5 i 7.
Dakle, 281

140 = a
4 + b

5 +
c
7 = 35a+28b+20c

140 . Oqigledno je 35a+28b+20c = 281.
Kako su brojevi 28b i 20c parni, broj 35a mora biti neparan, pa je
dakle i a neparan. Ako je a neparan, tada se zbir 35a + 20c zavrsava
cifrom 5, pa sledi da se broj 28b = 281−(35a+20c) zavrxava cifrom 6.
Odavde zakƩuqujemo da je b = 2. Prema tome, 35a+20c = 281− 56 = 225.
Oqigledno je a < 7, jer za a ≥ 7 vaжi 35a ≥ 245. Prema tome, a = 1 ili
a = 3 ili a = 5. Za a = 1 ili a = 5, dobija se da ne postoji ceo broj
c. Za a = 3, dobija se 20c = 120, odnosno c = 6. Konaqno je 281

140 = 3
4+

2
5+

6
7 .

Zadatak 1173. Tri razliqita razlomka imaju osobinu da je Ƭihov
zbir prirodan broj, ali i zbir Ƭihovih reciproqnih vrednosti tako�e
prirodan broj. Odrediti bar jedno rexeƬe datog problema.

RexeƬe: Jedno od mogu�ih rexeƬa je 1
2 + 1

3 + 1
6 = 1 i 2 + 3 + 6 = 11.

Mogu�a su i druga rexeƬa, na primer: 2
3 + 1

3 + 2
1 = 3 i 3

2 + 3
1 + 1

2 = 5.
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89.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1174. Xta je ve�e 61
2010 ili 5

149?

Zadatak 1175. Brojilac razlomka 23
42 treba uve�ati, a imenilac uma-

Ƭiti za isti broj x, tako da se dobije 7
6 . Koji je taj broj x?

Zadatak 1176. Na�i sve proste brojeve koji zadovoƩavaju nejednac-
hinu 3

16 <
5
p
< 2

7 .

Zadatak 1177. Ako od broja x oduzmemo zbir brojeva 3 1
5 i 7

8 , ta ra-
zlika je ve�a os razlike brojeva 3 1

5 i 7
8 . Odrediti sve takve x.

Zadatak 1178. Zbir dva razlomka sa jednocifrenim imeniocima je 11
8 .

Odredi o kojim razlomcima je req. Koliko rexeƬa ima?
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Предавање 90

Pravougaonik i

kvadrat(problemi obima i

povrxine

VeƩko Mari�, Matematiqka gimnazija

90.1 Теориjски увод

Definicija 142. Paralelogram je pravougaonik ako ima sve jednake
uglove (prave).

Definicija 143. Pravougaonik je kvadrat, ako ima sve stranice jed-
nake.

Teorema 180. Kvadrat :
Povrxina- P = a · a = 1/2d2

Obim- O = 4 · a

Teorema 181. Pravougaonik :
Povrxina- P = a · b
Obim- O = 2 · (a+ b)

90.2 Задаци за рад

Zadatak 1179. TravƬak je oblika pravougaonika qija je kra�a stra-
nica duжine 16m. Oko travƬaka je napravƩena staza iste xirine
na svim pravcima qija je povrxina 176cm2.Izraqunati duжinu druge
stranice pravougaonika (travƬaka) ako pexak koji obi�e celu stazu
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idu�i spoƩnom ivicom te staze pre�e 16m vixe nego pexak koji obi�e
celu stazu idu�i unutraxƬom ivicom te staze

RexeƬe: Neka je xirina staze x, a duжina traжene stranice y.
Pexak koji obi�e celu stazu idu�i spoƩnom ivicom te staze ustvari
pre�e za 8x(sve u metrima) duжi put nego pexak koji obi�e celu stazu
idu�i unutraxƬom ivicom te staze. Sledi da je x = 2. Odatle dobi-
jamo da je povrxina staze 4(2 · 2) + 2(2 · 16) + 2(2 · y) = 176. Prema tome
80 + 4 · y = 176, odavde y = 24m .

Zadatak 1180. Na travnatom terenu kvadratnog oblika duжine 200
metara, napravƩen je bazen dimenzija 30m i 15m. Oko bazena je be-
tonska staza xirine 1 metar. Koliko ari travƬaka ima oko bazena?

RexeƬe: Povrxina terena je P1 = 200 · 200 = 40000m2. Povrxina
koju zauzima bazen sa stazom je P2 = 32 · 17 = 544m2. TravƬaka oko
bazena ima P = P1− P2 = 39456m2, xto je 394a i 56m2.

Zadatak 1181. Ako jednu stranicu kvadrata produжimo za 4cm, a
drugu smaƬimo za 3cm dobija se pravougaonik, qija je povrxina jed-
naka povrxini kvadrata. Koliki su obim i povrxina kvadrata i pra-
vougaonika?

RexeƬe: Neka je merni broj stranice datog kvadrata a. Kako je
povrxina dobijenog pravougaonika jednaka povrxini datog kvadrata,
to je 3 ·a = 4(a−3). To znaqi da je 3a = 4a−12, pa je a = 12cm.Stranice
pravougaonika su tada 9cm i 16cm. Povrxina kvadrata i pravougaon-
ika je 144cm2. Obim kvadrata je 48cm, a pravougaonika 50cm.

Zadatak 1182. Ako stranicu kvadrata pove�amo za 30%, za koliko se
procenata pove�a obim, a za koliko povrxina kvadrata?

RexeƬe: Ako se stranica kvadrata a uveca za 30% ona ce biti 1.3a
pa je obim novog kvadrata 4 · 1, 3a = 5, 2a. Kako je 5, 2a/4a = 1, 3 to se
obim uve�a za 30%. Povrxina novog kvadrata je 1, 3 · 1, 3a = 1, 69a2, pa
se povrxina uve�ala za 69%

Zadatak 1183. Stranica kvadrata je 6cm. Jednom pravom je podeƩen
na 2 pravougaonika qiji se obimi razlikuju za 5cm. Izraqunaj povrs-
hine tih pravougaonika.

RexeƬe: Neka je x kra�i iseqak stranice kvadrata. Kako je 2 · (6−
x) = 2 · x+ 5, pa je x = 7/4. Iz ovoga sleda da maƬi pravougaonik ima
povrxinu 7/4 · 6 = 21/2cm2, a ve�i pravougaonik 17/4 · 6 = 51/2cm2.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1184. Zadana su dva kvadrata. Razlika duжina Ƭihovih
stranica iznosi 11cm, a razlika Ƭihovih povr�sina 671cm2 . Izra�cunaj
zbir obimaa zadanih kvadrata.

RexeƬe: Neka je a stranica maƬeg kvadrata.Vazi slede�a jednakost
(a+11)(a+11) = a2+671, odavde dobijamo da je a = 25cm, a ve�eg 36cm.
Dakle zbir obima tih kvadrata je 244cm.

Zadatak 1185. Uqenik raspolaжe za 16 slamki duжine 1cm, 6 slamki
duжine 2cm i 7 slamki duжine 3cm. Moжe li se od navedenih slamki
konstruisati pravougaonik ako se slamke ne smeju lomiti?

RexeƬe: Obim pravougaonika je 16 ·1+6 ·2+7 ·3 = 49cm. Dakle a+ b
je 24, 5cm, xto je nemogu�e, jer se slamke ne mogu lomiti .

Zadatak 1186. Povrxina pravougaonika je 36cm2.Odrediti obim ako
je jedna Ƭegova stranica qetiri puta duжa od druge.

RexeƬe: Neka je a duжina kra�e stranice. Primenimo formulu za
povrxinu 4a · a = 36 ,odavde a = 3cm. Dakle obim pravougaonika je
10a = 30cm.

Zadatak 1187. Kolika je duжina staze koju pokriva 1200 ploqica duz-
hine 25cm i xirine 20cm ako je xirina staze 4 metra?

RexeƬe: Oznaqimo dimenzije ploqice sa sa a1 = 25cm, b1 = 20cm,
tada je P1 = a1 · b1 = 500cm2 .Ukupna povrxina ploqica je P = 1200P1 =
600000cm2 = 60m2 . Duжina staze je 60m2/4m = 15m

Zadatak 1188. Kada duжinu pravougaonika smaƬimo za 1cm, a xirinu
smaƬimo za 2cm dobija se kvadrat qija je povrxina za 20cm2 maƬa od
povrxine pravougaonika. Izraqunati obim kvadrata i pravougaon-
ika.

RexeƬe: Ako je merni broj stranice dobijenog kvadrata a, onda
je oqigledno da su smaƬeƬem povrxine ”otpala” tri pravougaonika
qije su povrxine 2 · a,1 · a i 2cm2. Znaqi, 2a + a + 2 = 20,pa je3a = 18
i a = 6cm, a obim kvadrata 24cm. Dakle, stranice pravougaonika su
7cm i 8cm, pa je Ƭegov obim 30cm .

90.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1189. Kvadrat stranice 20cm ima povrxinu jednaku povrs-
hini pravougaonika, qija je xirina qetiri puta maƬa od duжine. Ko
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ima ve�i obim: datai kvadrat ili pravougaonik i za koliko?

Zadatak 1190. Stranica kvadrata je 12cm, a xirina pravougaonika
koji ima povrxinu jednaku povrxini kvadrata je 9cm. Ko ima veci
obim: kvadrat ili pravougaonik?

Zadatak 1191. Povrxina pravougaonika je 48cm2. Ako se jedna sta-
nica uve�a za 20%, a druga za 30% ,za koliko procenata �e se uve�ati
povrxina kvadrata?

Zadatak 1192. Duжina pravougaonika povrxine 48cm2, tri puta je
er�a od od xirine.Koliki je obim tog pravougaonika?

Zadatak 1193. Povrxina pravougaonika je 24cm2, a merni brojevi
stranica tog pravougaonika su prirodni brojevi. Koliko takvih pra-
vougaonika ima? Koji od Ƭih ima najve�i, a koji najmaƬi obim?.
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Предавање 91

DexifrovaƬa

Petar Radovanovi�, Matematiqka gimnazija

91.1 Теориjски увод

U zadacima sa dexifrovaƬem koristi�emo qetiri osnovne opera-
cije koje qine temeƩ matematike. To su sabiraƬe, oduzimaƬe, mnoжeƬe
i deƩeƬe. Problemi koje �emo ovde rexavati sastoje se u otkriva-
Ƭu arapskih dekadnih cifara brojeva, na osnovu neke taqno izvedene
operacije. Nepoznate cifre �emo oznaqavati zvezdicama(∗) ili slo-
vima. U sluqaju kada koristimo slova, podrazumeva�emo da jednakim
slovima odgovaraju jednake cifre, a razliqitim slovima razliqite
cifre.

91.2 Задаци за рад

Zadatak 1194. Dexifrovati sabiraƬe: A+BA+BBA = ABC.

RexeƬe: Najpre �emo ”potpisati�sabirke i zbir:
A
BA
+BBA
ABC
Odmah se uoqava da je A > B. Preciznije: A = B + 1. Imamo i da je
B + B = B ili B + B + 1 = B + 10 ili B + B + 2 = B + 10. U prvom
sluqaju je B = 0, a to ne odgovara uslovima zadatka. U drugom sluc-
haju je B = 9, a to je nemogu�e, jer bi tada bilo A = 10. Znaqi, B = 8.
Lako je odrediti da je C = 7. PostavƩeno sabiraƬe je 9+89+889 = 987.

Zadatak 1195. Dexifrovati slede�e mnoжeƬe:
POP · POP
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POP
POP

POTOP

RexeƬe: Imamo da je POP · P = POP . Odavde je P = 1. Imamo i
da je POP ·O = 0. Odavde je O = 0. Sada ostaje jox T = P + P = 2, pa
imamo rexeƬe: 101 · 101 = 10201.

Zadatak 1196. Dexifrovati sabiraƬe:
SAN
+STAN
2 0 0 6

RexeƬe: Imamo da je N +N = 6 ili N +N = 16. Ako je N +N = 16
onda je A + A = 9, a to je nemogu�e. Dakle, N = 3. Za A imamo dva
sluqaja: A = 0 ili A = 5. Ako je A = 0, onda je S + T = 10 i S = 1,
pa je T = 9. Odavde je jedno rexeƬe 103 + 1903 = 2006. Ako je A = 5,
tada je S + T = 9, i S = 1, pa je T = 8. Odavde je drugo rexeƬe
153 + 1853 = 2006.

Zadatak 1197. Dexifrovati sabiraƬe:
B
+AAAA
AAAA

BAAAA

RexeƬe: Imamo da je B +A+A = A+ 20 ili B +A+A = A+ 10. U
prvom sluqaju je B +A = 20, a to je nemogu�e, jer su u pitaƬu cifre.
Ostaje nam drugi sluqaj, u kome je B+A = 10. DaƩe je A+A+1 = A+10,
a odavde je A = 9, pa je B = 1. Sledi: 1 + 9999 + 9999 = 19999.

Zadatak 1198. Dexifrovati mnoжeƬe: ∗ ∗ ∗ · ∗ = 2010.

RexeƬe: Jednocifreni delioci broja 2010 su 1,2,3,5 i 6, pa su res-
heƬa: 670 · 3 = 402 · 5 = 335 · 6 = 2010, a 1 i 2 ne ispuƬavaju uslove.

Zadatak 1199. Odrediti prirodni broj JOV AN (jednakim slovima
odgovaraju jednake cifre, a razliqitim slovima odgovaraju razliqite
cifre) kojem je zbir cifara jednak 10, takav da zbir petocifrenih
brojeva JOV AN i NAV OJ predstavƩa petocifren broj qije su sve
cifre jednake.

RexeƬe: Kako je zbir cifara broja JOV AN jednak 10 i kako su ci-
fre J,O, V,A,N razliqite, jedina mogu�nost je 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10.
Traжeni zbir je tada oqigledno 44444 pa JOV AN ∈ {10243, 14203, 30241, 34201}.
Zadatak 1200. Proizvod pet uzastopnih prirodnih brojeva je 95 ∗ 4∗.
Odrediti nepoznate cifre.
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RexeƬe: Od pet uzastopnih prirodnih brojeva bar jedan mora biti
deƩiv sa 2, bar jedan sa 3 i bar jedan sa 5, pa proizvod tih pet brojeva
mora biti deƩiv sa 10 i sa 3. Zbog toga, cifra jedinica mora biti 0,
a ako cifru stotina obeleжimo sa a, zbir 9 + 5 + a+ 4 + 0 mora biti
deƩiv sa 3. Sledi da je a iz skupa {0, 3, 6, 9}. Proverom za svako a iz
ovog skupa sledi da je jedino za a = 0 dobijeni proizvod 5 uzastopnih
prirodnih brojeva, i to: 95040 = 8 · 9 · 10 · 11 · 12.

Zadatak 1201. Dexifrovati sabiraƬe ∗ ∗ ∗ ∗+ ∗ ∗∗ = 1998 ako svaki od
nepoznatih sabiraka ima jednaku vrednost bilo da ga qitamo s leva u
desno, ili s desna u levo.

RexeƬe: Radi se o sabiraƬu ABBA + CDC = 1998. Kako je A = 1,
dobijamo 1BB1+CDC = 1998, pa je C = 7. Onda je 1BB1+ 7D7 = 1998,
odakle je oqigledno B = 2 i D = 7. Dakle, 1221 + 777 = 1998.

Zadatak 1202. Prema priloжenoj xemi dexifrovati mnoжeƬe:
23 ∗ · ∗ ∗4
∗ ∗ 24
1 ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗∗
∗1 ∗ ∗ ∗ ∗

RexeƬe: Zbog ∗·∗∗4 = ∗∗24 zakƩuqujemo da je prvi qinilac broj 236.
(Ne moжe biti 1 ·∗∗4 qetvorocifren broj.) DaƩe, kako je 6 ·∗∗4 = ∗∗24,
mogu�e su dve varijante: 236 · ∗04 i 236 · ∗54. Kako je i 3 · ∗04 i 2 · ∗04
qetvorocifren broj sa prvom cifrom 1, to �e u ovom sluqaju broj ∗04
biti 504 ili 604. Cifra 1 na drugom mestu proizvoda (∗1 ∗ ∗ ∗ ∗) daje
konaqan odgovor: dat je proizvod 236 · 504 = 118944.
Sluqaj 236·∗54 nema rexeƬa, jer nijedan od proizvoda 236·554 i 236·654
nema oblik ∗1 ∗ ∗ ∗ ∗.

Zadatak 1203. Prema priloжenoj xemi dexifrovati deƩeƬe:
∗ ∗ 8∗ : ∗2 = 62
∗ ∗ ∗
∗∗

∗∗
0

RexeƬe: Obzirom na prvu cifru koliqnika, cifru 6, moжemo do-
puniti postavƩeni zadatak sa jox xest cifara:
∗ ∗ 84 : ∗2 = 62
∗ ∗ 2
64

64
0
Kako je ∗2 ·2 = 64, to je dat koliqnik ∗ ∗ 84 : 32 = 62, odnosno 1984 : 32 =
62.
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91.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1204. Dexifrovati sabiraƬe: MORE+PESAK=PLAЖA.

Zadatak 1205. Zvezdice zameniti odgovaraju�im ciframa:
1 5 ∗ ∗∗ : ∗6 = 4 ∗ ∗
∗ ∗ ∗
1 04

∗2
3 ∗ ∗
∗ ∗ ∗

0

Zadatak 1206. Utvrdite kako glase leva i desna strana jednakosti:
EVE
DID

= 0, TALKTALKTALK...
(Brojilac i imenilac nemaju zajedniqke delioce i brojilac je maƬi.)

Zadatak 1207. Dexifrovati jednakost V UK + LOV AC = BAJKA.

Zadatak 1208. Zameniti slova odgovaraju�im ciframa od 0 do 9:
THE
EARTH
V ENUS
SATURN
+ URANUS
NEPTUNE
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Предавање 92

Problemi obima i povrxine

VeƩko Mari�, Matematiqka gimnazija

92.1 Теориjски увод

Definicija 144. Paralelogram je pravougaonik ako ima sve uglove
jednake (prave uglove).

Definicija 145. Pravougaonik je kvadrat, ako ima sve stranice jed-
nake.

Teorema 182. Kvadrat :
Povrxina- P = a · a
Obim- O = 4 · a

Teorema 183. Pravougaonik :
Povrxina- P = a · b
Obim- O = 2 · (a+ b)

92.2 Задаци за рад

Zadatak 1209. Pravougaonik qije su duжine stranica prirodni bro-
jevi ima povrxinu jednaku poluobimu. Kolike su Ƭegove stranice?

RexeƬe: Ako stanice oznaqimo sa a i b onda je a+b = ab. ProbaƬem
dolazimo do zakƩuqka da dobijena jednakost vaжi samo za a = b = 2cm.

Zadatak 1210. Stranice pravougaonika su 9cm i 4cm, a kvadrat ima
jednaku povrxinu. Ko ima i za koliko vr�i obim?
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RexeƬe: Povrxina pravougaonika i kvadrata je 4 ·9 = 36cm2. Stra-
nica kvadrata je 6cm(6 · 6 = 36), pa je ve�i obim pravougaonika i to
za 2 · (9 + 4)− (4 · 6) = 2cm.

Zadatak 1211. Obim pravougaonika je 50cm, a stranice mu se razli-
kuju 9cm. Izraqunati povrxinu pravougaonika.

RexeƬe: Stanice oznaqimo sa a i b gde je b = a + 9cm.Iz formule
za obim 2 · (a+a+9) = 50 dobijamo da je a = 8cm i b = 17cm. Povrxina
pravougaonika je P = a · b = 136cm2

Zadatak 1212. Ako se stranica kvadrata pove�a za 1cm, onda se po-
vrxina kvadrata pove�a za 17cm2. Koliki je obim kvadrata?

RexeƬe: Kada stranicu kvadrata uve�amo za 1cm, onda se Ƭegova
povrxina uve� za dva podudarna pravougaonika i kvadrat stranica
1cm. Kako je povrxina kvadrata 1cm2 to dva preostala kvadrata imaju
povrxinu po 8cm2(i po jednu stranicu duжine 1cm). Prema tome po-
lazni kvadrat je imao stranicu duжine 8cm.

Zadatak 1213. Kada jednu stranicu kvadrata uve�amo 3 puta, a drugu
uve�amo 2 puta dobija se pravougaonik qija je povrxina jednaka 96cm2.
Za koliko je obim pravougaonika ve�i od obima kvadrata?

RexeƬe: Ako jednu stranicu uve�amo 2, a drugu 3 puta povrxina
se uve�a 6 puta. Kako ona sada iznosi 96cm2, to je polazna povrxina
bila 16cm2, a stranica kvadrata je 4 cm.Prema tome obim pravouga-
onika je 2 · (8 + 12) = 40cm, a kvadrata 16cm .

Zadatak 1214. Koliko stubova, a koliko duжnih metara жice treba
za ogra�ivaƬe pravougaone Ƭive duzine 40m i xirine 60m, ako se na
svaka 4m nalazi po jedan stub?

RexeƬe: Жice treba onoliko koliki je obim pravougaonika, a on
je 2(40 + 60) = 200m .Znaqi stubova treba 200/4 = 50.

Zadatak 1215. Ako se sva poƩa xahovske table pore�aju jedno pored
drugog, dobije se pravougaonik obima 260cm. Izraqunaj povrxinu
xahovske table.

RexeƬe: Oznaqimo sa a stranicu kvadrata Jedna stranica prvou-
gaonika bi�e a, a druga 64a. Iz formule za obim pravougaonika dobi-
jamo da je a = 2cm. Odavde je povrxina xahovske table 64a2 = 256cm2.



Летњи математички камп, Шабац, 2010.

Zadatak 1216. Povrxina pravougaonika je 2 008cm2. Duжina jedne
stranice je paran broj centimetara, a druge neparan broj centime-
tara. Izraqunati obim pravougaonika. Na�i sva rexeƬa.

RexeƬe: Kako je 2008 = 1 · 2008 = 2 · 1004 = 4 · 502 = 8 · 251 zadatak
ima dva rexeƬa. Ako su duжine stranica 1cm i 2008cm, rexeƬe je
O = 2 · (1 + 2008) = 4018cm, a ako su duжine stranica 8cm i 251cm res-
heƬe je O = 2 · (8 + 251) = 518cm .

Zadatak 1217. TravƬak je oblika pravougaonika qija je kra�a stra-
nica duжine 16m. Oko travƬaka je napravƩena staza iste xirine
na svim pravcima qija je povrxina 176cm2.Izraqunati duжinu druge
stranice pravougaonika (travƬaka) ako pexak koji obi�e celu stazu
idu�i spoƩnom ivicom te staze pre�e 16m vixe nego pexak koji obi�e
celu stazu idu�i unutraxƬom ivicom te staze

RexeƬe: Neka je xirina staze x, a duжina traжene stranice y.
Pexak koji obi�e celu stazu idu�i spoƩnom ivicom te staze ustvari
pre�e za 8x(sve u metrima) duжi put nego pexak koji obi�e celu stazu
idu�i unutraxƬom ivicom te staze. Sledi da je x = 2. Odatle dobi-
jamo da je povrxina staze 4(2 · 2) + 2(2 · 16) + 2(2 · y) = 176. Prema tome
80 + 4 · y = 176, odavde y = 24m .

Zadatak 1218. Na travnatom terenu kvadratnog oblika duжine 200
metara, napravƩen je bazen dimenzija 30m i 15m. Oko bazena je be-
tonska staza xirine 1 metar. Koliko ari travƬaka ima oko bazena?

RexeƬe: Povrxina terena je P1 = 200 · 200 = 40000m2. Povrxina
koju zauzima bazen sa stazom je P2 = 32 · 17 = 544m2. TravƬaka oko
bazena ima P = P1− P2 = 39456m2, xto je 394a i 56m2.

92.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1219. Povrxina pravougaonika je 24cm2, a merni brojevi
stranica tog pravougaonika su prirodni brojevi. Koliko takvih pra-
vougaonika ima? Koji od Ƭih ima najve�i, a koji najmaƬi obim?

Zadatak 1220. Ako se stranica kvadrata pove�a za 1cm, onda novi
kvadrat ima povrxinu za 9cm2 ve�u od prvobitnog. Koliki je obim
ve�eg, a koliki maƬeg kvadrata?

Zadatak 1221. Ako jednu stranicu kvadrata produжimo za 4cm, a
drugu smaƬimo za 3cm dobija se pravougaonik, qija je povrxina jed-
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naka povexini kvadrata. Koliki su obim i povrxina kvadrata i pra-
vougaonika?

Zadatak 1222. Duжina pravougaonika povrxine 48cm2, tri puta je
vr�a od od xirine.Koliki je obim tog pravougaonika?

Zadatak 1223. Ako jednu stranicu pravougaonika smaƬimo za 3cm, a
drugu smaƬimo za 2cm,dobijemo kvadrat qija je povrxina za 21cm2 ma-
Ƭa od povrxine pravougaonika. Izraqunaj stranice pravougaonika.



Литература

[1] Vojislav Andri�,Matematika X = 1236, Krug 2006.

[2] DMS,Pripremni zadaci za ucenike 4-og razreda,Beograd 1989.

[3] Mara Jankovi� i Sneжana Kovaqevi�,MatematicareƬe.Pqelica
2006.

[4] TaƬa Goji� i TaƬa MiƩkovi�,Matematiqke sveznalice.Xkolska
kƬiga 1995.

[5] DMS, TakmiqeƬa .

565



Предавање 93

Zadaci sustizaƬa i prestizaƬa

VeƩko Mari�, Matematiqka gimnazija

93.1 Теориjски увод

Definicija 146. Brzina je jednaka koliqniku pre�enog puta i vre-
mena za koje je taj put pre�en v = s/t(v -brzina ,t-vreme,s-pre�eni put)
s = v ∗ t t = s/v

93.2 Задаци за рад

Zadatak 1224. Na udaƩenosti od 125 metara, pas je opazio zeca i
pojurio za Ƭim. Istog trnutka zec se dao u beg. Jednakim skokom zec
preskaqe 1/2 metra, a pas 2 metra. Pas skoqi 2 puta u vremenu u kojem
zec skoqi 7 puta. Koliku udaƩenost je pretrqao pas od trenutka kada
je opazio zeca, do trenutka kada ga je ulovio?.

RexeƬe: Pas skoqi 4 puta u vremenu u kojem zec skoqi 14 puta. Za
to vreme pas pre�e 8 metara, a zec 7 metara, dakle, u 4 skoka pas sma-
Ƭi za jedan metar rastojaƬe. Da bi nadoknadio prednost zeca, pas
mora da pre�e 125 puta po 8 metara. Prema tome da bi ulovio zeca,
pas je morao da pre�e 1000 metara.

Zadatak 1225. Nad severnim polom istovremeno su tri zemƩina sate-
lita. Prvi obi�e ZemƩu za 90 minuta, drugi za 105 minuta, a tre�i
za 2 qasa. Koliko puta �e prvi satelit obi�i ZemƩu do trenutka
kada prvi put sva tri ponovo budu nad severnim polom?

RexeƬe: NajmaƬi zajedniqki sadrжalac za 90, 105, 120 je 2520, pa
�e se sva tri satelita na�i nad severnim polom prvi put posle 2520
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minuta. Za to vreme �e prvi obi�i ZemƩu 2520/90 = 28 puta.

Zadatak 1226. Dvojica motorciklista krenuli su istovremeno iz me-
sta A i B jedan drugom u susret. Prvi se kretao brzinom od 1km/min,
a drugi brzinom od 800m/min. Kad su se sreli prvi motorciklista
je prexao 66km vixe od drugog. Koliko je rastojaƬe izme�u mesta A
i mesta B?

RexeƬe: Prvi motorciklista je prelazio 200m vixe svakog mi-
nuta. Odatle moжemo dobiti koliko vremena je vozio do susreta
66km/200m= 66000m/200m= 330min.Poxto je prvi svakog minuta pre-
lazio 1km, on je prexao 330 · 1km = 330km, a drugi 330 − 66 = 264km.
RastojaƬe izme�u mesta A i B je 594km

Zadatak 1227. Iz mesta C i D me�usobno udaƩenih 462km istovremeno
polaze vozovi jedan drugom u susret. Voz iz mesta C kre�e se brzinom
43km/h, a drugi voz brzinom 34km/h.Koliko je vremena proteklo od
Ƭihovog polaska do susreta?Na kom rastojaƬu od mesta C �e se sresti
vozovi?

RexeƬe: Oba voza za 1h pre�u 43 + 34 = 77km. Znaqi da je vreme
potrebno do susreta 462/77 = 6h. Iz ovoga sledi da �e se sresti na
rastojaƬu od 6 · 43 = 258km

Zadatak 1228. Dve devojqice se takmiqe u trqaƬu. Mla�a pretrqi za
minut 180m,a starija 200m. Mla�a je poqela da trqi minut pre nego
xto je krenula starija. Koliko vremena treba da trqi starija da bi
stigla mla�u devojqicu?

RexeƬe: Znamo da je mla�a ve� prexla 180m vixe u samom startu,
ali isto tako znamo da starija prelazi vixe 200m− 180m = 20m sva-
kog minuta. Znaqi starija devojqica �e sti�i mla�u za 180m/20m = 9
minuta

Zadatak 1229. Pas je ugledao zeca na razdaƩini od 240m ispred sebe.
Zec pretrqi 500m za 2 minuta, a pas pretrqi 1325m za 5 minuta. Za
koje vreme �e pas sti�i zeca?

RexeƬe: Zec pretrqi 500/2 = 250m u minutu, a pas 1325/5 = 265m
za jedan minut. Dakle, pas svakog minuta nadokna�uje 265−250 = 15m.
Prema tome, pas �e sti�i zeca posle 240/15 = 16 minuta.

Zadatak 1230. KoƬanik treba da stigne pexaka koji putuje ve� 7 sati.
Koliko mu vremena za to treba, ako pexak prelazi 5km, a koƬanik
12km na sat?
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RexeƬe: Pexak ima prednost od 7 · 5 = 35km. Kako svakog sata ko-
Ƭanik nadokna�uje 12 − 5 = 7km, da bi nadoknadio 35km potrebno mu
je 35/7 = 5 sati

Zadatak 1231. RastojaƬe izme�u Beograda i Bara je 400km.Prvom
kombiju je potrebno 10h da stigne od Beograda do Bara, a drugom 5h.
Ako oba kombija krenu istovremeno iz Beograda ka Baru ,za koliko
vremena �e se ponovo susresti?

Napomena:Qim signe u Bar drugi kombi kre�e natrag za Beograd!
RexeƬe: Brzina prvog kombija je 400km/10h= 40km/h, a drugog 400/5 =
80km/h.Posle 5h od poqetka kretaƬa drugi kombi kre�e iz Bara ka
Beogradu(prexao je ceo put), za to vreme prvi kombi je prexao rasto-
jaƬe od 40 · 5 = 200km.RastojaƬe izme�u kombija je sada 200km. Vreme
koje �e prote�i do susreta je 200/(40 + 80) = 1h40min. Iz prethodnog
sledi da je ukupno vreme proteklo do susreta 6h40min.

Zadatak 1232. Iz mesta A krene biciklista konstantnom brzinom.
Tri sata posle Ƭega, krene za Ƭim automobil konstantnom brzinom
koja je qetiri puta ve�a od brzine bicikliste. Posle koliko vremena,
u odnosu na polazak bicikliste, ga je automobil sustigao?

RexeƬe: Do trenutka sustizaƬa oni su prexli iste puteve: bici-
klista s = v · t , a automobil s = 4v · (t − 3h) . Ako izjednaqimo leve
strane dobijamo v · t = 4v · (t− 3h) . Odavde je traжeno vreme t = 4h

Zadatak 1233. Iz dva mesta, jedan u susret drugome, krenula su dva
biciklista u razmaku od jednog qasa. Jedan se kretao brzinom 10km/h,
a drugi brzinom 20km/h. Ako su se biciklisti sreli na polovini
puta, koliko vremena je proxlo do susreta?

RexeƬe: To xto su se biciklisti sreli na polovini puta, govori
nam da su oni prexli isti put do susreta. Neka je t vreme prote-
klo od polaska drugog bicikliste do susreta. Odavde moжemo izvesti
slede�e 10km/h · (t + 1h) = 20km/h · t, dakle 10km/h · t = 10km. Rexa-
vaƬem jednaqine dobijamo t = 1h. Dakle vreme proteklo od poqetka
kretaƬa prvog bicikliste do susreta je 2h.

93.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1234. Iz dva pristanixta krenula su istovremeno jedan dru-
gom u susret dva broda. Prvi brod se kretao brzinom 22km/h, a drugi
brod brzinom od 28km/h. Koliko je rastojaƬe izme�u pristanixta,
ako se zna da su se brodovi sreli posle 40 qasova?
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Zadatak 1235. Dva deqaka voze bicikle. Mla�i prelazi svakog mi-
nuta 120m, a stariji 150m. Mla�i je poxao jedan minut pre starijeg.
Koliko je potrebno minuta starijem da ga stigne?

Zadatak 1236. Pas je na rastojaƬu od 150m ugledao zeca. Za koje
vreme �e pas sti�i zeca, ako zec za 2min pre�e 500m , a pas za 5min
pre�e 100m?

Zadatak 1237. Dva qasovnika navijena su 4. aprila 1987. godine u 9
sati izjutra. Jedan od Ƭih radi taqno, a drugi napreduje 3min sva-
kog sata. Kog dana u koliko sati �e oba qasovnika ponovo pokazivati
isto vreme?

Zadatak 1238. Biciklista je u 12 sati krenuo brzinom od 10km/h iz
mesta A u mesto B, koje je udaƩeno 60km. Iz B prema A kretao se mo-
tociklista brzinom 30km/h. Sreli su se na polovini puta. U koliko
sati je krenuo motociklista?



Литература

[1] Vojislav Andri�,Matematika X = 1236, Krug 2006.

[2] DMS,Pripremni zadaci za ucenike 4-og razreda,Beograd 1989.

[3] Mara Jankovi� i Sneжana Kovaqevi�,MatematicareƬe.Pqelica
2006.

[4] TaƬa Goji� i TaƬa MiƩkovi�,Matematiqke sveznalice.Xkolska
kƬiga 1995.

[5] DFS,takmiqeƬa 6-ti razred.

570



Предавање 94

Zadaci vezani za kretaƬe

VeƩko Mari�, Matematiqka gimnazija

94.1 Теориjски увод

Definicija 147. Brzina je jednaka koliqniku pre�enog puta i vre-
mena za koje je taj put pre�en v = s/t(v -brzina ,t-vreme,s-pre�eni put)
s = v · t t = s/v

94.2 Задаци за рад

Zadatak 1239. Pexak je prexao put od 24km za nekoliko qasova. Ko-
liko kilometara bi prexao biciklista, ako bi utroxio dva puta vixe
vremena nego pexak i ako bi svakog qasa prexao tri puta ve�i put?

RexeƬe: Biciklista bi prexao 2 · 3 · 24 = 144km

Zadatak 1240. Od ku�e do xkole uqenik prelazi 30km. Pexice pre-
lazi pet puta kra�i put nego autobusom. Koliko dugo putuje od xkole
do ku�e, ako pexice prelazi 4km/h, a autobus vozi proseqno 50km/h?

RexeƬe: Uqenik pre�e 5km pexice i 25km autobusom.Znaqi pe-
xice ide 1h15min, a 30min autobusom. Od ku�e do xkole ide ukupno
1h45min.

Zadatak 1241. Dva automobila krenula su istovremeno autoputem.
Jedan ide brzinom 60km/h, a drugi 80km/h. Pri polasku udaƩeni su
200km. Koliko �e biti udaƩeni kroz jedan sat?

RexeƬe: Ovaj zadatak ima qetiri rexeƬa u zavisnosti od toga u
kom se smeru automobili kre�u:
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a) Ako se kre�u jedan drugom u susret: 200− (60 + 80) = 60km
b) Ako se kre�u u suprotnim smerovima: 200 + (60 + 80) = 340km
c) Ako drugi auto sustiжe prvi: 200− 80 + 60 = 180km
d) Ako prvi auto sustiжe drugi 200− 60 + 80 = 220km

Zadatak 1242. Voz duжine 500m ide brzinom 60km/h. Koliko �e mu
trebati da pro�e kroz tunel duжine 500m?

RexeƬe: Kad lokomotiva u�e u tunel i voz je uxao u tunel, a tek
kad posledƬi vagon iza�e iz tunela i ceo voz je izaxao iz tunela.
Lokomotiva i cela kompozicija pre�u 500m u tunelu i jox 500m dok
posledƬi vagon iza�e iz tunela. 500 + 500 = 1000m = 1km. Dakle, dok
ceo voz iza�e iz tunela potreban je 1min.

Zadatak 1243. Duжina puta izme�u mesta A i B iznosi 595km. U 7
sati ujutru, istog dana po�u iz ova dva mesta jedan drugom u susret
kamion i automobil. Svakog sata kamion prelazi 45km, a automobil
60km. Posle taqno tri sata voжƬe napravili su pauzu od 30min, a
zatim istom brzinom nastavili put daƩe.Koiliko su bili udaƩeni
jedan od drugog kamion i automobil u 13h30min?

RexeƬe: Putovali su 13h30min− 30min = 13h, zatim 13h− 7h = 6h.
Kamion je za to vreme prexao 45 ·6 = 270km, a automobil 60 ·6 = 360km.
UdaƩeni su bili (270km+ 360km)− 595km = 35km

Zadatak 1244. RastojaƬe od mesta A do mesta B putnik pre�e za 6
sati. Ako brzinu svog kretaƬa pove�a za 3km/h onda mu je dovoƩno 4
sata. Kolika je razdaƩina izme�u A i B?

RexeƬe: Neka je v brzina putnika. Iz razloga xto je put konstan-
tan oqigledno je 6v = 4(v + 3).Odavde dobijamo da je v = 6km/h.

Zadatak 1245. Grupa turista putovala je osam sati vozom, 15 sati
autobusom i 7 sati brodom i prexla ukupno 1449 kilometara. Autobus
je ixao 2 puta sporije od voza i dva puta brжe od broda. Koliko
kilometara je grupa putnika prexla svakim od prevoznih sredstava?

RexeƬe: Ako je brod ixao x km/h, onda je autobus prelazio 2x, a
voz 4x km/h. Za 8 sati voz je prexao 8 · 4 = 32x, autobus 15 · 2x = 30x i
brod 7 ·x = 7x kilometara. Dakle pre�eni put je 32x+30x+7x= 69x =
1449km. Odavde je x = 21km, xto znaqi da je brod ixao brzinom od
21km/h, autobus 42km/h, a voz 84km/h.

Zadatak 1246. Voz sa devet vagona proxao je pored Ane, koja je qekala
da pre�e prugu, za 12 sekundi. Kolika je brzina voza ako je duжina
svakog vagona 16 metara?
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RexeƬe: Duжina svih 9 vagona je 9 · 16 = 144m , a oni su pored Ane
proxli za 12 sekundi. Znaqi da je brzina voza 144/12 = 12m/s. Za
jedan qas taj voz pre�e 12 · 60 · 60 = 43200 metara

Zadatak 1247. Iz grada A u grad B i obratno istovremeno krenu 2
kamiona jedan ka drugom. RastojaƬe izme�u gradova je 390km, a jedan
od kamiona je braжi od drugog za 10km/h. Koliku brzinu ima svaki
kamion,ako je posle 3 sata rastojaƬe izme�u kamiona 24km?

RexeƬe: Neka je brzina sporijeg x, a brжeg x+10. Tada je sporiji
za 3 sata pexao 3x, a brжi 3x + 30km. Dakle 3x + 3x + 30 + 24 = 390,
ili 6x = 390 − 54 = 336, pa je x = 56km/h. Postoji i drugo rexeƬe
ukoliko su se u me�uvremenu mimoixli.Tada je 6x+ 30− 24 = 390 ili
6x = 384,a x = 64km/h

Zadatak 1248. Motorni qamac, kre�u�i se suprotno toku reke, ako
je brzina reke 2km/h, rastojaƬe od 36 kilometara prelazi za 4 qasa.
Koliko vremena mu je potrebno da pre�e isto rastojaƬe, istom br-
zinom u odnosu na reku, kre�u�i se u smeru toka reke? U povratku
brzina reke je 1km/h.

RexeƬe: Neka je v brzina qamca u mirnoj vodi. Vazi slede�e
36km = (v − 2km/h) · 4h.Odavde 4 · v = 44km/h , dakle v = 11km/h.
Qamac �e u povratku sti�i za 36/(v + 1) = 3h

94.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1249. Traktor pre�e put duжine 1m, ako mu predƬi toqak
naqini jedan obrtaj, a 4m ako mu zadƬi toqak naqini 1 obrtaj. Ko-
liki put pre�e traktor ako mu na tom putu predƬi toqak naqini 39
obrtaja vixe nego zadƬi toqak?

Zadatak 1250. Mogu li tri qoveka, ako imaju motocikl sa dva se-
dixta, pre�i put od 60km za 3 sata, ako je brzina pexaka 5km/h, a
brzina motorcikla 50km/h?
Napomena: Za vreme stizaƬa na ciƩ uzimamo trenutak kada je posled-
Ƭi qovek stigao na ciƩ.

Zadatak 1251. Kada je automobil prexao 1/4 puta i jox 50km, ostalo
mu je da pre�e 1/2 puta i 6km. Kolika je duжina puta?
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Zadatak 1252. Stevan je pustio goluba pismonoxu u 7:30h da odnese
poruku Rajku. Golub je Rajku doneo poruku u 9:10h. Ako golub preleti
4km za 10min, koliko je rastojaƬe izme�u Stevana i Rajka?

Zadatak 1253. Odrediti vreme potrebno da motorni qamac ode iz
mesta A u mesto B i vrati se nazad po reci kao i po jezeru. Br-
zina qamca u odnosu na vodu u oba sluqaja je 8km/h, a brzina reke je
4km/h.RstojaƬe izme�u A i B je 20 km.
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Предавање 95

Jednaqine i izrazi

Aleksandra Dimi�, Fiziqki fakultet

95.1 Теориjски увод

Kroz naredne zadatke uveжbava�emo tehniku rexavaƬa jednaqina
i baviti se osnovnim matematiqkim izrazima.

95.2 Задаци за рад

Zadatak 1254. Majka deli jabuke svojoj deci. Ako svakome da po 5
jabuka preteknu joj 3 jabuke, a ako svakome da po 6 jabuka nedostaju 2
jabuke. Koliko ima dece a koliko jabuka?

RexeƬe: Obeleжimo broj dece sa x, a broj jabuka sa y. Postavimo
sistem jednaqna. y = 5x+3 i y = 6x−2. IzjednaqavaƬem desnih strana
ovih jednaqina dobija se x = 5 i lako se raquna da je y = 28. Majka
ima petoro dece i 28 jabuka.

Zadatak 1255. Brat je 2 puta stariji od sestre, a 4 puta mla�i od
svog oca.Otac i �erka imaju zajedno 36 godina. Koliko godina imaju
zajedno brat, sestra i Ƭihov otac?

RexeƬe: Ako broj godina brata obeleжimo sa a, broj godina sestre
sa b, a broj godina ocs sa c. Tada, na osnovu teksta zadatka vaжi:
a = 2b, c = 4a, odnosno c = 8b. Zbir oca i �erke iznosi 9b. Odatle
sledi da je broj godina sestre 4, brata 8, a Ƭihovog oca 32. Zbir
Ƭihovih godina iznosi 44.
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Zadatak 1256. U xumi je bilo ukupno 564 zeqeva i veverica. Kada se
broj zeqeva pove�ao 3 puta, a broj veverica 5 puta, ukupno ih je bilo
2010. Koliko je zeqeva, a koliko veverica bilo u xumi na poqetku

RexeƬe: Ako broj zeqeva oznaqimo sa x, a broj veverica sa y i
postavimo sistem jednaqina dobija se : x + y = 564 i 3x + 5y = 2010.
RexavaƬem sistema dobija se da je zeqeva bilo 355, a veverica 209.

Zadatak 1257. Vo�ke su zasa�ene tako da je u svakom redu 15 vo�aka.
Kada bi u vo�Ƭaku bilo 6 redova maƬe, a u svakom redu 5 vo�aka
vixe, onda bi u celom vo�Ƭaku bilo ukupno 10 vo�aka vixe. Koliko
je redova vo�aka zasadeno?

RexeƬe: Oznaqimo broj redova vo�aka sa x. Tada je 15x + 10 =
20(x− 6) RexavaƬem se dobija x = 22.

Zadatak 1258. Marija i Milica su rexile da kupe zbirku iz ma-
tematike. Za kupovinu zbirke Mariji je nedostajalo 16, a Milici
4 dinara. Kada su udruжile sredstva nedostajalo im je 2 dinara.
Koliko koxta zbirka?

RexeƬe: Ako Marija ima x dinara, Milica y dinara, a zbirka
koxta z dinara tada vaжi: z = x + 16, z = y + 4 i z = x+ y + 2. Rexa-
vaƬem sistema dobija se da zbirka koxta 18 dinara.

Zadatak 1259. Stolar je izradio 100 stolica, od kojih su neke imale
3 noge, a ostale 4 noge. Koliko je stolica pojedine vrste izradio
stolar ako sve stolice imaju ukupno 322 noge?

RexeƬe: Broj tronogih stolica oznaqimo sa x, a qetvoronogih sa
y. Sistem jednaqina glasi:x + y = 100, 3x+ 4y = 322. Odatle sledi da
je y = 22, odnosno x = 78.

Zadatak 1260. Zbir obima tri jednaka pravougaonika iznosi 360 cm.
Izraqunaj duжinu i xirinu jednog od ovih pravougaonika ako je duz-
hina za 1 dm ve�a od xirine.

RexeƬe: Ako duжinu obeleжimo sa a, a xirinu sa b i izrazimo ih
u cm, tada imamo: 6(a+b) = 360 i a = b+10. Odatle sledi da je xirina
25 cm, a duжina 35 cm.

Zadatak 1261. Nina je kaput, koxuƩu i cipele platila 1 600 dolara.
Kaput je platila 900 dolara vixe od koxuƩe, a koxuƩu i kaput 1 200
dolara vixe od cipela. Koliko je platila kaput, koliko koxuƩu, a
koliko cipele?
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RexeƬe: Neka je cena kaputa x, cena koxuƩe y, a cena cipela z do-
lara. Iz uslova zadatka imamo:x+y+z = 1600, x = y+900, x+y = 1200+z.
Iz prve i trecv1e jednaqine dobijamo da je cipele platila 200 do-
lara. Kombinacijom druge i tre�e dobija se sa je kaput platila 1050
dolara,a koxuƩu 350 dolara.

Zadatak 1262. Tri ribara su zajedno ulovila 146 kg ribe. Kada je
prvi prodao 23 kg, drugi 19 kg, a tre�i 32 kg ostala im je jednaka
koliqna ribe. Koliko je svaki od Ƭih ulovio?

RexeƬe: Neka je prvi ulovio x kg, drugi y kg, a tre�i z kg. Po-
stavimo jednaqine: x + y + z = 146, x − 23 = y − 19 = z − 32. Dobija se
da je prvi ulovio 47, drugi 43, a tre�i 56 kg.

Zadatak 1263. Vino u boci koxta 400 dinara. Vino je 7 puta skupƩe
od boce. Koliko koxta boca, a koliko vino?

RexeƬe: Ako cenu boce obeleжimo sa x, a cenu vina sa y, imamo
y = 7x i x + y = 400. Sledi da je 8x = 400, odnosno x = 50. Cena boce
je 50, a cena vina 350 dinara.

95.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1264. Baka je rekla svojim unucima slede�e: Ako svakom od
vas ispeqem 2 pogaqice, onda �e mi ostati testa za jox 3 pogaqice.
Da svakom od vas ispeqem po 3 pogaqice, nisam pripremila dovoƩno
testa, jer mi nedostaje testa za 2 pogaqice. Koliko unuqadi ima baka?

Zadatak 1265. U prodavnici hokejaxke opreme za xtap i pak treba
platiti ukupno 1500 dinara. Za dva xtapa i tri paka treba platiti
ukupno 3300 dinara. Kolika je cena jednog paka?

Zadatak 1266. U jednoj igri sa drugovima, Marko je kupio 100 bom-
bona po ceni 5 bombona za 2 dinara, a zatim ih sve prodao po ceni 2
bombone za 1 dinar. Koliko dinara je Marko zaradio u igri?

Zadatak 1267. Pre 5 godina otac je bio 5 puta stariji od sina, a za
10 godina bi�e samo 2 puta stariji. Koliko godina sada imaju otac
i sin?

Zadatak 1268. Na polici su tri kƬige. Prva ima 90, druga 110, a
tre�a 150 stranica. Korice kƬiga su jednake debƩine i svaka od Ƭih
je debƩine 2 mm. Koliko milimetara su debele kƬige uzete zajedno
ako se zna da je 10 stranica debƩine 1 mm?
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Предавање 96

MereƬa i presipaƬa

Marko Raki�, Matematiqka gimnazija

96.1 Задаци за рад

Zadatak 1269. Pomo�u posuda od 3 litra i 5 litara, nasuti taqno 4
litra vode.

RexeƬe:

5l 3l potez
0 3 sipamo
3 0 prespemo
3 3 sipamo
5 1 prespemo
0 1 prospemo
1 0 prespemo
1 3 sipamo
4 0 prespemo

Zadatak 1270. Mlekarica Mica treba da izmeri taqno 5 litara mleka,
me�utim, ona ima samo posude od 4 i 7 litara. Kako �e ona to izvesti?

RexeƬe:
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7l 4l
0 0
0 4
4 0
4 4
7 1
0 1
1 0
1 4
5 0

Zadatak 1271. TaƬa je u prodavnici traжila 400 grama braxna. Kako
�e prodavaqica sipati taqno toliko u kesu, ako ima samo 2 posude,
od 800 i 500 grama?

RexeƬe:

800g 500g kesa
0 500 0
500 0 0
500 500 0
800 200 0
800 0 200
0 0 200
0 500 200
500 0 200
500 500 200
800 200 200
800 0 400

Zadatak 1272. Date su 3 kutije sa klikerima: jedna sa 13, jedna sa 10 i
jedna sa 4 klikera. Pomo�u taqno 3 prebacivaƬa rasporediti klikere
tako da ih je u svakoj kutiji jednak broj. PrebacivaƬa se vrxe tako
xto iz jedne kutije u drugu prebacimo taqno polovinu broja klikera
koji je bio u drugoj.

RexeƬe:

13 10 4
13 8 6
9 12 6
9 9 9

Zadatak 1273. Date su 3 posude. Prva je zapremine 8 litara, i u Ƭoj
se nalazi 5 litara vode, druga 5 litara sa 3 litra vode i tre�a 3
litra sa 2 litra vode. Pomo�u 2 presipaƬa izmeriti 1 litar vode.

RexeƬe:
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8l 5l 3l presipaƬe
5 3 2 poqetak
4 3 3 iz prve u tre�u
4 5 1 iz tre�e u drugu

Zadatak 1274. Od 6 klikera jedan ima maƬu masu od ostalih. Pomo�u
samo 2 mereƬa na terazijama bez tegova odredi koji je kliker lakxi.

RexeƬe: Podelimo ih u 3 grupe po dva. Uporedimo neke dve grupe.
1. Ako su u ravnoteжi, lakxi kliker je me�u dva koja nisu merena.
Kad ih uporedimo, pronalazimo lakxi. 2. Ako nisu u ravnoteжi,
traжeni kliker se nalazi me�u ona dva koja su lakxa. MereƬem ta
dva dolazimo do traжenog.

Zadatak 1275. Izme�u 4 naizgled jednaka prstena 2 su zlatna, a 2
pozla�ena. Zlatni prstenovi su jednake mase, a pozla�eni su tako�e
jednake mase me�u sobom, ali nexto lakxi od zlatnih. Kako sa dva
mereƬa, na terazijama bez tegova, utvrditi koji su prstenovi zlatni?

RexeƬe: Numeriximo ih sa brojevima 1-4. Uporedimo 1 i 2. Ako
su iste mase, uporedimo 2 i 3. Ako je 2 < 3, onda su 3 i 4 zlatni,
u suprotnom su 1 i 2 zlatni. Ako je 1 > 2, uporedimo 2 i 3. Ako je
2 = 3, 1 i 4 su zlatni,a ako je 2 < 3, onda su 1 i 3 zlatni. Sliqno ako
je 1 < 2.

Zadatak 1276. Od 4 naizgled jednake kuglice jedna je lakxa ili teжa
od ostale tri. Kako pomo�u terazija bez tegova, sa samo tri mereƬa
odrediti koja je lakxa ili teжa od ostalik i da li je lakxa ili
teжa?

RexeƬe: Neka se radi i kuglicama A,B,C i D. U prvom mereƬu se
upore�uju kuglice A i B. Ako je A = B, onda su neispravne kuglice
C ili D. Sada se upore�uju A i C. Ako je A = C, onda je neispravna
kuglica D, a upore�ivaƬem A i D utvr�uje se da li je D lakxa ili
teжa od A. Ako je A > C, onda je C lakxa i neispravna kuglica. Ako
je A < C, onda je C teжa, a neispravna kuglica. Ako je A < B ili
A > B, onda su C i D ispravne kuglice. Uporedimo A i C. Ako je
A = C, onda je B neispravna kuglica i upore�ivaƬem sa A utvr�ujemo
da li je lakxa ili teжa. Ako je A lakxe ili teжe od C, onda je A
neispravna kuglica.

Zadatak 1277. U skladixtu se nalaze jabuke upakovane u sanduke od po
30, 18 i 13 kilograma. Kako uzeti 80 kilograma jabuka, bez otvaraƬa
sanduka?

RexeƬe: 2x13kg i 3x18kg

Zadatak 1278. Jasna od 10 kilograma xe�era treba da izmeri 1 kilo-
gram i 400 grama, pomo�u terazija i 2 tega: od 100 i 50 grama. Kako
�e ona to izvesti pomo�u taqno 4 mereƬa?
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RexeƬe: Prvo mereƬe: podelimo celu koliqinu xe�era na dva jed-
naka dela od po 5 kilograma. Drugo mereƬe: podelimo jedan od tih
delova na dva dela od po 2 kilograma i 500 grama. Tre�e mereƬe:
podelimo jedan od tih delova na dva dela od po 1 kilogram i 250
grama. Qetvrto mereƬe: pomo�u tegova izmerimo 150 grama i dodamo
na jedan deo od 1 kilogram i 250 grama.

96.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1279. Baka Mila жeli da unuku poxaƩe 2 litra soka, ali
ima samo dve posude, od 8 i 11 litara. Kako �e ona odmeriti taqno 2
litra?

Zadatak 1280. Kako biste, pomo�u sudova od 7, 4 i 2 litra izmerili
taqno 5 litara?

Zadatak 1281. U kanti ima 12 litara benzina,koji treba podeliti na
dva jednaka dela, i presuti u rezervoare dva automobila, pomo�u dva
prazna suda zapremine 5 i 7 litara. Kako se to moжe uqiniti?

Zadatak 1282. Od 3 novqica jedan je falsifikat, lakxi od pravog. U
jednom mereƬu odredi koji je neispravan.

Zadatak 1283. U magacinu se nalaze 
akovi sa krompirom od 13, 16 i
35 kilograma. Kako bez otvaraƬa 
akova uzeti taqno 100 kilograma
krompira?
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Предавање 97

Povrxine pravougaonika u

rexavaƬu problemskih zadataka

Aleksandra Dimi�,Fiziqki fakultet

97.1 Теориjски увод

Pojedine problemske zadatke komplikovano je rexavati bez crtaƬa
odgovaraju�e skice. Kroz naredne zadatke i primere pokuxa�emo da
objasnimo upotrebu povrxine pravougaonika u rexavaƬu problemskih
zadataka.

97.2 Задаци за рад

Zadatak 1284. Proizvod dva broja je 192. Ako jedan od Ƭih uve�amo
za 4 dobija se kao proizvod 240. O kojim brojevima je req?

RexeƬe: Neka su traжeni brojevi a i b. Proizvod ab jednak je
povrxini pravougaonika qije su stranice a i b. Ako se stranica a
produжi za 4 tada se povrxina uve�a za 240 − 192 = 48. Znaqi da je
stranica b jednaka 48 : 4 = 12. Odatle lako raqunamo a = 192 : 12 = 16.

Zadatak 1285. Petar i Maja dele bombone. U prvoj podeli kao pro-
izvod brojeva Ƭihovih bombona dobija se 20. Mama je odluqila da
Petru doda jox jednu bombonu i sada je proizvod 25. Koliko su bom-
bona imali Maja i Petar na poqetku?

RexeƬe: Imali su 9 bombona.
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Zadatak 1286. Ako se stranica kvadrata pove�a za 1, onda se povrs-
hina kvadrata pove�a za 17. Koliki je obim kvadrata?

RexeƬe: Kada se nacrta slika vidi se 2a+1 = 17, odatle se dobija
a = 8. Obim kvadrata je 32.

Zadatak 1287. Ako jednu stranicu datog kvadrata produжimo za 1, a
drugu za 2, novodobijeni pravougaonik ima povrxinu za 20 ve�u od
povrxine kvadrata. Koliki je obim pravougaonika?

RexeƬe: Sa slike se vidi da je 3a + 2 = 20 Odatle sledi a = 6.
Novodobijene stranice pravougaonika su 7 i 8, pa je obim tog pravo-
ugaonika 30.

Zadatak 1288. Ako jednu stranicu kvadrata produжimo za 4, a drugu
smaƬimo za 3 dobija se pravougaonik, qija je povrxina jednaka povrs-
hini kvadrata. Koliki je obim kvadrata?

RexeƬe: Sa slike moжemo postaviti jednakost 3a = 4(a−3). Odatle
sledi da je a = 12. Obim kvadrata iznosi 48.

Zadatak 1289. Motociklista je krenuo na put. Kre�u�i se prvom
brzinom koja iznosi 60km/h on pre�e put za 6h. Me�utim, ako ubaci
u drugu brzinu on �e za isto vreme pre�i put od 540km. Odrediti za
koliko je druga brzina ve�a od prve.

RexeƬe: Kada se nacrta slika vidi se da je razlika pre�enih pu-
teva 180km. Odatle se za razliku brzina dobija 180km : 6h = 30km/h.

Zadatak 1290. Grupa izletnika ugovori voжƬu automobilom tako da
svaki od Ƭih plati 60 dinara. Me�utim, 5 izletnika otkaжe, tako da
su ostali za voжƬu morali platiti po 20 dinara vixe od predvi�enog.
Koliko je izletnika poxlo na put?

RexeƬe: Kada se nacrta skica dobija se 5 · 60 = 20(x − 5), gde je
x broj izletnika. Dobija se da je broj izletnika koji su uovarali
voжƬu bio 20, a 15 je onih koji su poxli na put.

Zadatak 1291. Povrxina pravougaonika je 2255. Ako jednu Ƭegovu
stranicu umaƬimo za 6, povrxina pravougaonika iznosi�e 2009. Ko-
liki je obim polaznog pravougaonika?

RexeƬe: Sa slike se vidi da je 6a = 2255 − 2009. Dobija se da je
a = 41, a iz poqetne povrxine dobija se da je b = 55. Obim polaznog
pravougaonika iznosi 192.
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Zadatak 1292. Baxtovan je rexio da zasadi cve�e. Ako iskoristi
samo svoju kvadratnu baxtu, osta�e mu nekoliko busenova iz rasad-
nika. Rexio je da kupi od komxije 3m zemƩe i tako produжi jednu
stranicu svoje baxte. Tako �e posaditi sve busenove. Ako znamo da
je povrxina baxte pove�ana za 12 kvadratnih metara i da jedan bu-
sen zauzima 1 kvadratni metar, izraqunajte koliko je busenova cve�a
imao baxtovan.

RexeƬe: Sa slike se vidi da je a = 4m, gde je a duжina stranice
kvadratne baxte. Baxtovan je imao 28 busenova.

Zadatak 1293. Odrediti prozivod dva broja, ako je poznato da ako se
jedan od Ƭih smaƬi za 4, Ƭihov proizvod se smaƬi za 12, a ako se
drugi smaƬi za 2, Ƭihov proizvod se tako�e smaƬi za 12.

RexeƬe: Pomo�u slike utvr�ujemo da je jedan od tih brojeva 3, a
drugi 6. ƫihov prozivod iznosi 18.

97.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1294. RastojaƬe od mesta A do mesta B putnik pre�e za 6h.
Ako brzinu svog kretaƬa pove�a za 3km/h onda su mu dovoƩna 4h.
Kolika je raydaƩina izme�u A i B.

Zadatak 1295. Proizvod dva broja je 20. Ako se prvom doda 2 novo-
dobijeni proizvod iznosi 28. O kojim brojevima se radi?

Zadatak 1296. Razlika duжina stranica dva parka kvadratnih oblika
iznosi 11, a razlika Ƭihovih povrxina 671. Izraqunati kolika je
duжina жice potrebna da se ograde ovi parkovi.

Zadatak 1297. Ivana i SaƬa su poxle u xetƬu. Usput su krenule
da beru xumske jagode. Posle prve pre�ene staze Ivana reqe SaƬi:
Proizvod brojeva naxih jagoda iznosi 200, ali ako ti SaƬa uberex
jox 5 jagoda proizvod �e tada iznositi 300. Koliko jagoda su dosada
ubrale SaƬa i Ivana?

Zadatak 1298. Ako stranicu datog kvadrata smaƬimo za 4, a drugu
pove�amo za 8, dobijamo pravougaonik qija je povrxina jednaka po-
vrxini kvadrara. Za koliko je obim pravougaonika ve�i od obima
kvadrata?
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Предавање 98

PrebrojavaƬe geometrijskih

figura

Marko Raki�, Matematiqka gimnazija

98.1 Теориjски увод

Teorema 184. Broj duжi koje su odre�ene sa n taqaka je n · (n− 1) : 2.

Teorema 185. Broj trouglova odre�enih sa n taqaka, od kojih nikoje
tri nisu na istoj pravoj, je n · (n− 1) · (n− 2) : (3 ·2). To je najve�i broj
trouglova koji moze biti odre�en sa ovih n taqaka.

98.2 Задаци за рад

Zadatak 1299. Dato je 7 taqaka od kojih nikoje 3 nisu na istoj pravoj.
Koliko je duжi i trouglova odre�eno Ƭima?

RexeƬe: Duжi: (7 · 6) : 2 = 21. Trouglova: (7 · 6 · 5) : (3 · 2) = 35.

Zadatak 1300. Dato je 4 razliqitih taqaka. Koliko pravih moжe biti
odre�eno tim taqkama?

RexeƬe:
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Zadatak 1301. Dato je 8 taqaka, od kojih nikoje 3 nisu na istoj pravoj.
Koliko je pravih odre�eno sa tih 8 taqaka?

RexeƬe: Poxto nikoje 3 taqke nisu na istoj pravoj, broj pravih
koje one odre�uju bi�e jednak broju duжi koje one odre�uju, tj. (8 ·7) :
2 = 28.

Zadatak 1302. Koliko je pravih, a koliko duжi odre�eno taqkama sa
slike?

A

B

C

D

E

F

RexeƬe: Pravih ima:AC,AD,AF,AR,BD,BF,BE,CD,CF,CE,DF,DE,FE
- 13. Duжi ima:(6 · 5) : 2 = 15.

Zadatak 1303. Koliko duжi, a koliko trouglova ima na datoj slici?

A B

C

DE

FG H

X
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RexeƬe: Primetimo da kad imamo na jednoj pravoj: a) samo 2 taqke,
na Ƭoj se nalazi jedna duж; b)3 taqke, na Ƭoj se nalazi 3 duжi; v) 4
taqke, na Ƭoj se nalazi 6 duжi; g) 5 taqaka, na Ƭoj se nalazi 10 duжi.
Na slici imamo slede�e prave: EG,DH - 2 taqke; AC,BC,CF,ED -
3 taqke; AB - 5 taqaka. To je ukupno 2 · 1 + 4 · 3 + 1 · 10 = 24 duжi.
Posmatrajmo najmaƬe delove slike i obeleжimo ih na slede�i naqin:
trougao AEG - 1, CEX - 5, CXD -6, DBH - 4 i pravougaonike EXFG
- 2 i XDHF - 3. Imamo trouglove 1, 4, 5, 6, 56, 125, 346, 123456, tj. 7
trouglova.

Zadatak 1304. Koliko duжi, a koliko trouglova ima na datoj slici?

RexeƬe: Koriste�i rexeƬe prethodnog zadatka dobijamo da ima 27
duжi i 7 trouglova.

Zadatak 1305. Koliko ima kvadrata, a koliko pravougaonika na datoj
slici?

RexeƬe: Kvadrate �emo da brojimo po dimenzijama, 1× 1, 2× 2, 3× 3
i 4× 4. 1× 1− 16; 2× 2− 9; 3× 3− 4, 4× 4− 1, ukupno 30. Pravougaonike
�emo podeliti na one sa slede�im dimenzijama: 1 × 2, 2 × 1, 1 × 3, 3 ×
1, 1× 4, 4× 1, 2× 3, 3× 2, 2× 4, 4× 2, 3× 4, 4× 3. 1× 2− 12, a isto toliko
ima i 2×1 pravougaonika, poxto je slika simetriqna. 1×3, 3×1−2 ·8;
1 × 4, 4 × 1 − 2 · 4; 2 × 3, 3 × 2 − 2 · 6; 2 × 4, 4 × 2 − 2 · 3; 3 × 4, 4 × 3 − 2 · 2.
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Ukupno 70, xto sa onih 30 kvadrata qini 100 pravougaonika.

Zadatak 1306. Koliko na slede�oj slici ima kvadrata, a koliko pra-
vougaonika koji nisu kvadrati?

RexeƬe: Koriste�i ideju prethodnog zadatka, dobijamo da na slici
ima 38 kvadrata i 106 pravougaonika.

Zadatak 1307. Dato je 5 duжi. Koliko je najvixe prava odre�eno
Ƭihovim krajevima?

RexeƬe: Pet duжi mogu imati najvixe 10 razliqitih krajnih tac-
haka. Deset razliqitih taqaka odre�uju najvixe (10·9) : 2 = 45 pravih.

Zadatak 1308. Dato je 7 taqaka. Koliko najmaƬe, a koliko najvixe
trouglova moжe biti odre�eno ovim taqkama? Da li one mogu odre-
�ivati taqno 6 trouglova?

RexeƬe: NajmaƬe 0, kad su sve taqke na istoj pravoj, najvixe
(7 · 6 · 5) : (3 · 2) = 35, kad nikoje 3 ne pripadaju istoj pravoj. Mogu
odre�ivati 6 trouglova (slika).
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98.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1309. Na pravama a i b nalaze se 3 i 4 taqke. Koliko je
pravih, a koliko duжi odre�eno Ƭima?

Zadatak 1310. Koliko trouglova ima na slici?

Zadatak 1311. Dato je 6 taqaka, od kojih nikoje 3 nisu na istoj pravoj.
Koliko duжi, pravih i trouglova je odre�eno tim taqkama?

Zadatak 1312. Koliko kvadrata i pravougaonika ima na datoj slici?

Zadatak 1313. Koliko duжi, trouglova, kvadrata i pravougaonika
koji nisu kvadrati ima na slici?



Литература

594



Предавање 99

PrebrojavaƬa (nizovi,

numeracije)

ƨubomir Radakovi�, Elektrotehniqki fakultet

99.1 Задаци за рад

Zadatak 1314. Staroj kƬizi nedostaju prve 142 stranice, tako da
kƬiga poqiƬe od 143. stranice, a zavrxava se stranicom koja je napi-
sana tako�e ciframa 1, 3, 4, ali u drugom redosledu. Koliko stranica
ima stara kƬiga?

RexeƬe: Broj stranica mora biti paran i ve�i i od 143, stoga je
posledƬa stranica 314-ta. Broj stranica te kƬige je 314− 142 = 172.

Zadatak 1315. Zaludni matematiqar je na tabli ispisao prirodne
brojeve 1, 2, 3, . . . redom jedan za drugim, i tako dobio zapis 123456789101112 . . ..
A ovo je sve pisao da bi saznao koja je cifra na 2011. mestu. On je
dobio da je to cifra 9. Da li je zaludni matematiqar bio u pravu i
da li je mogao ovo kra�e da rexi?

RexeƬe: Naravno da je mogao kra�e da rexi ovo sve. Jednocifre-
nih brojeva ima 9, dvocifrenih 90, trocifrenih 900 itd. Pretposta-
vimo da je matematiqar ispisao sve jednocifrene i sve dvocifrene
brojeve, stoga on je upotrebio taqno 9 · 1 + 90 · 2 = 189 cifara. Kako
je 2011 > 189 matematiqar je ipak ispisivao i trocifrene. Pret-
postavimo da je on sada ispisao i sve trocifrene, a to znaqi da je
upotrebio taqno 9 · 1+ 90 · 2+ 900 · 3 = 2889 cifara. Kako je 2889 > 2011
to znaqi da je 2011. cifra negde me�u trocifrenim brojevima. Pri-
metimo da je 2011 = 9 · 1 + 90 · 2 + 607 · 3 + 1. Iz ovoga zakƩuqujemo da
su upotrebƩeni svi jednocifreni brojevi, svi dvocifreni i 607 tro-
cifrenih brojeva, ukƩuquju�i i prvu cifru 608. trocifrenog broja.
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Xestoti trocifreni broj je 699, pa je onda 607. trocifreni broj 706.
Iz ovoga zakƩqujemo da je 608. trocifreni broj 707, pa je traжena
cifra 7. Zaludni matematiqar je oqigledno nexto bio rasejan taj
dan.

Zadatak 1316. Ako su kƬige u jednoj biblioteci numerisane na slede�i
naqin: [brknj][od], gde je brknj broj kƬiga u odesku od, odrediti koliko
puta je upotrebƩena cifra 4 pri numeraciji kƬiga u biblioteci. Od-
sek od se oznaqava slovima a, b, c, d i e, gde je broj kƬiga u odsecima
redom 200, 250, 300, 350, 402. Primer: 124b, 124. kƬiga u odesku b.

RexeƬe: Najpre �emo odrediti koliko je puta upotrebƩena cifra
4 u odseku a. Kao cifra jedinica, broj 4 se javƩa jednom u jednoci-
frenim bojevima, 9 puta u dvocifrenim i 10 puta u trocifrenim. Kao
cifra desetica broj 4 se pojavƩuje 10 puta u dvocifrenim brojevima
i 10 u trocifrenim brojevima. Kako u odseku a ima 200 kƬiga, cifra
4 je upotrebƩena 1 + 9 + 10 + 10 + 10 = 40 puta. U odseku b na sliqan
naqin se dobija da je cifra 4 upotrebƩena 1+9+10+10+10+5+10 = 55
puta. U odseku c je upotrebƩena 1+ 9+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10 = 60 puta,
dok u odseku d se pojavƩuje 1 + 9 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 5 + 10 = 75
puta. I na kraju u odseku e se pojavƩuje 75 + 5 + 3 = 83 puta, jer
smo iskoristili tri puta cifru 4 na mestu stotina, xto je ukupno
40 + 55 + 60 + 75 + 83 = 313.

Zadatak 1317. Kojom se cifrom zavrxava proizvod prvih 2011 nepar-
nih brojeva?

RexeƬe: Kako se me�u neparnim brojevima nalazi i broj 5, a proi-
zvod broja 5 i bilo kog drugog neparnog broja zavrxava se cifrom 5.
Iz ovoga zakƩuqujemo da se traжeni proizvod zavrxava cifrom 5.

Zadatak 1318. Kojom cifrom se zavrxava proizvod 2010 sedmica?

RexeƬe: Primetimo da je 7 · 7 · 7 · 7 = 2041, odnosno da se prozivod
qetiri sedmice zavrxava cifrom 1. Prozivod 7 · 7 · . . . · 7, moжemo
napisati i kao (7 · 7 · 7 · 7) · (7 · 7 · 7 · 7) · . . . · (7 · 7 · 7 · 7) · (7 · 7), jer
je 2010 = 502 · 4 + 2. Svaka zagrada od po 4 sedmice daje prozivod
koji se zavrxava cifrom 1, a posledƬa zagrada daje proizvod koji se
zavrxava cifrom 9. Konaqno, posledƬa cifra datog prozivoda je 9.

Zadatak 1319. Odrediti zadƬu cifru proizvoda 22 · 55 · 77.

RexeƬe: PosledƬa cifra broja 55 je 5. Proizvod broja koji se
zavrxava cifrom 5 i bilo kog parnog broja se zavrxava cifrom 0.
Kako je 22 = 4 paran broj iz prethodnog sledi da je posledƬa cifra
traжenog proizvoda 0.

Zadatak 1320. Koja se peta cifra zdesna(cifra hiƩada) dobija u re-
zultatu slede�eg mnoжeƬa: 6 · 7 · 8 · . . . · 29?
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RexeƬe: NajboƩe bi bilo da izbrojimo sa koliko nula se zavrxava
dati prozivod. Svaka nula se dobija”mnoжeƬem broja 2 i broja 5,
odnosno broja deƩivog sa 2 i 5. Kako je 8 · 10 · 15 · 20 · 25 = 600000,
vidimo da se proizvod zavrxava sa 5 nula, pa je i cifra hiƩada 0.

Zadatak 1321. Na koliko naqina se u kruжi�e mogu rasporediti bro-
jevi 1, 2, 3, 4, 5

© >© >© <© >©
(svaki broj u jedan kruжi�) tako da budu zadovoƩene sve nejednakosti?

RexeƬe: Jedinica moжe biti upisana ili u tre�i kvadrati� (tada
imamo 6 mogu�nosti: 32154, 43152, 42153, 54132, 53142 i 52143) ili u peti
kvadrati� (tada imamo 3 mogu�nosti: 54231, 53241 i 43251). Dakle,
imamo ukupno 9 mogu�nosti.

Zadatak 1322. Xest karata je numerisano brojevima, i to:

309, 9, 41, 98, 5, 2.

Koji je najmaƬi broj, koji se moжe formirati re�aƬem ovih karata
jedne do druge?

RexeƬe: NajmaƬi broj je 2309415686. Napomena: karte 98 i 9 se
okrenu naopaqke.

Zadatak 1323. U broju 275486392839 izbrisane su qetiri cifre, tako
da je novodobijeni broj najmaƬi, a zatim su ponovo izbrisane tri
cifre tako da je novodobijeni broj najve�i. Koji je to broj?

RexeƬe: Ako жelimo da ostane najmaƬi broj postupa�emo na slede�i
naqin: ako je prva cifra ve�a od druge, brixemo prvu cifru. Ako
nije prva cifra ve�a od druge, prvu cifru ostavƩamo i poredimo
drugu i tre�u cifru, itd. U datom broju je 2 < 7 i dvojka ostaje.
Poxto je 7 > 5, onda cifru 7 brixemo i ostaje broj 25486392839. U
novodobijenom broju opet poredimo prvu i drugu cifru, i vidimo da
je 2 < 5, pa to ostavƩamo. DaƩe je 5 > 4, pa brixemo cifru 5, itd.
Posle 4 izbrisane cifre najmaƬi dobijeni broj je 2439283. Od ovog
broja traжimo da posle brisaƬa tri cifre ostane najve�i mogu�i
broj. Postupak je sliqan kao za odre�ivaƬe najmaƬeg, osim xto sada
ukoliko je prva cifra maƬa od druge brixemo prvu cifru. Konaqno
se dobija da je traжeni broj 49839.

99.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1324. Za numeraciju jedne kƬige potrebno je 4089 cifara.
Koliko strana ima ta kƬiga, a koliko listova?

Zadatak 1325. Kojom cifrom se zavrxava proizvod 22010 · 3?
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Zadatak 1326. PrecrtavaƬem cifara u broju 19875400136 napraviti
najmaƬi petocifreni broj.

Zadatak 1327. Nastavite niz: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 11, . . .. Na�i opxtu formulu
za dobijaƬe n-tog qlana niza.

Zadatak 1328. U jednoj ulici ku�e sa desne strane numerisane su
parnim brojevima 2, 4, . . . , 36, a sa leve strane neparnim brojevima
1, 3, . . . , 41. Koliko ima ku�a u toj ulici?
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Предавање 100

Problemski zadaci sa

jednaqinama

Marko Raki�, Matematiqka gimnazija

100.1 Задаци за рад

Zadatak 1329. Zbir dva broja je 2010, a razlika 584. Koji su to
brojevi?

RexeƬe: Neka su traжeni brojevi x i 2010−x. Imamo da je razlika
ta dva broja ((2010− x)− x) jednaka 584. Iz te jednaqine dobijamo da
je x = 713.

Zadatak 1330. Zbir umaƬenika i razlike je 105, a razlika je za 3
ve�a od umaƬioca. Odredi umaƬenik i umaƬilac.

RexeƬe: Oznaqimo razliku sa r. Tada je umaƬenik jednak 105− r, a
umaƬilac r − 3. Ako ubacimo umaƬenik, umaƬilac i razliku u ovom
obliku ubacimo u jednaqinu , imamo da je (105 − r) − (r − 3) = r, oda-
kle je r = 36. Dakle, umaƬenik je jednak 105 − 36 = 69, a umaƬilac
36− 3 = 33.

Zadatak 1331. Odrediti 8 uzastopnih prirodnih brojeva qiji je zbir
100.

RexeƬe: Neka je najmaƬi od Ƭih a. Tada imamo da je a+(a+1)+(a+
2)+(a+3)+(a+4)+(a+5)+(a+6)+(a+7) = 100. Dakle 8 ∗a+28 = 100,
odakle je a = 9. Znaqi, traжeni brojevi su 9,10,11,12,13,14,15 i 16.
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Zadatak 1332. Zbir 3 broja je 424.Ako prvi pove�amo 4 puta, drugi
smaƬimo za 4 i tre�i smaƬimo 4 puta, dobi�emo jednake brojeve. Koji
su to brojevi?

RexeƬe: Obeleжimo broj koji se na kraju dobije sa 4 ∗ k. Onda je
prvi broj jednak k, drugi 4∗k+4 i tre�i 16∗k. Dakle, k+4∗k+4+16∗k =
424, iz qega sledi da je k = 20, pa su traжeni brojevi 20, 84 i 320.

Zadatak 1333. Brat i sestra su dobili 2000 dinara 
eparca. Brat
je dao qetvrtinu tih para za loptu, a sestra petinu ostatka za lutku.
Koliko je para ostalo?

RexeƬe: Brat je potroxio: 2000 : 4 = 500 dinara. Sestra je potros-
hila: (2000− 500) : 5 = 300 dinara. Dakle ostalo je: 2000− 500− 300 =
1200 dinara.

Zadatak 1334. Majka je pre 5 godina bila 6 puta starija od k�erke,
a za 5 godina �e Ƭih dve zajedno imati 55 godina. Koliko godina
trenutno ima svaka od Ƭih?

RexeƬe: K�erka je pre 5 godina imala x, a majka 6 ∗ x godina. Za
5 godina, k�erka �e imati x + 10, a majka 6 ∗ x + 10. Sledi da je
x + 10 + 6 ∗ x + 10 = 55, tj. x = 5. Znaqi, k�erka sada ima x + 5 = 10
godina, a maka 6 ∗ x+ 5 = 35 godina.

Zadatak 1335. Na kraju qetvrtog razreda, uqenici jednog odeƩeƬa,
koje ima 20 �aka, su skupƩali pare za poklon uqiteƩici. Svaki deqak
je dao po 200 dinara, a svaka devojqica po 150 dinara. Ukupno su
skupili 3600 dinara. Koliko u tom odeƩeƬu ima deqaka, a koliko
devojqica?

RexeƬe: Neka je broj deqaka a. Onda devojqica ima 20 − a. Tada
su uqenici dali ukupno 200 ∗ a+ 150 ∗ (20 − a) dinara. Kako taj izraz
mora biti jednak 3600, dobijamo da je a = 12. Dakle, ima 12 deqaka i
8 devojqica.

Zadatak 1336. Ana, Mara i Ema imaju ukupno 35 jabuka. Ana i Mara
imaju zajedno 25 jabuka, a Mara i Ema 22. Koliko jabuka ima svaka
od Ƭih?

RexeƬe: Neka je broj jabuka koje ima Ana jednak a, Mara m i Ema
e. Tada je a+m+e = 35 i a+m = 25 iz qega sledi da je e = 35−25 = 10.
Sliqno imamo da je e = 13. Tada je a + e = 10 + 13 = 23, pa je
m = 35− 23 = 12. Ana ima 13 jabuka, Mara 12 i Ema 10.
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Zadatak 1337. Gusari je trebalo da se qamcima dovezu od broda do
pustog ostrva. Ako bi u svaki qamac selo po 5 gusara, jedan gusar ne
bi imao mesta, a ako bi u svaki qamac selo po 6 gusara, jedan qamac
bi ostao prazan. Koliko je qamaca, a koliko gusara?

RexeƬe: Obeleжimo broj qamaca sa x. Tada je broj gusara u prvom
sluqaju 5 ∗ x+ 1, a u drugom 6 ∗ (x− 1). Dakle, 5 ∗ x+ 1 = 6 ∗ (x− 1), iz
qega sledi da je x = 7. Znaqi, ima 7 qamaca i 5 ∗ 7 + 1 = 36 gusara.

Zadatak 1338. Odrediti trocifreni broj koji se pove�a 13 puta ako
mu se sa leve strane dopixe cifra 3.

RexeƬe: Kada se trocifrenom broju sa leve strane dopixe cifra
3, to je kao da smo ga uve�ali za 3000. Dakle, ako je nas trocifren
broj jednak a, 3000 + a = 13 ∗ a, tj. a = 250.

100.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1339. Dva druga жele da kupe loptu. Prvom fali 254, a
drugom 252 dinara. Ako skupe svoj novac, fali�e im jox 16 dinara.
Koliko koxta lopta?

Zadatak 1340. Zbir pet brojeva, od kojih je svaki slede�i za 27 ve�i
od prethodnog, je 305. Odredi te brojeve.

Zadatak 1341. U dve kese nalazi se isti broj klikera. Kada je iz obe
uzeto ukupno 18 klikera, u prvoj je ostalo 14, a u drugoj 10 klikera.
Koliko je klikera bilo u svakoj kesi na poqetku?

Zadatak 1342. Uqenici jednog odeƩenƬa su trebali da se razmeste u
klupe. Ako u svaku klupu sedne po 2 uqenika, dve klupe ostaju prazne,
a ako u svaku klupu sedne po jedan �ak, 6 osoba nema mesto. Koliko je
uqenika, a koliko klupa?

Zadatak 1343. Za dve godine, Maja �e imati 3 puta vixe godina od
Milice. Koliko one sada imaju godina, ako je Maja 14 godina starija?
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Предавање 101

Konfiguracije u geometriji sa

uslovima

Tamara Xumarac, Matematiqka gimnazija

101.1 Задаци за рад

Zadatak 1344. Kakav me�usobni poloжaj imaju 4 razliqite taqke, ako
one odre�uju: a) 1; b) 4; v) 6 pravih?

RexeƬe:

Zadatak 1345. Kakav me�usobni poloжaj imaju 6 razliqtih taqaka ako
one odre�uju taqno 10 pravih?

RexeƬe: Qetiri taqke pripadaju jednoj pravoj, a preostale dve su
van Ƭe i one qine pravu kojoj ne pripada ni jedna od preostale qetiri
taqke iz zadatka.

Zadatak 1346. Rasporediti 3 taqke na 3 prave tako da svaka sadrжi
taqno 2 od datih taqaka.
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RexeƬe: Sve 3 prave se me�usobno seku. Preseci tih pravih su
taqke iz zadatka.

Zadatak 1347. Moжe li se 8 taqaka rasporediti na 4 prave tako da
su na svakoj pravoj po 3 taqke?

RexeƬe:

Zadatak 1348. Rasporediti 10 taqaka na 5 pravih tako da na svakoj
pravoj budu po 4 taqke.

RexeƬe:

Zadatak 1349. Koliko najmaƬe, a koliko najvixe pravih treba kon-
struisati u ravni da bi one ravan podelile na taqno 7 oblasti?

RexeƬe: NajmaƬe tri prave koje se sve me�usobno seku, a najvixe
xest paralelnih pravih.

Zadatak 1350. Kakav je me�usobni poloжaj 4 prave, ako one dati krug
dele na: a) 5; b) 11 razliqitih delova?

RexeƬe:
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Zadatak 1351. U sobi koja ima oblik kocke treba rasporediti 16 sto-
lica tako da se pored svakog zida na�e po 5 stolica.

RexeƬe: Qetiri stolice treba rasporediti u �oxkove sobe, a pre-
ostalih 12 rasporediti tako da se po tri stolice nalaze pored svakog
zida.

Zadatak 1352. Kakav je me�usobni poloжaj pet taqaka ako one odre-
�uju taqno 9 trouglova?

RexeƬe: Tri taqke pripadaju jednoj pravoj, a preostale dve su van
Ƭe. Te dve taqke cine pravu kojoj ne pripada ni jedna druga taqka iz
zadatka.

Zadatak 1353. Odrediti me�usobni poloжaj 6 taqaka ako one odre�uju
taqno 10 razliqitih trouglova?

RexeƬe: Pet taqaka pripada jednoj pravoj, a xesta je van Ƭe.

Zadatak 1354. Na koliko najmaƬe delova treba iseci kvadrate stra-
nica 3 cm i 4 cm, da bi se od dobijenih delova mogao sastaviti novi
kvadrat?

RexeƬe: Na tri dela. Pogledati sliku.

Zadatak 1355. Na koliko najmaƬe delova treba ise�i kartonski kva-
drat stranice 3cm da bi se od dobijenih delova mogla sastaviti tri
kvadrata qije su povrxine 1cm2,4cm2 i 4cm2?

RexeƬe: Na qetiri dela. Pogledati sliku.
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101.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1356. Rasporediti 5 taqaka na 5 pravih tako da svaka sadrжi
po 2 taqke.

Zadatak 1357. Koliko najvixe, a koliko najmaƬe pravih treba kon-
struisati da bi se ravan podelila na taqno 11 oblasti?

Zadatak 1358. Kakav je me�usobni poloжaj 4 prave, ako one dati krug
dele na 8 razliqitih delova?

Zadatak 1359. Rasporediti 6 taqaka na 3 prave tako da svaka sadrжi
po 3 taqke.

Zadatak 1360. Rasporediti 4 taqke na 5 pravih tako da svaka prava
sadrжi po 2 taqke.
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Предавање 102

Konstrukcije brojeva pomo�u

cifara i operacija

Nikola Mrkxi�, Matematiqka gimnazija

102.1 Задаци за рад

Zadatak 1361. Kako pomo�u cifara 1, 2, 3, 4, 5 i raqunskih operacija
napraviti 31, tako da se iskoriste sve cifre?

RexeƬe: (5 · 4 · 3)/2 + 1 = 31.

Zadatak 1362. Pomo�u raqunskih operacija i cifara 1,2 i 3, u naj-
maƬem broju koraka, konstruisati broj 35.

RexeƬe: 3 · 3 · 2 · 2− 1 = 35.

Zadatak 1363. Pomo�u svih cifara: 1, 2, 4, 8, 16 dobiti broj 58.

RexeƬe: 16 · 4− (8− 2) · 1.

Zadatak 1364. Koliko pluseva i izme�u kojih cifara ih trebamo do-
dati da bi od 123456789 dobili 99?

RexeƬe: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 67 + 8 + 9.

Zadatak 1365. Koriste�i samo cifru 2 i raqunske operacije, kon-
struisati broj 58.
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RexeƬe: 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2− 2 · 2 · 2.

Zadatak 1366. Koriste�i naizmeniqno cifre 2 i 3, kao i raqunske
operacije i zagrade, dobiti broj 516.

RexeƬe: ((2 · 3− 2) · 3 + 2) ∗ (2 · 3 + 2 · 3) · 3 + 2 · 3 · 2 = 516

Zadatak 1367. Koriste�i redom neparne brojeve 1, 3, 5, 7..., dobiti na
najbrжi naqin broj 144.

RexeƬe: (1 + 3) · (5 + 7)− 11 + 13− 15 + 17 = 144 .

Zadatak 1368. Koriste�i sve brojeve od 1...n dobiti na najbrжi mo-
guci naqin broj 800000. Koliko je to minimalno n?

RexeƬe: ((1+9) ·(2+8) ·(3+7) ·(4+6) ·10 ·(11−12−13+14)))/5 = 800000.
Dakle, minimalno n je jednako 14.

Zadatak 1369. Na koji naqin treba ispremextati cifre u slede�em
izrazu da bi vrednost izraza bila najve�a mogu�a? 96 · 67 · 58.

RexeƬe: Logiqno je da �e cifre 9, 8, 7 da budu cifre desetica. Na-
kon toga, uz malo provere dobijamo da je optimalno rexeƬe 94 ·85 ·76 =
607240.

Zadatak 1370. Koji je najve�i broj koji se moжe dobiti pomo�u rac-
hunskih operacija i cifara 0...9, ako se svaka iskoristi taqno jednom?

RexeƬe: Odgovor je 9876543210. Ovaj broj je ve�i od svih koje
moжemo dobiti pomo�u raqunskih operacija upravo zato xto je doda-
vaƬe cifre na kraj broja ekvivalentno mnoжeƬu sa 10 i adiraƬu date
cifre. S druge strane, mnoжeƬe datom cifrom bi doprinelo rezul-
tatu maƬe nego mnoжeƬe sa 10, jer je svaka od ovih cifara maƬa od 10.

102.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1371. Sa najmaƬe cifara i raqunskih operacija, konstrui-
sati broj 1025.

Zadatak 1372. Koriste�i samo zagrade i raqunsku operaciju −, i re-
dom brojeve 1...n , dobiti na najbrжi naqin broj 55.
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Zadatak 1373. Gde i koliko minusa treba dodati da bi se od broja
1234567890 dobio broj 542?

Zadatak 1374. Koji je maksimalni broj koji se moжe dobiti pomo�u
cifara 9, 1, 7, 5, 2 ako svaku od Ƭih moramo upotrebiti taqno jedanput
i ako moramo upotrebiti taqno jedan · i jedan +.

Zadatak 1375. Koriste�i redom parne brojeve i raqunske operacije,
dobiti na najbrжi mogu�i naqin broj 1000.
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Предавање 103

Logiqko kombinatorni zadaci

Milomir Dragovi�, Matematiqka gimnazija

103.1 Задаци за рад

Zadatak 31. Odrediti qetiri uzastopna prirodna broja qiji je zbir
2010.

RexeƬe: Drugi od Ƭih je ve�i od prvog za jedan, tre�i za dva,
qetvri za tri pa ako predstavimo prvi kao x imamo da je x + x + 1 +
x+ 2 + x + 3 = 2010, tj. x = 501 pa su traжeni brojevi 501, 502, 503 i
504.

Zadatak 32. Povrxina kocke jednaka je zbiru povrxina tri me�usobne
susedne strane kvadra qije su stranice jednake 3 cm, 4 cm i 6 cm.
Kolika je zapremina kocke?

RexeƬe: Povrxine pravougaonika su 3 · 4 = 12, 3 · 6 = 18, 4 · 6 = 24
pa je povrxina kocke 12 + 18 + 24 = 54, a jedne Ƭene strane 54/6 = 9.
Dakle stranica kocke je 3, a zapremina 3 · 3 · 3 = 27.

Zadatak 33. Jedan otac je dao svom sinu 4 jabuke, a drugi svom sinu
3 jabuke. Me�utim poklon oba sina iznosi samo 4 jabuke. Kako je to
mogu�e?

RexeƬe: Deda je dao svom sinu 4 jabuke, a sin je dao 3 jabuke svom
sinu.

Zadatak 34. Kako se od 5 xibica duжine 32 mm moжe sloжiti metar?

RexeƬe: IM .

Zadatak 35. Na godixƬici mature se okupilo 120 Ʃudi. Ako se svako
sa svakim rukovao koliko je bilo rukovaƬa?
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RexeƬe: (120 · 119)/2 = 7140.

Zadatak 36. Dva deqaka zajedno imaju 100 kg. Kada bi teжi od Ƭih
stao na jednu stranu vage sa rancem od 5 kg, a lakxi na drugu stranu
sa rancem od 15 kg vaga bi bila u ravnoteжi. Koliko deqaci imaju
kilograma?

RexeƬe: ZakƩuqujemo da je jedan deqak teжi od drugog za 10 kg pa
postavƩaƬem jednostavne jednaqine x+ x+ 10 = 100 vidimo da deqaci
imaju 45, odnosno 55 kilograma.

Zadatak 37. Slobodan je pretrqao put od 1,5 km za nekoliko minuta.
Koliko metara je pretrqao Darko, ako je utroxio dva puta vixe vre-
mena nego Slobodan i ako bi svakog minuta prexao dva puta ve�i put
nego Slobodan?

RexeƬe: Poxto je Darko dva puta brжi od Slobodana za isto vreme
je pretrqao dva puta ve�i put, znaqi 3 km, a za dva puta ve�e vreme
jox 3 km. Dakle Darko je ukupno pretrqao 6 km.

Zadatak 38. Imamo 24 l vode u kanti i tri prazne kante od 13 l, 11 l
i 5 l. Kako podeliti teqnost na tri jednaka dela?

RexeƬe: Napuniti kante od 11 i 5 litara. Tada u velikoj kanti
ostaje jedna tre�ina ukupne vode, odnosno 8 litara vode. Zatim pre-
spemo svih 11 litara u kantu od 13 litara i dospemo jox 2 litra iz
kante od 5 litara. Preostala 3 litra prespemo u kantu od 11 litara.
Iz kante od 13 litara napunimo kantu od 5 litara posle qega �e nam
u toj kanti ostati druga tre�ina ukupne vode. Na kraju punu kantu od
5 litara prespemo u kantu od 11 litara u kojoj se ve� nalazi 3 litra
vode.

Zadatak 39. Kako proveriti taqnost proizvoda 234 · 678 = 158652 bez
prostog mnoжeƬa?

RexeƬe: Preko zbira cifara.

Zadatak 40. Koji broj ima svojstvo da je Ƭegova petina qetvrtina?

RexeƬe: 5/4.

Zadatak 41. Postavimo skakaqa na na poƩe A1 xahovske table 8 · 8
(doƬe levo poƩe). Da li se skakaq moжe kretati po xahovskoj tabli
poxtuju�i pravila igre tako da stane na svako poƩe qahovske table
po jednom i da na kraju zavrxi na poƩu H8 (gorƬe desno poƩe)?

RexeƬe: Primetimo da se posle svakog poteza skakaq nalazi na
poƩu razliqite boƩe u odnosu na boƩu prethodnog poƩa. Dakle ako
se nalazio na crnom poƩu, posle skoka �e se nalaziti na belom i
obrnuto. Na poqetku se nalazi na crnom poƩu pa �e posle prvog skoka
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nalaziti na belom, posle drugog na crnom itd. Vidimo da �e se skakaq
posle skoka qiji je redni broj neparan nalaziti na belom poƩu.Da bi
pokrio celu tablu potrebna su 63 skoka xto znaqi da �e zavrxiti na
belom poƩu. Kako je poƩe H8 crno zakƩuqujemo da je takvo kretaƬe
nemogu�e.

Zadatak 42. Marija je planirala da u toku narednih dana svakog dana
zasadi po 5 saksija cve�a. Me�utim ona je svakog dana zasadila jednu
saksiju vixe pa joj je ostalo da u posledƬa 2 dana zasadi po 3 saksije.
Koliko je saksija Marija planirala da zasadi?

RexeƬe: Da je sadila cve�e po prvobitnom planu Marija bi po-
sledƬa dva dana zasadila 2 ·5 = 10 saksija. Me�utim, ona je posledƬa
dva dana zasadila 2 · 3 = 6 saksija. Dakle, ona je razliku od 4 saksije
cve�a zasadila prethodnih dana. Kako je svakog dana sadila po jednu
saksiju vixe to je sa�eƬe trajalo 4/1 = 4 dana i jox posledƬa dva
dana. ZakƩuqujemo da je ukupan broj zasa�enih saksija 4 · 6+2 · 3 = 30.

103.2 Задаци за домаћи рад

Zadatak 43. Na koliko naqina moжete platiti raqun od 100 dinara
ako imate novqanice od 50, 20 i 10 dinara?

Zadatak 44. Sedam pravih se seku u jednoj taqki i grade 14 uglova.
Ako uglove numerixemo brojevima u smeru kazaƩke na satu dokazati
da je ∠1 + ∠3 + ∠5 + ∠7 + ∠9 + ∠11 + ∠13 = 180.

Zadatak 45. U koxarkaxkoj ligi ima 8 klubova. Ako svako sa sva-
kim igra po dve utakmice (kod ku�e i u gostima) koliko se utakmica
odigra u qitavoj ligi?

Zadatak 46. Zorici je potrebno 8 minuta da oƩuxti krompire za
ruqak, dok je Ƭenoj �erci Jeleni potrebno 24 minuta. Koliko �e im
trebati da zavrxe ru�ak ako rade zajedno?

Zadatak 47. Na xahovskoj tabli se na poƩima A1, B2, C3, D4 (prva
qetiri poƩa jedne dijagonale) nalazi po jedan kraƩ. Treba razrezati
tablu na qetiri dela tako da su svi delovi me�usobno jednaki i da
se na svakom nalazi po jedan kraƩ.
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Предавање 104

Problemski zadaci sa

jednaqinama 2

Stefan Ba
a, Matematiqka gimnazija

104.1 Теориjски увод

Problemski zadaci sa jednaqinama nam omogu�avaju da reximo sva-
kodnevne probleme uz pomo� matematike.

104.2 Задаци за рад

Zadatak 1376. Zbir 2 broja je 45, a Ƭihov koliqnik jednak 7
8 . Odre-

diti ove brojeve.

RexeƬe: Neka je x jedan od ovih brojeva, postavimo jednaqine x :
(45− x) = 7

8 , odatle sledi x = 21 i y = 24.

Zadatak 1377. Zbir dva broja je 47. Ako ve�i podelimo maƬim, do-
bija se koliqnik 2, a ostatak 5. Koji su to brojevi?

RexeƬe: Neka je x ve� od dva zadata broja. Postavimo jednaqinu
x

47−x
= 2 + 5

47−x
, odatle sledi x = 33, y = 14

Zadatak 1378. Otac ima 45 godina, a sin 22. Kroz koliko �e godina
otac biti dva puta stariji od sina?
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RexeƬe: Neka je x traжeni broj godina. Postavimo jednaqinu
45 + x = 2 · (x+ 22), odatle sledi x = 1

Zadatak 1379. �erka je za 18 godina mla�a od majke, a pre 5 godina
bila je od majke 4 puta mla�a. Koliko je godina majci, a koliko
�erci?

RexeƬe: Neka je x broj godina �erke, postavimo jednaqinu (x−5)·4 =
x+ 18− 5, dakle x = 11.

Zadatak 1380. Odrediti takav ceo pozitivan broj da razlika proi-
zvoda dva slede� broja i prethodna dva bude 600.

RexeƬe: Postavimo jednaqinu (x + 1) · (x + 2) − (x − 1) · (x − 2) =
600 <=> x = 100.

Zadatak 1381. Autobus je prexao rastojaƬe izme�u mesta A i B br-
zinom 90 kilometara po qasu, a od B do A brzinom 60 kilometara po
qasu. Odrediti sredƬu brzinu autobusa na celom putu.

RexeƬe: Neka je sredƬa brzina x kilometara po qasu, rastojaƬe
izme�u A i B s kilometara. Tada je s

90 + s
60 = (2 · s) : x podelimo jed-

naqinu sa s i dobijemo x = 72 kilometara po qasu.

Zadatak 1382. Dva planinara, od kojih jedan prelazi 5 kilometara po
qasu, a drugi 6 kilometara po qasu krenu istovremeno jedan drugome
u susret iz dva mesta udaƩena 55km. Posle koliko qasova �e se sresti.

RexeƬe: Postavimo jednaqinu tako da je x = 5 brzina prvog, a y = 6
brzina drugog planinara, tako da vazi jednaqina x · t+ y · t = 55 gde je
t traжeno vreme, sledi da je t = 5h.

Zadatak 1383. Bazen se puni kroz dve slavine za 3 qasa. Samo jedna
slavina napunila bi ga za 4 qasa. Za koje vreme bi bazen napunila
druga slavina?

RexeƬe: Neka je x traжeno vreme, moжemo da povuqemo analo-
giju sa problemima vezanim za pre�eni put i postavimo jednaqinu
(14 + 1

x
) · 3 = 1, traжeno vreme je 12 qasova.
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Zadatak 1384. 14 560 dinara podeliti na 3 lica, tako da svako slede�e
lice dobije 20 posto vixe od prethodnog. Kolike delove dobija svako
lice?

RexeƬe: Neka je x suma koje dobije prvo lice. Prema uslovima za-
datka moжemo postaviti jednaqinu x+(x+20·( x

100 ))+(6·(x5 )+6·(x5 )· 20
100 ) =

14500 sledi, lica dobijaju 4000, 4800 i 5760 dinara.

Zadatak 1385. Ako se stranica jednog kvadrata pove� za 2cm, povrs-
hina se pove�a za 16cm2. Odrediti stranicu kvadrata.

RexeƬe: Povxina kvadrata se raquna po formuli P = a · a, gde
je a duжina stranice kvadrata. Tako da moжemo napisati jednaqinu
(a+2)·(a+2) = P+16, smenom iz prve jednaqine se dobija da je traжena
duzina stranice 3cm.

104.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1386. Zbir cifara dvodifrenog broja je 8. Ako ciframa raz-
menimo mesta, pa prvi broj podelimo drugim dobije se koliqnik 2, a
ostatak je 10. Koji je to broj?

Zadatak 1387. Dva tela kre�u se po kruжnici, qiji je obim 728m,
istovremeno se iz iste taqke u suprotnom pravcu. Jedno prelazi u
svakoj sekundi 30 metara, drugo 22 metra. Posle koliko �e se sekundi
ona sresti?

Zadatak 1388. Jedan bazen moжe da se kroz jednu slavinu napuni za
1 qas i 20 minuta, a kroz drugu slavinu isprazniti za 2 qasa i 10
minuta. Za koje vreme bi se napunio bazen kad bi obe slavine bile
otvorene?.

Zadatak 1389. Za odliqan plasman na takmiqeƬu nagra�ena su qetiri
uqenika nagradom od 36 000 dinara. Koliko dobije svaki ako se na-
grada deli u razmeri 3 : 4 : 5 : 6?

Zadatak 1390. Povrxina jednog pravougaonika je za 125cm2 ve�a od
povrxine kvadrata nad moƬom stranicom. Odrediti stranice pravo-
ugaonika ako se ralikuju za 5cm.
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Предавање 105

Venovi dijagrami

Aleksandra Dimi�, Fiziqki fakultet

105.1 Теориjски увод

U matematici, skup se moжe razumeti kao bilo koja kolekcija raz-
liqtih objekata smatranih celinom. Iako se ovo qini jednostavnom
idejom, skupovi su svejedno jedan od najvaжnijih fundamentalnih kon-
cepata u modernoj matematici. Matematiqka disciplina koja prouc-
hava mogu�e skupove, teorija skupova, je sadrжajno bogata i aktivna.

Definicija 148. Pod terminom skup smatramo bilo koju kolekciju
M odre�enih, razliqitih objekata.

Definicija 149. Neki element a moжe pripadati datom skupu, xto
se oznaqava sa a ∈ A , ili ne pripadati istom skupu, xto se oznaqava
sa a 6∈ A .

Definicija 150. Skup koji nema elemenata naziva se prazan skup i
obeleжava sa ∅ .

Definicija 151. Kaжemo da je A podskup skupa B i pixemo A ⊂ B ,
ako svaki element skupa A pripada istovremeno i skupu B . U istom
sluqaju se kaжe da je B nadskup skupa A.

Definicija 152. Dva skupa A i B su jednaka, ako svaki element skupa
A pripada i skupu B i ako svaki element skupa B istovremeno pripada
i skupu A .

Definicija 153. Unija skupova A i B, oznaqena sa A∪B, je skup svih
elemenata koji su qlanovi ili skupa A ili skupa B.

Definicija 154. Presek skupova A iB, oznaqen sa A∩B je skup svih
elemenata koji su qlanovi i skupa A i skupa B. Ako je A∩B = ∅, tada
za A i B kaжemo da su disjunktni.
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Definicija 155. Razlika dva skupa A i B (pixemo A \ B, a qitamo
A razlika B) predstavƩa skup svih elemenata koji pripadaju skupu
A a ne pripadaju skupu B. Obrnuto B \ A (B razlika A) je skup koji
sadrжi samo one elemente koji pripadaju B, a ne pripadaju skupu A.

Definicija 156. Simetriqna razlika skupova A i B je unija skupova
A \B i B \A i oznaqava sa A∆B.

Definicija 157. Komplement skupa A u odnosu na skup B (ili dopuna
skupa A do skupa B ) gde je A ⊂ B je skup CbA = A \B .

Definicija 158. Za grafiqko predstavƩaƬe skupova koriste se Ve-
novi dijagrami.

105.2 Задаци за рад

Zadatak 1391. Dati su skupovi:

A = {x|x skup slova imena MIRA},

B = {y|y skup slova imena TINA},

C = {z|z skup slova imena TAMARA}.
Zapixi ove skupove nabrajaƬem elemenata, a zatim ih prikaжi

pomo�u Venovih dijagrama.

RexeƬe: A = {m, i, r, a}, B = {t, i, n, a}, C = {t, a,m, r}. Na osnovu de-
finicije 1. U skup stavƩamo samo razliqite elemente. Preseku sva
tri skupa pripada element a. Preseku A iB pripada a, B i C pripada
t i a.

Zadatak 1392. Jedno odeƩeƬe 4. razreda ima 32 uqenika, od kojih
18 prima �Zabavnik”, a 13 je pretpla�eno na Deqje novine”. Koliko
uqenika preima oba lista, ako 8 uqenika nije pretpla�eno ni na jedan
list.

RexeƬe: Naravno, najlakxe je nacrtati dijagram gde imamo odeƩe-
Ƭe kao nadskup i skupove A (Deqje novine”) i B (�Zabavnik”). Neka je
x uqenika prepla�eno na oba lista. Tada je 18− x+ x+13− x = 32− 8.
Odatle je x = 7.

Zadatak 1393. Od 1050 uqenika 870 se bavi skijaƬem, 480 fudbalom,
a 65 se ne bavi nijednim od ova dva sporta. Koliko uqenika se bavi
i skijaƬem i fudbalom?
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RexeƬe: PopuƬavaƬem dijagrama ili rexavaƬem proste jednaqine
65 + 870− x+ x+ 80− x = 1050. Odatle sledi x = 355.

Zadatak 1394. U jednoj osnovnoj xkoli postoje dramska, matematiqka
i sportska sekcija. Od 27 uqenika u dramskoj sekciji je 14, a 3 uqe-
nika su qlanovi samo matematiqke sekcije, dok 5 uqenika uqestvuje u
radu sve tri sekcije. Koliko u svakoj sekciji ima uqenika, ako samo
u sportskoj i dramskoj sekciji radi 6 uqenika i svi uqenici su obu-
hva�eni radom sekcija, a pri tome se samo sportom i samo glumom ne
bavi nijedan od uqenika.

RexeƬe: Dramska 14, sport 17, matematiqka 26.

Zadatak 1395. U jednom odeƩeƬu svaki uqenik je qlan fudbalskog
tima ili debatnog kluba. 10 uqenika uqestvuje u radu debatnog kluba,
31 uqenik samo igra fudbal i 12 uqestvuje u radu obe sekcije. Koliko
uqenika ima u odeƩeƬu?

RexeƬe: 51 uqenik.

Zadatak 1396. Na jednom takmiqeƬu osvojeno je ukupno 46 medaƩa.
Od toga je 35 srebrnih i bronzanih i 27 zlatnih i srebrnih medaƩa.
Koliko je kojih medaƩa osvojeno?

RexeƬe: 11 zlatnih, 16 srebrnih i 19 bronzanih. Rexava se si-
stemom jednaqina jer ponekad zadatak moжe da prevari. Deluje kao
Venov dijagram, ali nije.

Zadatak 1397. Popuniti Venov dijagram na osnovu slede�eg teksta.
150 polaznika muziqke xkole pitali smo da li znaju da sviraju kla-
vir, bubƬeve ili gitaru. Dobili smo slede�e odgovore:

18 Ʃudi ne svira nijedan od ovih instrumenata;
10 Ʃudi ume da svira sva tri instrumenta;
77 Ʃudi moжe da svira gitaru ili bubƬeve ali ne moжe da svira
klavir;
73 Ʃudi svira gitaru;
49 Ʃudi svira bar dva od ovih instrumenata;
13 Ʃudi moжe da svira klavir i gitaru, ali ne moжe bubƬeve;
21 muziqar svira klavir i bubƬeve.

RexeƬe: Pogledati sliku:
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Zadatak 1398. Trener fudbalskog tima poslao je svog pomo�nika da
kupi pƩeskavice igraqima nakon napornog treninga. Od 44 igraqa,
28 je kao prilog жelelo keqap, 20 senf, 14 majonez, 10 keqap i senf,
11 keqap i majonez, 8 senf i majonez i 6 je жelelo sva tri priloga.
Koliko je igraqa kao prilog жelelo:

a. Samo keqap?
b. Senf ali ne majonez?
c. Majonez ali ne senf?
d. Majonez i senf ali ne keqap?
e. Nijedan od priloga?

RexeƬe: Odgovori su redom :13, 18, 12, 11, 5.

Zadatak 1399. Na jednom kursu stranih jezika svaki sluxalac uqi
bar jedan od tri strana jezika(engleski, francuski i nemaqki) i to :
18 sluxalaca uqi francuski, 22 uqi engleski, 15 sluxalaca uqi ne-
maqki, 6 sluxalaca uqi engleski i francuski, 11 sluxalaca engleski
i nemaqki, 1 sluxalac uqi sva tri jezika.Koliko ima sluxalaca na
tom kursu i koliko od Ƭih uqi samo dva jezika?

RexeƬe: NajboƩe je upotrebiti Venov dijagram sa tri skupa(Ƭega
popuƬavamo tako xto popunimo presek sva tri skupa, pa preseke po
dva skupa, i na kraju, elemente koji pripadaju samo po jednom skupu).
Prvo upisemo 1 u preseku sva tri skupa. Zatim presek Francuzi i En-
glezi, ali tu ne pixemo 6, ve� 6− 1 = 5, onda presek Englezi i Nemci
11 − 1 = 10. DaƩe je ostalo 18 − 5 − 1 = 12 koji uqe samo francuski,
22− 10− 5− 1 = 6 koji uqe engleski i na kraju 15− 10− 1 = 4 koji uqe
nemaqki. Broj sluxaoca je 12+ 5+ 6+ 1+ 10+ 4 = 38, a broj onih koji
uqe samo dva jezika je 10 + 5 = 15.

Zadatak 1400. U istraжivaƬu o najpopularnijim crta�ima izvelli
smo anketu i rezultati su slede�i:

39 dece voli ”Malu sirenu”;
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43 dece voli ”101 dalmatinca”;
56 dece voli ”Miki Mausa”;
7 dece voli i ”Malu sirenu”i ”101 dalmatinca”;
10 dece voli ”Malu sirenu”i ”Miki Mausa”;
16 dece voli ”101 dalmatinca”i ”Miki Mausa”;
4 dece voli sva tri crta�a;
6 dece ne voli nijedan od ponu�enih crta�a.;

Odgovori na slede�a pitaƬa:

Koliko je bilo dece koja su odgovarala na anketu?
Koliko dece voli samo ”Malu sirenu”?
Koliko dece voli samo ”101 dalmatinca”?
Koliko dece voli samo ”Miki Mausa”?

RexeƬe: Odgovori na pitaƬa su redom: 115, 36, 24, 34.

105.3 Задаци за домаћи рад

Zadatak 1401. U jednoj ustanovi ima 35 sluжbenika, od kojih 20 go-
vori strani jezik, a 11 zna tehniku �slepog”kucaƬa, dok 10 ne zna ni
jedno ni drugo. Koliko sluжbenika vlada obema vextinama?

Zadatak 1402. U jednom prevodilaqkom birou radi 10 prevodilaca
koji govore francuski, xpanski i engleski. Svaki jezik zna taqno
5 prevodilaca, a samo jedan jezik govore po 2 prevodioca. Koliko
prevodilaca govori po dva jezika?

Zadatak 1403. U jednom odeƩeƬe od 30 uqenika odgovaralo je : 19
uqenika matematiku, 17 uqenika fiziku, 11 uqenika istoriju, 12 uqe-
nika matematiku i fiziku, 7 uqenika istoriju i matematiku, 5 uqenika
fiziku i istoriju i 2 uqenika sva tri predmeta. Koliko je uqenika
odgovaralo samo jedan predmet?

Zadatak 1404. Tri brata imaju zajedno 30 klikera. Aca kaжe: ”Bane
i ja imamo 6 zajedniqkih klikera, dok Cane i ja imamo 5 zajedniqkih
klikera”. Bane kaжe: ”Ja imam 5 svojih sopstvenih klikera, a sa
Canetom imam 7 zajedniqkih”. Cane kaжe: ”Ja sam najstariji i imam
najvixe svojih klikera, a samo sa Acom imam 1 zajedniqki, dok imam
svojih sopstvenih duplo vixe od Ƭega”. Odrediti koliko klikera je
zajedniqko za sva tri brata. I koliko to najvixe klikera u svom
posedu ima Cane?

Zadatak 1405. U naseƩu je 8 novih ulica-a, b, c, d, e, f, g, h. Elektriqnu
struju ima 6 ulica, kanalizaciju 4 ulice, a vodovod 6 ulica. Prve
tri ulice a, b, c imaju samo po jednu od komunalnih potreba. Koliko
ulica imaju sve tri komunalne potrebe?
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