3umMcka mrosa MateMmaruke 2006. ronuHe npenasaud: Anexcanmap Wauh
Mate, MmaTe, MaTUKA

1. 3a mosuruBHe peasHe 6pojese a4y, ag, .. ., 42005 BAKHU 2122015 a; = 2005. Hahu muanmywm caeneher

u3pasa:
2005

D \/(2k = 1)2 + a2,
k=1

2. Hexka je AB npeunur nonykpyra. Tauka C mpunana myswu AB. Han AC' u BC xao mpeu-
HUIIUMA Cy KOHCTPyMCaHE MOJYKPY/KHUIE, a HUXOBA 3ajeIHUUYKA TAHTEHTA Cede BEJUKU MOJyKpyT y D.
OmpenuTu oAHOC HOBPHIMHA MOTYKPyra ca npeurnkom C D u mospmume ”cpmna’.

3. Ha momy je mopebamo n mymmu, tako ma cy cBa mebycobua pacrojama pasiauuuta. Cpaka
ocoba Ap:KY MUIITOJ, WM HA AaTU CUTHAJ, CBAKO Iyna y Hajommky ocoby. Ila mu mocToju ocoba koja he

npeRuBeTr 00pauyH?

4. Hat je momuHOM P(x) ca menobpojauM koedunujentrMa. Ako HE jemaH on OpojeBa
P(1),P(2),...,P(2005) muje nemus ca 2005, nokazatu na P(x) mHema neno6pojHu KopeH.

5. Hexa je p mpoct 6poj u Z, = {1,2,...,p — 1}. Konuko 6pojesa canpsu crym:

{a%: 2 € Zp}ﬂ{y2+1 Ly € Zp}?
6. Jlokasatu ma 3a n > 2, BasKU je THAKOCT:

.omo 27 . (n—=1)m n
sin— -sin— -...-sin = T
n n n n=

7. Hahu cse mMonnmune mosunome f(z) ca nemobpojuum kooedumujentuma, taxko aa je f(0) = 2006
u ako je T mparumonana, tana je f(x) upamonanan.

8. Hexka cy =, y u z TO3UTUBHE peajHM OpojeBu, Koju HUCY cBU Mebhycobro jemmarku. Bpojesu a, b

u ¢ cy ompebenu ca

a=2>—yz, b=y’ —zx, c=2>—1y

Wspasutu x,¥y, z y GyEEIUju Ox a, b, C.
9. 3a okpyruom crony cemu 1 ocoba. Homahum Hazapas/ba ca OPBUM TOCTOM; 3aTUM HTPECKOUN

IErOBOT JECHOT Cycela, Ia Ha3apasu cienehem; 3aTuM mpeckoYM OBa rocTa, Ha HaszgpaBu ciaenehew,
uTa. 3a KakBy BpemHocT 6poja m he momahun HaznpaBUTHM CBAKOM IOCTY TAYHO jeIHOM?

10. Axo je a+ b+ c =0, noxazatu na je
I e R
5 B 3 2 ‘
11. Hexa je p nmpoct 6poj obauka 4k + 1. Iokasatn

L\/13J+L\/%J+...+ \/plilp _p21;1

12. Iart je womBekcan mectoyrao ABCDFEF | tako na je AB = BC, CD = DE u EF = FA.

IoraszaTu HejeTHAKOCT:

BC DE FA _3
A N
BE DA FC ™ 2



13. Hexa je f(n) 6poj jenununa y 6unaprom s3anucy Gpoja n. Oapemutu cymy:

o)

)
n=1 n(n T )

14. Y mpoctopy je mato n > 4 Tadaka, Tako Ia HUKOje YETHMpM HUCY KOMILIaHapHe. Tauke cy
obojene Oeno u PHO, TAKO J1a CBaka cepa Koja IPoJias3u Kpo3 Dap YeTUupu Tauyke CKyIlla - CAIP:KU jeTHAK
6poj uprux u Oenamx Tauvara. Jloka3zaru ma cBe Tauyke IpUIanajy jegHoj chepu.

15. Hera je P(z) = 2" + ... 4+ a1 + ap nonuroMm ca peamnuM koedummjentuma. Jlokasatu na
nocroju z € C, |z| =1, Taras ma je |P(z)| = 1+ |ag].

16. Ogpemure cse 6pojeBe N ca caemehiom ocobunom: mMoryhie je pacnopemuTu CBe AEIUOIE O 71
Behe on 1 ma Kpyry, Tako na HUjemHA ABA y3aCTOMHA MEJUOINA HUCY Y3ajaMHO MPOCTA.

17. Heka je n nupuponan 6poj sehu ox 1. Y pasnu je mato 2n Ttadaka, Tako & HE MOCTOj€ TPU KO-
auueapue Mehy muma. Tauno mosoBuHA je 000jeHA MIaBOM, a APYTa MOJOBUHA IpBeHOM OGojoM. Ilpasa
je ”6amancupajyha” ako mposa3u Kpo3 jenHy IIaBy W jeqHY NPBEHY TAUYKy M Ca CBAKe CTPaHe mpaBe ce
HaJIa3u jeqHak OPOj UPBEHUX U IIaBuX Tadaka. /lokazaru na mocroje 6ap mee ”Oanancupajyhe” mpase.

18. Herka je S(n) cyma mupapa npupoasor 6poja n y memumansom cuctemy. IlokazaTu na 3a cBaku
npuponan 6poj k, mocrtoju m € N, Tako na jemsaunna

z+S(x)=m
vMa TauyHO k pemema.
19. Axo je mat mpupoman 6poj k, mzahu majMamu npupozan 6poj C, Tako na je
C 2n
n+k+1\n+k
neo 6poj 3a n = k.

20. Ilato je 2n rapata, obenesxxkenux 6pojesuma on 1 mo 2n. Urpaun A u B urpajy cnenehy urpy:
KapTe ce IPOMeEMajy 1 CBaKO nobduje nmo n kapara. Haumsamenuwuno nsbdaryjy no jenny xaprty Ha cro. Mrpa
ce 3aBpImIaBa ako je cyMma OpojeBa Ha m3badeHuWM KapTaMma messusa ca 21 + 1. Ilociaemma ocoba xoja je
usbanuna kapty je mobemauk. Axo A u B wurpajy omrumanaHoMm cTpaTerujomM, Koja je BeposaTHoha ma

npBU Urpad modemu?

21. IHat je Hus ag = 1, a@on+1 = Ap, AQ2n4+2 = Qp + ap41. Horazsaru na ce cBaku panvoHaiaH Gpoj

S | T I
an 1'2'1'3"2

22. Ilokazatu ma ce cBaku mpupomaH OPOj MOKE NPENCTABUTU KAO CyMa jeTHOT WJU HEKOJIUKO

HaJla31u y CKYIY:

OpojeBa obauka 2a3b7 rae cy @ u b HeHeraTWBHU Ienu OPOjeBU, TAKO & HUjeTaH YJIaH HE NEJU APYTOr.

(Ha mpumep, 23 =9+ 8+ 6).

23. Hexa je p npoct 6poj, Behim ox 3 u

2% 1

Ilokazaru ma je n memmu 2" — 2.



24. Hexka cy a,b > 2 u X cxyn oxn (a?{f;l) peamaux 6pojesa. Tama X cazpswm miam pacTyhn Hu3
{z;}?_; € X myxwune a Taro nma je

i1 — 1| > 2|lv — 21|, 1=2,3,...a—1
wimm onamajyhu vus {x;}2_; C X nysume b taxo ma je

’$i+1—1‘1’>2’$i—$1‘, Z:273vb_1

25. Y rpamy nocroje n X n kyhuna, tako na je (1,1) y ropmem nesom yriy. Y IOYeTHOM TPEHYTKY
5
3aIITUTE jenHy Kynhwuily, Koja ce joIr yBeK HUje 3amajuia. BarTpa mupu Ha CBa CyCemHa He3almTueHa

t = 0, xyhuna nma nosunuju (1,¢), rae je ¢ < Z, ce 3anamuaa. TOKOM CBaKOT caTa BATPOTACIA MOTY na
nosa (Koja Hese 3ajeIHUYKY WBUIYY), KOja Cy OuWia 3amajeHa y OpeTXomHoM cary. Kanma ce kyhuna
jenHOM 3aImTUTH, BaTpa Ce He IMUPU IPeKo me. IIpomec ce 3aycraBiba Kaqa BaTpa IPEeCTAHE & C€ IIUPU.
Koauro majsume xkyha mMory Barporacmu na cracy?

26. Y pasau je mato n kpyrosa ki, ks, ..., k, jemrmakux nmomynpeuruka 1. Caka Tauka y paBHU je
canp:xana y He sume on 2003 kpyrosa. lokaszatu na csaku kpyT k; ceue Hajsume 14020 kpyrosa.

27. Ilat je xpyr k u tauka P Bam mera, ca Tanrenrama PA u PB ma xpyr. IIpasa [ ceue kpyr k
y taukama C' u D. Kpos Taury B je konctpycana napamnena EF||PA, rako na ceue npase AC u AD
y taukama F u F', pecnexrusno. Jlokazatu na je BE = BF.

28. Ilokasaru ma 3a CBe NO3UTUBHE peatiHe Opojese a, b, ¢, d Basku:

(a+b+c+d)? <4(a®+b®+ &+ d®) + 24(abe + abd + acd + bed).

29. Iart je cxyn S, xoju caxp:xu 2006 npupomanx 6pojesa. OmabpaHo je N pasIMIUTUX IOACKYHO-
Ba on S, TAKO Ia Cy HBUXOBE CyMe PeJaTUBHO IpocTe Mo maposuMa. Hahiu majsehy moryhy spemmocT
3a n.

30. Heka je S, cyma npsux n mpocTtux 6pojesa. JIoka3aTu ma 3a CBaKO N, HOCTOjU IPUPOIAH OPO]
k,, Tako ma je
S, < k2 < Spi1.

31. ara je orpauna ca n ramenumnha. Cpaku kameHunh je obejekeH meiamMm OpojeM, Tako Oa je
cyma cBux 6pojesa 1 — 1. Jlokasatu ma je moryhe nmpecehu orpaumy, Tako ma mobujemo kamenuuhe ca
OpojeBuMa y pemy I1,x2,..., Ly TAKO O BAKU:

k
dowi<k-1, k=12,...,n
=1

32. 3a koje mpupomne 6pojese n je moryhe pacmopemuru 6pojese {1,2,,...,n} y nu3, Tako ma 3a
cBaka MBa Opoja apuTMETUYKa CpeIuHa OBUX OpojeBa ce He Hajga3u usMeDy mux.

33. Heka je AABC jemmakoctpanuuan Tpoyrao. Tauka P ce mamasu yHyTap Tpoyria Tako na
je LAPC = 120°. Iloaynpasa C'P ceue AB y tauku M, a nonynpasa AP ceue BC y N. Onpemutu
reoMeTPHjCKO MECTO Tadaka IeHTapa omucaHor kpyra oxko AM BN, kaga P sapupa.

34. Y cBakoMm mospy Tabiuie 1 X N ce HAJA3W cujasuna. Ha IModeTKy Cy CBe CHjaJivIe yralleHe.
AKO mumHEMO HEKy CUjajuiy, CBe CHjajuile Y WCTOM Peny M KOJIOHU Memajy crame (OHe yIajLeHe Ce

yrace u 06puyTo). Onpenutu MUHUMANAH 6POj NUIAKA, TAKO Oa YIAIUMO CBE CUjajule.

35. Ilokazaru na jemmaumnaa mMa OECKOHAYHO MHOTO PEIICHa

20> —3a+1=3b+0.



36. Heronuko mynu je manac mocetuno 6ubauorery. CBako oI BUX je6uo y OubOIMOTENM TAYHO
jemmom. MeDby cBaka Tpu yoBera mocrToje mBa Koja cy ce cpesa y Oubsmorenu. Jlokazarum ma mocroje
rperymm 1 u T”, Tako ma je cBako ox mwux 6uo y 6ubmmorenu v Bpemeny 1 mmu 1".

37. Ha kpy:XHUIM Cy maTa YeTUPU meja O0poja. Y CBAKOM KOPaKy, MCOTBPEMEHO 3aMElYjeMO CBAKU
6poj ca pasnukoM uzmebhy mera u cycemmor 6poja y cMmepy kasaske Ha cary. llocie 2006 kopaka na
KpYsKHUIU cy Gumu Hanucasu 6pojesu a, b, ¢, d. Ila mu je moryhe ma cy 6pojesu |bc — ad|, |ac — bd| u
|ab — cd| mpocTu?

38. Ogppenutu cBe mo3uTHBHE Iese 6POjeBe KOjU HE MOTY na Ce MPeacTaBe y (popMu:

a a-+1
b b+1
rae cy a u b npuponsu 6pojesu.
39. VY cenary ce manasu 51 cemarop. CeHar ce MOpa HONEJIUTU Yy T KOMUTETA, TAKO NA je& CBa-

KM CEHATOp y Ta4dHo jemHoM komuTery. CBaky O CEHATOPA MP3W TAYHO TPOJULY APYTUX CEpaTopa.
Wnax, axo cemarop A mpsm cemaropa B, To me 3maum na B mpsu A. Hahu majmamy BpemsocT 3a N,
Tako na je moryhe opraHm3oBaTH 1 KOMUATETA, TAKO Aa Y UCTOM KOMUTETY CEHATOPU He Mp3e MeDhycobHO.

40. Hahwu cse pymrmnuje f : N — N, Tako na je 3a csako n > m > 1 pawmu:

fln+m)f(n—m)= f(n?).

41. Heka cy F u F rtaure na crpamumama AC u AB tpoyraa AABC, rakse na je EF|BC.
Ioka3aTu ma mpecedne Tauke Kpyrosa Han npeunmnuMma BE u C'F npunanajy Bucunm us Temena A.

42. Hera cy a,b,c >0 u a+ b+ ¢ < 3abc. IlorkazaTu HejeqHAKOCT:

1 1 1
—+-+-<a+b+tec
a b ¢

43. IHar je Tpoyrao AABC, a I je nemrap ynucasnor kpyra. IIpasa Al ceue omucanu Kpyr OKO
ABC y D. Heka cy FE u I nonnoxja nopmana us I na npase CD u BD, penom. Axo je IE+1F = ATD,
uspauynatu yrao £ BAC.

44. Hexa je X ckym on n enemenara, a A, As, ..., A, cy monckymosu on X, Tako ma je:
(1) |A4;| = 3 3a cBaro 1 < @ < m,
(2) |Ai( 4| < 1 3a cBako i # j.
Ilokazatu fa mOCTOju moackyn ckyna X, koju canpxm 6ap |V/2n| emememara um me canpxm HE jenam
cxym Aj;.

45. 3a Koje BpeOHOCTHU M je MOryhe KOHCTpyMCATH MOJUIOH Ca CTPaHUNaMa Ay:kuHa 1,2,...,1,y
OBOM DPEIOCIENy, TAKO Ja Cy Cy CBaKe ABE y3aCTONHE CTPAHUIE HOPMAJHE?

46. Hahwu majmamu 6poj t, Tako ma mocroje neau 6pojeBu
o3+ ah 4. ad = 200220027

47. Iaro je n + 1 Terosa mesoGpojHUx TeEMHA. AKO YKIOHUMO HEKU TET, OCTAJUX 1 TErOBa Ce
MOXKe IMONEJIUTU y [Be I'PYIe ca jeJHAKUM OpOjeM Terosa, ca jeIHaKUM TexuHaMa. JlokaszaTu ma cy CBU

TEIrOBU MCTE TEeRMHE.

48. Ksampar 23 X 23 je xoMmmieTHo npekpuseH kBagparuMa 1 X 1, 2 X 2 u 3 X 3. Konuko majmame
kBagparuhia 1 X 1 yuecTByje y momnouasamy?
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49. IJlerkamuu 3amuc Opoja a cacToju ce on N nudapa, a AEKATHU 3aIuc Opoja a’ cactoju ce om m

mupapa. la au m + n moxe 6uru jemnaxo 20057

50. Kyruja canpsxu 111 nontuna, Tako ma je ceaka nonTuna 6esa, miaaBa, 3eJeHa UIU NpBeHa. AKO
ce 100 nonruna ussyue 6e3 raemama y KyTtujy, nocrojahe 4 monrune pazauuure 6oje. Koju je majmamu
6poj monTuna koju ce Mopa u3Byhwu tako ma ce rapanryje ma he meby uszBydenum gonrtunama outu 3
paznuuure Goje?

51. Ilokasatu na me noctoje dpymrmuje f(z) m ¢g(y), Tako ma 3a nmpoussBosbHe peasHe Gpojese
z,Y € R Bam:

? +zy +y° = f(z) + g(y).

52. Komapram Ileba Crojakosuhi myrtupa ciaobomsa Gamama um Boau cTaTtucTuky sS(n) - 6poj
norofaka y npsux N 6amama. Ha mouetky cezome $(n) je 6muo mamu on 80 mpomenara ox n, a Ha At
Crap meuy je 6uo Behu ox 80 mponenara on n. Ila nu je nocrojao TpenyTak kana je s(n) 6uo jenHax
80 mpouenara n?

53. Hexa cy k u k' nBe xounmemtpunue kpy:xuuie ca nearpom y O u omrosapajyhum momymped-
mnnmva R < R'. Tlpasa xpo3 O ceue xpyrose k u k' y raurkama A u B penom, taxo xa je O umsmeby
rauaka A u B. Ilomynpasa ca mouerkom y O, paszmumumTa on IpeTXomHe mpase, cede kpyrose k u k' y
taukama F u I’ penom. Ilokaszatu ma ce omucanu Kpyrosu oko tpoyraosa AOFEA u AOBF, u xkpyrosu
ca mpeurmnuma AB u E'F, cexky y jenmoj Taurm.

54. VY pasru je mat Hemapan 6poj maTepBaJsa myskmHe 1. Heka je S ckym cBux GpojeBa ca peaJHe
mpaBe KOjU ce MOojaBibyjy y HemapHoM 6pojy unTepBata. JlokazaTtu na je S yHUja IUCjyHKHUX MHTEpBAJIA

unja je yKymHa nyskuHa Beha miwm jemmara ox 1.

55. Heka je a; > a2 > ... > apn > ap41 = 0 Hu3 peannux 6pojesa. Jloka3aTu HejeqHAKOCT:

> ok <Y Vh(Var - Var).
k=1 k=1

56. JlokazaTu ma je coS %ﬂ UPAIMOHAJAH OPOj.

57. Hera je n > 1 npupoman 6poj. Bpoj n je Marmuam ako Basu: 3a CBaka mIBa Opoja T u Y
KOjU HUCY y3ajaMHO OPOCTHU ca N, 6poj £ +1y Huje y3ajamuo npoct ca . Onpemutu cBe Maruviae 6pojese.

58. Iar je omrpoyrau Tpoyrao NAABC ca AB # AC. Hexa je H optonentap Tpoyraa NAABC),
I cpemuna crpammme BC, tauka D je mommosxje mopmate u3 A ma mnyx BC, a mpecek mpase AH u
onucanor kpyra oko tpoyriaa AABC ozmauumo ca E. Tanrenta ma omucamu kpyr oko Tpoyriaa ADEF
y Ttauku D ceue mpase AB u AC y taukama M u N, pegom. Hoxaszaru na je DN = DM.

59. Hexka je n > 2 npuponan 6poj u ckyn A = {1,2,...,n}. 3a cearu 6poj 1 < k < n — 1 nexka je

1
Th= Z (min B 4+ max B).
|B|=k,BC A

Ilokazatu ma cy Ti,X2,...,~Ln_1 IPUPOAHU OpPOjEBU, U Ia HUCY CBU OpojeBu mesbuBu ca 4.

60. Axo momunomu P(z) u Q(x) umajy 6ap jenanm peanan kopen (He 06aBe3HO UCTU), U AKO BaKu
P(1+2+Q*(x)) = Q(1 + z + P*(x))

3a cBako & € R, morasatu nma je P = Q.



