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Uvod

Definicija 1. Graf je ure�eni par (V,E) gde je V konaqan skup, a E podskup skupa V (2) =
{(u, v) : u, v ∈ V, u ̸= v}. Elemente skupa V nazivamo qvorovima, a qlanove skupa E granama.

Napomena: Budu�i da u ovom predavaǌu ima dosta pojmova sa oqiglednim definicijama ne�emo
ih navoditi ovde. Qitaocima su one lako dostupne na internetu, npr.
http://math.fon.rs/skladiste/dms/nastava/7/slajd-grafovi.pdf.

Primer 2. (Iran 2006) Neka je G turnir, qije su grane obojene u dve boje, plavu i crvenu. Dokazati
da postoji qvor v takav da ka svakom drugom qvoru imamo jednobojan put iz v.

Primer 3. (Turnir gradova 2009) Ana i Boris su odluqili da posete arhipelag koji se sastoji od
2009 ostrva. Izme�u nekih parova ostrva postoje qamci koji mogu prevesti putnike u oba pravca.
Tokom putova�a, Ana i Boris obilaze ostrva igraju�i slede�u igru:
Prvo Ana bira ostrvo na koje �e doputovati avionom. Zatim Boris bira slede�e ostrvo koje �e
posetiti, koriste�i qamac kako bi se prevezli. U svakom slede�em potezu, naizmeniqno, svako od �ih
bira ostrvo koje pre toga nisu posetili, i na koje zajedno putuju qamcem. Kada stignu na ostrvo sa
kog qamcem mogu oti�i samo na ostrva na kojima su ve� bili, osoba koja bi trebalo da izabere slede�e
putova�e, gubi. Dokazati da Ana ima pobedniqku strategiju.

Primer 4. Neka je G 3-povezan graf, sa granom e qiji krajevi imaju stepene bar 4. Tada je jedan od
grafova G/e i G− e tako�e 3-povezan.

Ekstremne konfiguracije

Primer 5. Neka je G graf sa bar n2/4 + 1 grana, gde je n = |G|. Tada G ima trougao.

Primer 6. Neka je G 2-povezan graf, i neka je l maksimalna du�ina kontura u datom grafu. Tada G
ne sadr�i put du�ine ⌊l2/4⌋+ 1.

Prebrojava�a

Primer 7. (MMO 2004 SL) Za dati graf G, obele�imo sa f(G) broj trouglova, a sa g(G) broj
tetraedara koje prave grane u G. Na�i najma�u konstantu c takvu da g(G)3 ≤ cf(G)4 va�i.

Primer 8. (Turska 2009) Na okup	a�u se naxlo 2009 	udi. Svaka dva qoveka imaju taqno jednog
zajedniqkog prijate	a. Koja minimalna vrednost razlike broja prijate	a izme�u osoba koje poznaju
najvixe i najma�e 	udi?

Primer 9. Dokazati da je u kubnom grafu svaka grana sadr�ana u parnom broju Hamiltonovih kon-
tura.



Ramzijeva teorema

Teorema 10 (Ramzijeva Teorema) Neka su k, l prirodni brojevi. Tada postoji prirodni broj R(k, l)
takav da za svako n > R(k, l), svako boje�e Kn u dve boje, recimo plavu i crvenu, sadr�i ili plav Kk

ili crven Kl.

Primer 11. (MMO 1990 SL) Na deset lokacija postoje me�unarodni aerodromi na kojima saobra�aju
dve avio kompanije. Izme�u bilo koja dva aerodroma postoji direktna linija u oba pravca za bar jednu
kompaniju. Pokazati da bar jedna avio kompanija koja nudi dve (po letovima) disjunktne kru�ne ture
oko gradova koje slu�i, obe sa neparnim brojem letova.

Primer 12. (MMO 1992) Neka je dato 9 taqaka u prostoru, tako da nikoje qetiri ne le�e u istoj
ravni. Na�i najma�i prirodni broj n takav da za bilo kojih n du�i izme�u ovih taqaka, i bilo koje
boje�e tih du�i u dve boje, postoji jednobojni trougao.

Primer 13. (Uopxtena Banahova teorema) Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka je f
neprekidna funkcija na X takva da postoje prirodan broj n i λ ∈ (0, 1) takvi da za svaki dve taqke x, y
uX postoji i ∈ [n] takvo da d(f i(x), f i(y)) ≤ λd(x, y). Pokazati da tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Izmene grafova

Primer 14 (MMO 2002 SL) U druxtvu od 120 	udi, neki parovi se me�usobno poznaju. Pod slabom

qetvorkom mislimo na qetiri qoveka me�u kojima postoji taqno jedno poznanstvo. Koliko najvixe
mo�e biti slabih qetvorki?

Primer 15 Dokazati skup qvorova bilo kog grafa G mo�e da se podeli u disjunktne skupove V1 i V2

takve da:
(i) G[V1] i G[V2] imaju samo parne stepene qvorova,
(ii) G[V1] ima parne stepene qvorova, a G[V2] ima neparne.

Primer 16 (MMO 2007) Na matematiqkom takmiqe�u neki uqenici su prijate	i; ako je A prijate	
sa B, tada je i B prijate	 sa A. Grupa uqenika se naziva dru�ina ako su svaka dva uqenika u toj grupi
prijate	i. (Specijalno, svaka grupa sa ma�e od dva uqenika je dru�ina.) Broj uqenika u dru�ini
naziva se �enom veliqinom.
Na ovom takmiqe�u maksimalna veliqina dru�ine je paran broj. Dokazati da se uqenici mogu ras-
porediti u dve sobe, tako da je maksimalna veliqina dru�ine u jednoj sobi jednaka maksimalnoj
veliqini dru�ine u drugoj sobi.

Primer 17 Neka je G minimalan graf po broju grana koji je povezan i nema mostova, me�utim koji
se ne mo�e prekriti konturama tako da je svaka grana sadr�ana u taqno dve konture. Tada je G kubni
graf.

Teorija brojeva

Primer 18 Za podskup S ⊂ Zn ka�emo da je Sidonov ukoliko jednaqina a + b ≡ c + d (mod n)ima
samo trivijalna rexe�a u S. Dokazati da je |S| ≤

√
n+ 1.

Primer 19 Neka je k prirodan broj i n = 2k+1. Pokazati da je n prost broj ako i samo ako je slede�i
uslov zadovo	en:
Postoji permutacija a1, a2, . . . , an−1 skupa [n− 1] i niz celih brojeva g1, g2, . . . , gn−1 takvih da n deli
gai
i − ai+1 za sve i u [n− 1], gde je an = a1.


