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Hajde da se igramo

Simetrija

1. Na krugu je dato n ≥ 4 taqaka numerisanih brojevima 1, 2, . . . , n redom u jednom od smerova.
Igraqi A i B igraju igru u kojoj naizmeniqno spajaju tetivama po dve taqke koje su numerisane bro-
jevima iste parnosti, ali tako da nacrtane tetive nemaju zajedniqkih taqaka (ni krajevi ne smeju
biti zajedniqki). Igru poqiǌe igraq A, a pobe�uje onaj od igraqa koji posledǌi nacrta tetivu.
Koji igraq ima pobedniqku strategiju i kako?

2. Na papiru na kvadrati�e oznaqeno je 100 taqaka - temena kvadrati�a koji obrazuju kvadrat
9 × 9. Dva igraqa naizmeniqno spajaju vertikalnim ili horizontalnim du�ima dve susedne oznaq-
ene taqke. Igraq posle qijeg poteza se obrazuje kvadrati� 1 × 1 boji taj kvadrati� svojom bojom.
Pobe�uje igraq koji oboji vixe kvadrati�a. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

3. Igraqi A i B naizmeniqno postavǉaju lovce na na slobodna poǉa xahovske table - A postavǉa
bele lovce, dok B postavǉa crne. Lovac se ne sme postaviti ako je na udaru protivniqkog lovca
(suprotne boje); igraq koji je potezu mo�e postaviti svog lovca na poǉe bilo koje boje. Gubitnik je
onaj igraq koji ne mo�e povu�i potez. Ko pobe�uje?

Izgubǉene i dobijene pozicije

1. Na gomili se nalazi n �etona. Dva igraqa A i B igraju igru u kojoj naizmeniqno povlaqe po
5, 7 ili 11 �etona sa gomile. Gubi igraq koji ne mo�e da povuqe potez. Koji igraq ima pobedniqku
strategiju, ako je n = 2001, a koji ako je n = 5000?

2. Dva igraqa A i B uzimaju bombone jedan za drugim sa gomile, na kojoj se na poqetku
nalazilo n bombona. Dozvoǉen potez je uzeti jednu ili bilo koji prost broj bombona sa gomile,
tj. {1, 2, 3, 5, 7, 11, . . .}. Pobednik je onaj igraq koji uzme posledǌu bombonu. Odrediti pobedniqku
strategiju igraqa u zavisnosti od n.

3. Data je tabla 1 × 2000. Igraqi A i B upisuju naizmeniqno slova S i O u tablu. Pobednik
je onaj igraq koji napravi tri susedna slova SOS u tom redosledu. Dokazati da B ima pobedniqku
strategiju.

4. U poqetku je na tabli napisan broj 2004! = 1 · 2 · · · · · 2004. Dva igraqa igraju naizmeniqno.
Igraq koji je na potezu od napisanog broja oduzima neki prirodan broj koji je deǉiv sa ne vixe od
20 razliqitih prostih brojeva (ali tako da razlika bude nenegativna), zapisuje na tabli tu razliku,
a stari broj brixe. Pobe�uje onaj igraq koji dobije 0. Koji od igraqa, onaj koji poqiǌe ili ǌegov
protivnik, mo�e sebi obezbediti pobedu i kako on treba da igra?

5. Date su dve gomile sa n i m xibica. Dozvoǉen potez je uzeti bilo koji broj xibica sa
jedne gomile ili po jednak broj xibica sa obe gomile. Pobednik je onaj ko uzme posledǌu xibicu.
Odrediti sve parove (n, m) koje su gubitniqke za prvog igraqa.

Kra�a strategije

1. Dat je direktan graf sa taqno jednim najvixim i jednim najni�im qvorom. Igraqi A i B
naizmeniqno stavǉaju �etone u qvorove grafa. Ako je �eton stavǉen na neki qvor, onda je zabraǌeno
stavǉati �etone na sve qvorove ispod ǌega. Igraq koji stavi �eton na najvixi qvor je izgubio.
Dokazati da igraq A pobe�uje.

2. Na tabli je zapisan broj 2. Igraq koji je na potezu dodaje broju na tabli proizvoǉan broj
od 1 do 2005. Prvi igraq koji dobije broj koji nije prost gubi. Dokazati da �e se igra zavrxiti i
odrediti koji igraq ima pobedniqku strategiju.



3. Toma i Sima dele gomilu od 25 novqi�a sa vrednostima 1, 2, 3, . . . , 25 altina. Pri svakom potezu
jedan od ǌih bira novqi� sa gomile, a drugi govori kome da se da taj novqi�. Prvi bira Toma, a
potom onaj koji ima trenutno vixe altina; ako imaju jednako, onda onaj koji je birao proxli put.
Mo�e li Toma postupati tako da na kraju ima vixe altina od Sime, ili pak, Sima mo�e uvek u tome
spreqiti Tomu i na kraju imati vixe altina od Tome?

Igra HEX

1. Dva igraqa igraju igru na xestougaonoj tabli. Svaki od igraqa ima svoju boju,recimo cr-
venu i crnu. Igraju naizmeniqno, tako xto boje xestougao svojom bojom. Crvenom igraqu je ciǉ da
formira crveni put koji povezuje gorǌu i doǌu stranu paralelograma, a plavi �eli da spoji levu
i desnu stranu table. Dokazati da se igra Heks ne mo�e zavrxiti nerexeno.

2. Dokazati da u igri Heks prvi igraq ima pobedniqku strategiju.

Igra NIM

1. Na stolu se nalazi nekoliko gomila �etona. Dva igraqa naizmeniqno uzimaju �etone sa
stola. Jednim potezom mo�e se sa taqno jedne gomile uzeti nekoliko zetona (bar jedan, a mogu�e i
svi). Pobednik je igraq koji ukloni i posledǌi �eton sa stola.

2. Nekoliko topova je postavǉeno na raznim poǉima xahovske table. Jednim potezom se jedan od
topova mo�e pomeriti za proizvoǉan broj poǉa navixe ili nadesno. Dozvoǉeno je da se vixe topova
na�e na istom poǉu istovremeno. Ciǉ igre je da se svi topovi na�u u levom doǌem uglu. Utvrditi
koji igraq ima pobedniqku strategiju.

3. Imamo 5 �upova koji su uznaqeni brojevima od 0 do 4. �up oznaqen brojem 0 je prazan na
poqetku, dok se u svakom od ostalih �upova nalazi izvestan broj zlatnika. Dva igraqa naizmeniqno
premextaju zlatnike - dozvoǉeno je premestiti proizvoǉan broj zlatnika (bar jedan) iz bilo kog
�upa u �up sa rednim brojem maǌim za jedan. Igraq posle qijeg poteza se svi zlatnici na�u u �upu
oznacjhenom brojem 0, dobija sve zlatnike. Ko je sre�ni dobitnik?

Igra u petnaest

1. Na kvadratnoj tabli 4 × 4 postavǉeno je 15 kvadratnih ploqica dimenzije 1 × 1, koje su nu-
merisane brojevima 1, 2, 3, . . . 15. Jedno poǉe je ostalo slobodno. Dozvoǉeno je premextaǌe kvadratnih
ploqica tako xto se u svakom potezu na slobodno poǉe premesti ploqica sa susednoh poǉa (dva sused-
na su susedna ako imaju zajedniqku stranicu). Svaki raspored ploqica na tabli nazivamo pozicijom.
Da li je mogu�e polaze�i od pozicije levo dobiti poziciju desno?

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

2. Kocka 3 × 3 × 3 je izdeǉena na 27 podudarnih jediniqnih kockastih �elija. Jedna od tih
�elija je prazna, a ostale su popuǌene jediniqnim kockama koje su na proizvoǉan naqin oznaqene
brojevima 1, 2, . . . , 26. Dopuxten potez se sastoji u premextaǌu jedne jediniqne kocke u ǌoj susednu



praznu �eliju. Da li postoji konaqan niz dopuxtenih poteza posle qega ce jediniqna kocka oznaqena
sa k i ona oznaqena sa 27−k zameniti mesta, za svako k = 1, 2, . . . , 13? Dve �elije su susedne ako imaju
jednu zajedniqku stranu.

Xahovski problemi

1. Kraǉ stoji u gorǌem desnom uglu xahovske table 8×8. Jednim potezom on se mo�e premestiti
za jedno poǉe ulevo, za jedno poǉe nadole ili za jedno poǉe po dijagonali ulevo – nadole. Pobednik
je igraq koji postavi kraǉa u doǌi levi ugao table. Ko pobe�uje u ovakvoj igri?

2. Igraq A postavǉa skakaqa na xahovsku tablu 8 × 8. Zatim igraq B odigra jedan potez (u
skladu sa pravilima xaha), pa A odigra jedan potez, ali ne sme da postavi skakaqa na poǉe na kom
je ve� bio, itd. Gubi igraq koji nema na raspolagaǌu potez. Ko pobe�uje?

3. Na xahovskoj tabli se nalazi 32 bele figure i 32 crne figure. U jednom potezu igraq mo�e
za promeni boju svim figurama u redu ili koloni. Da li igrac mo�e u konaqno mnogo poteza da
ostaviti na tabli taqno jednu crnu figuru?

Igre sa brojevima

1. Dato je 2n karata, obele�enih brojevima od 1 do 2n. Igraqi A i B igraju slede�u igru:
karte se promexaju i svako dobije po n karata. Naizmeniqno izbacuju po jednu kartu na sto. Igra
se zavrxava ako je suma brojeva na izbaqenim kartama deǉiva sa 2n + 1. Posledǌa osoba koja je
izbacila kartu je pobednik. Ako A i B igraju optimalnom strategijom, koja je verovatno�a da prvi
igraq pobedi?

2. Dva igraqa igraju slede�u igru: Prvi igraq zapisuje jednu cifru, zatim drugi igraq dopisu-
je cifru sa leve ili desne strane, zatim prvi dopisuje cifru sa leve ili desne strane itd. Dokazati
da prvi mo�e igrati tako da nikad posle poteza drugog igraqa broj nije potpun kvadrat.

3. Na tabli je napisano n ≥ 12 uzastopnih prirodnih brojeva. Dva igraqa naizmeniqno brixu
po jedan broj dok ne ostanu dva broja. Prvi pobe�uje ako su ta dva broja uzajamno prosta, a drugi
ako nisu. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

4. Boris ima 1000 karata numerisanih sa 2, 4, . . . , 2000, dok Ana ima 1001 karata numerisanih sa
1, 3, . . . , 2001. Igra traje 1000 rundi. U svakoj neparnoj rundi Boris igra jednu ǌegovu kartu. Ana
pogleda kartu i baci jednu svoju. Igraq koji ima ve�u kartu dobija rundu i obe karte se odbacu-
ju. U parnim rundama igra se isto, s tim xo je na potezu Ana. Na kraju igre, Ana odbacuje ǌenu
neupotrebǉenu kartu. Koji je maksimalan broj rundi koji svaki igraq mo�e da osvoji, bez obzira
kako igrao ǌegov protivnik?

Igre za jednog igraqa

1. Na beskonaqnoj xahovskoj tabli se igra slede�a igra sa �etonima. Na poqetku je postavǉeno
n2 �etona u obliku kvadrata stranice n. Jedini dozvoǉeni potez je skok preko poǉa gde se nalazi
�eton na slobodno poǉe, a �eton preko koga je preskoqen se sklaǌa sa table. Odrediti sve n za koje
se igra zavrxava sa jednim �etonom na tabli.

2. Na tabli dimenzija m × n se nalaze �etoni, koji su sa jedne strane beli, a sa druge crni.
Na poqetku se na svakom pǉu nalazi beli �eton, osim u jednom uglu gde se nalazi crni �eton. U
jednom potezu igraq sklaǌa �eton sa okrenutom crnom stranom, ali onda mora da obrne sve �etone
koji dele zajedniqku stranicu sa poǉem gde se nalazio ukloǌeni �eton. Odrediti sve parove (m,n)
prirodnih brojeva, takvi da se svi �etoni mogu ukloniti sa table.

3. Dato je 2006 kutija, koje sadr�e redom 1, 2, 3, . . . , 2006 loptica. U jednom potezu je dozvoǉeno
odabrati neke kutije i oduzeti iz svake kutije jednak broj loptica. Koji je minimalni broj poteza
potrebnih da se sve kutije isprazne?

4. U svakom poǉu tablice n × n se nalazi sijalica. Na poqetku su sve sijalice ugaxene. Ako
pipnemo neku sijalicu, sve sijalice u istom redu i koloni meǌaju staǌe (one upaǉene se ugase i



obrnuto). Odrediti minimalan broj pipaǌa, tako da upalimo sve sijalice.

Razne igre

1. Dat je trougao ABC povrxine 1. Prvi igraq bira taqku na X na AB, zatim drugi bira taqku
Y na BC i na kraju prvi igraq bira taqku Z na du�i AC. Ciǉ prvog igraqa je da maksimizira
povrxinu trougla XY Z. Koja je najve�a povrxina koju mo�e da osvoji, nezavisno od poteza igraqa B?

2. Dato je 9 karata na stolu, numerisanih od 1 do 9. Dva igraqa naizmeniqno povlaqe poteze.
Pobednik je onaj ko ima tri karte, koje u sumi daju 15. Da li neko od igraqa ima pobedniqku strate-
giju?

3. Ma�ioniqar i ǌegov pomo�nik izvode trik. Ma�ioniqar iza�e iz prostorije, dok ǌegov po-
mo�nik preda publici xpil od 52 karte, od kojih oni izvuku 5. Pomo�nik uzima tih pet karata i
bira jednu od ǌih. Stavǉa je u d�ep, a ostale qetiri postavi na sto (u nekom rasporedu). Nakon
toga pomo�nik izlazi, a ma�ioniqar ulazi u sobu. On pogleda ove 4 karte i ka�e koja je karta ostala
kod pomo�nika u d�epu. Kakvu strategiju imaju ma�ioniqar i ǌegov pomo�nik ako sve karte moraju
biti okrenute licem na gore?

4. Jednakostraniqan trougao je podeǉen na n2 podudarnih jednakostraniqnih trouglova. Pauk
se nalazi u nekom qvoru dobijene mre�e, a muva u drugom. Naizmeniqno se kre�u u susedni qvor.
Dokazati da �e pauk uhvatiti muvu.

5. Dat je polinom x10 + ∗x9 + ∗x8 + . . . + ∗x + 1. Dva igraqa igraju slede�u igru: prvi zameǌuje
jednu od zvezdica realnim brojem, drugi qini isto sa jednom od preostalih zvezdica, itd. sve dok
ne zamene sve zvezdice. Ako dobijeni polinom ima realnih korena drugi igraq pobe�uje, a ako nema
prvi. Da li postoji strategija kojom drugi dobija?

6. Na raspolagaǌu je xtap du�ine n. Dva igraqa naizmeniqno lome xtap na dva dela celobro-
jnih razliqitih du�ina. Igra se zavrxava kada su svi delovi du�ine 1 ili 2. Ako na kraju ima
vixe xtapova du�ine 1, onda igraq koji je zadǌi lomio pobe�uje. Ako na kraju ima vixe stapova
du�ine 2, onda igraq koji je zadǌi lomio gubi. Ako ih ima jednako tada je igra nerexena. Odrediti
rezultat igre u zavisnosti od n.

7. Neka su p i q uzajamno prosti neparni brojevi. Na gomili se nalazi N = pnqm �etona, za
neke prirodne brojeve n i m. Igraqi A i B igraju slede�u igru: Na poqetku igraq A deli gomilu
na p ili q jednakih delova (po sopstvenom izboru). Zatim B deli bilo koju od dobijenih gomila na
p ili q jednakih delova. Oni nastavǉaju deǉeǌe, sve dok postoji gomila koja se mo�e podeliti na p
ili q delova. Igraq koji na raspolagaǌu nema potez, gubi. Dokazati da rezultat igre ne zavisi od
naqina kako igraju A i B.

8. Alisa i Bob igraju igru na tabli 6× 6. U jednom potezu igraq upisuje racionalan broj, koji
se ne nalazi na tabli, u neko poǉe. Kada se sva poǉa popune brojevima, onda se u svakoj vrsti oboji
crno poǉe sa najve�im brojem. Alisa pobe�uje ako mo�e da povuqe krivu koja poqiǌe sa gorǌe ivice
i zavrxava u doǌu ivicu table, tako da cela ostaje u crnim kvadratima; Bob u suportnom. Na�i
pobedniqku strategiju za nekog od igraqa.

9. Dvojica vezista igraju slede�u igru. Dato je n telefonskih qvorixta i vezisti naizmeniqno
spajaju kablom dva od ǌih po svom izboru. Igru dobija onaj, posle qijeg poteza se sa proizvoǉnog
qvorixta mo�e uspostaviti veza sa proizvoǉnim drugim qvorom (ako treba i sa nekoliko presedan-
ja). Ko ima pobedniqku strategiju?

10. Uz planinu vodi 1001 stepenik. Na nekima od ǌih se nalazi po jedan kamen. Sizif uzima jedan
kamen i prenosi ga uzbrdo na prvi slobodan stepenik (na slede�i, ako je slobodan, odnosno neko-
liko stepenika navix do prvog slobodnog). Posle toga Ad premexta jedan kamen za jednu stepenicu
nadole, ako je neposredno ispod tog kamena slobodan stepenik. Na poqetku je na svakom od prvih 500
stepenika po jedan kamen. Ciǉ Sizifa je da iznese jedan kamen na vrh (na posledǌi stepenik). Da
li ga Ad mo�e spreqiti u tome?


