
Pripreme za SMO

Zadaci iz kombinatorike

Predavaq: Aleksandar Pejqev

1. Dat je 2008-ougao qije se nikoje tri dijagonale ne seku u jednoj taqki.
Svaka od ǌegovih dijagonala obojena je jednom od 1003 boje. Dokazati
da postoji trougao qije sve stranice le�e da dijagonalama koje imaju
istu boju. (Temena trougla ne moraju obavezno da budu temena mno-
gougla.)

2. Na jednoj veqerǌoj zabavi (radǌa zadatka se dexavala pre stotinak
godina) prisutno je n momaka, svaki sa svojom devojkom. Na [pqetku
sve devojke sede na stolicama postavǉenim du� zida kru�ne dvorane.
Svaki momak poziva jednu devojku na ples. Posle svakog plesa momci
ispra�aju devojke do ǌihovih sedixta i za slede�i ples pozivaju
devojku sa susedne stolice idu�i u smeru kazaǉke na satu. Za koje
vrednosti n je mogu�e na poqetku razmestiti devojke na stolice tako
da u toku svakog plesa neki momak igra sa svojom devojkom, ako u toku
veqeri ima taqno n plesova?

3. Dat je skup M koji se sastoji od 1985 razliqitih pridonih brojeva.
Nijedan od ǌih nije deǉiv prostim brojem ve�im od 26. Dokazati
da se iz skupa M mogu izabrati 4 me�usobno razliqita broja qiji
je proizvod potpun qetvrti stepen celog broja.

4. Na pravoj je dato mn + 1 du�i. Dokazati da postoji m + 1 du�i koje
imaju zajedniqku taqku ili n+1 du�i koje su me�usobno disjunktne.

5. Na xahovskom turniru je svako igrao sa svakim i nijedna partija
nije zavrxena remijem. Proizvoǉan uqesnik A se zove king turnira
ako ako za svakog drugog uqesnika B va�i da je A pobedio B ili
da postoji C tako da je A pobedio C i C pobedio B (naravno, mogu
va�iti i oba uslova).

(a) Dokazati da na turniru postoji bar jedan king.

(b) Dokazati da na turniru ne mogu postojati taqno dva kinga.

(c) Dokazati da su jedini parovi (n, k), n ≥ k prirodnih brojeva za
koje ne postoji turnir sa n uqesnika i k kingova (4, 4), (n, 0), (n, 2).

6. Skup S = {1, 2, ..., n} je prvi put razbijen na m, a drugi put na m + k
nepra�in podskupova, pri qemu je k > 0. Dokazati da se bar k + 1
element skupa S prvi put nalazio u brojnijem skupu nego drugi put.

7. Neka je n prirodan broj i neka su A1, A2, ..., A2n+1 podskupovi nekog
skupa B. Pretpostavimo da:

(a) svaki Ai ima taqno 2n elemenata;

(b) svaki Ai
⋂

Aj (1 ≤ i < j ≤ 2n + 1) sadr�i taqno jedan element i

(c) svaki element iz B jeste element bar dvaju skupova Ai.

Za koje vrednosti broja n mo�emo svakom elementu skupa B pridru�iti
jedan od brojeva 0 ili 1 na takav naqin da za svaki skup Ai broj ǌe-
govih elemenata kojima je pridru�ena 0 iznosi 1?
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8. Dat je niz taqaka Ai(xi, yi), 0 < xi < 1, 0 < yi < 1, i = 1, 2, ..., n2.
Dokazati da postoji permutacija (i1, ..., in) brojeva 1, 2, ..., n2 takva da
du�ina izlomǉene linije Ai1 , Ai2 , ..., Ain2 nije ve�a od 2n + 1.

9. Da li je mogu�e razlo�iti trougao na konaqan broj konveksnih petou-
glova? A xestouglova?

10. Dati su prirodni brojevi a1, ...an takvi da va�i

(a) a1 = 1

(b) ai ≤ ai+1 ≤ 2ai za i = 1, 2..., n− 1;

(c) a1 + ... + an = 2008.

Da li je mogu�e date brojeve podeliti u dve grupe, tako da je zbir
brojeva u jednoj jednak zbiru brojeva u drugoj grupi?

11. Neka su n i k prirodni brojevi i neka je S skup od n taqaka u ravni,
takvih da:

(a) nikoje tri taqke iz S nisu kolinearne i

(b) za svaku taqku P ∈ S postoji bar k taqaka koje su na podjednakom
rastojaǌu od P .

Dokazati da je k < 1
2 +

√
2n

12. Date su sume

S1 =
[

1
n

]
+

[
4
n

]
+ ... +

[
(n− 1)2

n

]
S2 = [

√
n] + [

√
2n] + ... + [

√
(n− 1)n].

Dokazati da je S1 +S2 ≥ (n−1)2, pri qemu jednakost va�i akko n nije
deǉivo kvadratom nijednog prostog broja.

13. Neka su n > 5 i 3 ≤ p ≤ n − p. p temena pravilnog n−tougla je
obojeno u crveno, a n−p u plavo. Dokazati da postoje dva podudarna
mnogougla, od kojih svaki ima bar [p2 ] + 1 temena, jedan sa crvenim,
jedan sa plavim temenima.

14. Neka je n paran broj i S skup svih nizova du�ine n qiji su qlanovi
nule i jedinice, a bar jedan qlan svakog niza je jednak 1. Dokazati da
se S mo�e podeliti na disjunktne troqlane podkupove tako da va�i:
za svaka tri niza (ai)n

i=1, (bi)n
i=1, (ci)n

i=1 koji pripadaju istom podskupu
i svako i ∈ {1, 2, ..., n} broj ai + bi + ci je deǉiv sa 2.

15. Za matricu n× n qiji su elementi u skupu {1, 2, ..., 2n− 1} ka�emo da
je srebrna ako za svako i unija i−og reda i i−te kolone sadr�i 2n− 1
razliqitih brojeva. Dokazati

(a) Ne postoji srebrna matrica dimenzije 1997;

(b) Za beskonaqno mnogo n ∈ N postoji srebrna matrica reda n.
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