
Kombinatorni zadaci sa brojevima
Predavaq: Vladimir Balti�

1. Miǉan voli xestocifrene brojeve kod kojih je zbir prve tri cifre jednak zbiru posledǌe tri, a
Mladen one kod kojih je zbir cifara na neparnim mestima jednak zbiru cifara na parnim mestima.
Koliko ima xestocifrenih brojeva koje vole i Miǉan i Mladen?
2. Koliko ima trocifrenih brojeva u qijim zapisima se pojavǉuju tri razliqite cifre?
3. Neka je n ≥ 2. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, . . . , n} u kojima su elementi 1 i 2 susedni?
4. Neka je n ≥ 2. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, . . . , n} u kojima 2 stoji iza 1 (ne obavezno neposredno)?
5. Neka je n ≥ k + 2. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, . . . , n} u kojima izme�u 1 i 2 stoji taqno k
elemenata?
6. Koliko ima n–tocifrenih brojeva c1c2 . . . cn za koje va�i 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cn ≤ 9?
7. Koliko ima varijacija sa ponavǉaǌem od n elemenata brojeva 0 i 1 u kojima nikoje dve jedinice nisu
susedne?
8. Koliko ima varijacija sa ponavǉaǌem od n elemenata brojeva 0, 1, . . . , k u kojima se pojavǉuje paran
broj nula?
9. Koliko ima trojki (a, b, c) prirodnih brojeva za koje va�i abc = 2000?
10. Koliko ima trojki (a, b, c) prirodnih brojeva za koje va�i abc = 2000 i a ≤ b ≤ c?
11. Koliko ima prirodnih brojeva ne ve�ih od 106 koji nisu deǉivi nijednim od brojeva 2,3,5?
12. Koliko ima prirodnih brojeva ne ve�ih od 106 koji nisu deǉivi nijednim od brojeva 2,3,5,7?
13. Koliko ima xestocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuju tri razliqite cifre? Koliko ima
n–tocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuje k razliqitih cifara, gde je 1 ≤ k ≤ 9?
14. Koliko ima permutacija (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n}, takvih da za svaki broj j ∈ {1, 2, . . . , n} va�i
aj 6= j?
15. Neka je 1 ≤ k ≤ n. Koliko ima permutacija (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n}, takvih da za taqno k
elemenata j ∈ {1, 2, . . . , n} va�i aj = j?
16. Koliko ima n–tocifrenih brojeva qiji je zbir cifara jednak 11?

Rexeǌa
1. abcdef . a + b + c = d + e + f, a + c + e = b + d + f ⇒ b = e, a + c = d + f(= k). Cifra b = e mo�e se izabrati
na 10 naqina. Ako je 1 ≤ k ≤ 9, onda par (d, f) mo�emo izabrati na k + 1 naqin, a par (a, c) na k naqina
(jer je a 6= 0). Za 10 ≤ k ≤ 18, oba para mo�emo izabrati na po 19− k naqina. Tra�enih brojeva ima:
10 · (1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ 9 · 10 + 9 · 9 + 8 · 8 + · · ·+ 1 · 1) = 6150.
2. 9 · 9 · 8 = 648.
3. 2(n− 1)!
4. 1

2n!
5. 2(n− k − 1)(n− 2)!
6.

(
n+8

8

)

7.
k∑

j=0

(
n + 1− j

j

)
, gde je k =

{
n
2 , ako je n paran broj
n+1

2 , ako je n neparan broj (j je broj 1 u datoj varijaciji).

Pomo�u rekurentnih jednaqina: an = an−1 + an−2, a1 = 2, a2 = 3, tj. dobijamo an = Fn+1 =

1√
5




(
1 +

√
5

2

)n+2

−
(

1−√5
2

)n+2

 (Fn je n–ti Fibonaqijev broj).

8. Neka je Sn skup varijacija sa ponavǉaǌem elemenata 0, 1, 2, . . . , k u kojima se pojavǉuje paran broj
nula i an = |Sn| i neka su A

(j)
n skupovi varijacija iz Sn koji poqiǌu elementom j (j = 0, 1, . . . , k). Tada

je |A(1)
n | = |A(2)

n | = · · · = |A(k)
n | = an−1, |A(0)

n | = (k + 1)n−1 − an−1, te dobijamo rekurentnu formulu an =
(k − 1) · an−1 + (k + 1)n−1, koja kad se rexi dobijamo an = 1

2 [(k + 1)n + (k − 1)n].
9. 2000 = 24 · 53, pa se problem svodi na to na koliko naqina mo�emo 6, tj. 5, kuglica rasporediti u tri
kutije:

(
6
2

) · (5
2

)
= 150.

10. Kako je 3
√

2000 < 13 potrebno je (za x1) razmotriti slede�e sluqajeve: x1 = 1 ima 10 rexeǌa:
(1, 1, 2000), (1, 2, 1000), (1, 4, 500), (1, 5, 400), (1, 8, 250), (1, 10, 200), (1, 16, 125), (1, 20, 100), (1, 25, 80), (1, 40, 50);
x1 = 2 ima 7 rexeǌa: (2, 2, 500), (2, 4, 250), (2, 5, 200), (2, 8, 125), (2, 10, 100), (2, 20, 50), (2, 25, 40);
x1 = 4 ima 4 rexeǌa: (4, 4, 125), (4, 5, 100), (4, 10, 50), (4, 20, 25);
x1 = 5 ima 5 rexeǌa: (5, 5, 80), (5, 8, 50), (5, 10, 40), (5, 16, 25), (5, 20, 20);
x1 = 8 ima 1 rexeǌe: (8, 10, 25);
x1 = 10 ima 1 rexeǌe: (10, 10, 20). To nam daje ukupno 28 rexeǌa.
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11. Broj brojeva ne ve�ih od n koji su deǉivi sa k jednak je
[

n
k

]
, gde je [ ] ceo deo. Sada primenimo

formulu ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa i dobijamo da je broj prirodnih brojeva ne ve�ih od 106 koji nisu

deǉivi nijednim od brojeva 2, 3 i 5 jednak: 106 −
[

106

2

]
−

[
106

3

]
−

[
106

5

]
+

[
106

6

]
+

[
106

10

]
+

[
106

15

]
−

[
106

30

]
=

1 000 000− 500 000− 333 333− 200 000 + 166 666 + 100 000 + 66 666− 33 333 = 266 666.
12. Analogno kao u prethodnom primeru dobija se 1 000 000− 500 000− 333 333− 200 000− 142 857 + 166 666 +
100 000 + 71 428 + 66 666 + 47 619 + 28 571− 33 333− 23 809− 14 285− 9 523 + 4 761 = 228 571.
13. Neka su c1, c2, c3 6= 0 me�usobno razliqite cifre. Na osnovu formule ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo
da je broj xestocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuje svaka od cifara c1, c2 i c3 i nijedna druga
cifra, jednak 36 − (

3
2

)
26 +

(
3
1

)
16 = 540. Iz skupa {1, 2, . . . , 9} mo�emo izabrati tri razliqite cifre na(

9
3

)
= 84 naqina. Prema tome broj xestocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuju tri razliqite cifre,

od kojih nijedna nije nula, jednak je 84 · 540 = 45 360.
Neka su c1 6= 0,c2, c3 me�usobno razliqite cifre i neka je jedna od cifara c2, c3 jednaka nuli. Na osnovu
formule ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo da je broj xestocifrenih brojeva (koji poqiǌu cifrom c1) u
qijem zapisu uqestvuje svaka od cifara c1, c2 i c3 i nijedna druga cifra, jednak 35− (

2
1

)
25 + 15 = 180. Nula

mo�e biti ili cifra c2 ili cifra c3, a preostale dve cifre mo�emo izbrati na
(
9
2

)
naqina. Stoga ove

tri razliqite cifre mo�emo izabrati na 2 · (9
2

)
= 72 naqina. Prema tome broj xestocifrenih brojeva u

qijem zapisu uqestvuju tri razliqite cifre, od kojih je jedna nula, jednak je 72 · 180 = 12 960.
Tra�eni broj je jednak 45 360 + 12 960 = 58 320.
U opxtem sluqaju, broj n–tocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuje taqno k razliqitih cifara, jednak

je
(

9
k

) k−1∑

j=0

(−1)j

(
k

j

)
(k − j)n + (k − 1)

(
9

k − 1

) k−1∑

j=0

(−1)j

(
k − 1

j

)
(k − j)n−1.

14. Za svako j ∈ {1, 2, . . . , n} oznaqimo sa Aj skup permutacija skupa Nn za koje va�i aj = j. Za 1 ≤
j1 < j2 < · · · < jk ≤ n va�i |Aj1 ∩ Aj2 ∩ · · · ∩ Ajk

| = (n − k)! (elementi j1, . . . jk su na svojim mestima, a
ostalih n− k elemenata mogu biti u bilo kom redosledu na preostalih n− k mesta). Na osnovu formule
ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo da je tra�eni broj xn = n! − (

n
1

)
(n − 1)! +

(
n
2

)
(n − 2)! − · · · + (−1)n

(
n
n

)
0! =

n!
(
1− 1

1! + 1
2! − · · ·+ (−1)n 1

n!

)
.

Oznaqimo sa Sn skup svih permutacija skupa Nn u kojima nijedan element nije na svom mestu (|Sn| = xn).
Za svako k ∈ {2, 3, . . . , n} oznaqimo sa An,k skup svih permutacija iz Sn kod kojih je ak = 1, sa Bn,k skup svih
permutacija iz Sn kod kojih je ak = 1, a1 = k, sa Cn,k skup svih permutacija iz Sn ko d kojih je ak = 1, a1 6= k.
Tada va�i Bn,k ∩ Cn,k = ∅ i An,k = Bn,k ∪ Cn,k. Skupovi An,2, An,3, . . . , An,n tako�e su me�usobno disjunktni
i va�i Sn = An,2 ∪ An,3 ∪ · · · ∪ An,n. Kako je x1 = 0, x2 = 1 i |Bn,k| = xn−2 (ovde je ak = 1 i a1 = k, a ostali
elementi ne smeju biti na svom mestu), |Cn,k| = xn−1 (ovde je ak = 1 i a1 6= k, xto je ista situacija kao da
smo izbacili k–tu poziciju i element k, a na prvom mestu zabranili 1 i ostali elementi ne smeju biti

na svom mestu – ǌih ima xn−1), |An,k| = xn−1 + xn−2, dobijamo xn = |Sn| =
n∑

k=2

|An,k| = (n − 1)(xn−1 + xn−2).

Tj. dobili smo da je tra�eni niz odre�en poqetnim qlanovima x1 = 0, x2 = 1 i rekurentnom formulom
xn = (n− 1)(xn−1 + xn−2), n > 2.
15. k elemenata skupa Nn koji �e biti na svojim mestima mogu se odabrati na

(
n
k

)
naqina. Ostalih

n − k elemenata mogu se rasporediti na preostalih n − k mesta, tako da nijedan od tih elemenata ne
stoji na svom mestu na xn−k naqina (broj iz prethodnog zadatka). Stoga je tra�eni broj jednak

(
n
k

)
xn,k =

n!
k!

(
1− 1

1! + 1
2! − · · ·+ (−1)n−k 1

(n−k)!

)
.

16. Neka je S skup rexeǌa jednaqine x1 + x2 + · · ·+ xn = 11 u skupu N0, a A, B i C skupovi onih rexeǌa za
koja va�e uslovi: x1 = 0 (A); jedan od brojeva x1, x2, . . . , xn jednak je 11 (B); jedan od brojeva x1, x2, . . . , xn

jednak je 10 (C). Tada je |S| = (
n+10

11

)
, |A| = (

n+9
11

)
, |B| = n, |C| = n(n−1), |A∩B| = n−1, |A∩C| = (n−1)(n−2),

|B ∩ C| = 0 i |A ∩ B ∩ C| = 0. Na osnovu principa ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo da je tra�eni broj
jednak

(
n+9
10

)− 2n + 1.
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