Pripreme za savezno takmicenje iz matematike predavac: Aleksandar Ili¢

Geometrija

1. Dat je trougao ABC u kome je /A > 45° 1 /B > 45°. Izvan trouglova su konstruisani jednakokrako
pravougli trouglovi DCB i EC'A sa pravim uglom u temenu C. Tacka P se nalazi unutar trougla ABC' i
pri tome je AABP jednakokrako pravougli sa pravim uglom u temenu P. Dokazati da je trougao DEP
jednakokrako pravougli.

2. Neka je ABCDEF konveksan Sestougao upisan u kruznicu. Ako je AB-CD-FEF = BC - DE - FA,
dokazati da se dijagonale AD, BE i C'F seku u jednoj tacki.

3. Neka je ABC ostrougli trougao sa BC > C'A. Neka je O centar opisanog kruga, H ortocentar i F
podnozje normale iz C na AB. Normala na OF u F sete AC u P. Dokazati da je /FHP = /BAC.

4. Neka je O centar opisanog kruga oko ABC' i AB > AC > BC. Tacka D je proizvoljna tacka na manjem
luku BC'. Neka su E i F tacke na AD takve da je AB1OF i ACLOF, a tacka P je presek BE i C'F. Ako
je PB = PC + PO, dokazati da je /BAC = 30°.

5. Neka je ABCD tetivan ¢etvorougao, a F i F' su podnozja normala iz preseka dijagonala na AB i CD,
respektivno. Dokazati da je EF normalno na pravu koja prolazi kroz sredine duzi AD i BC.

6. Neka je ABC trougao sa poluobimom s. Odaberimo tacke D i E na pravoj AB za koje je CD = CFE = s.
Dokazati da krug opisan oko ACDE dodiruje spolja pripisan krug kod strane AB trougla ABC.

7. U trouglu ABC je data tacka M za koju vazi LAMC — /ABC = /AMB — /ACB. Dokazati da je
BM _ BA

MC — AC*

8. Dat je ostrougli trougao ABC. Neka tangente iz A na krug nad pre¢nikom BC' dodiruju taj krug u
tackama P i ). Dokazati da su tacke P, @ i H kolinearne, gde je H ortocentar ABC.

9. Dat je krug sa centrom O i pre¢nikom BC. Neka je A tacka na krugu tako da je ZAOB < 120°i D
sredina luka AB koji ne sadrzi tacku C. Prava kroz O paralelna sa DA sete AC u I. Simetrala duzi OA
seCe krug u tackama E i F'. Dokazati da je I centar opisanog kruga oko CEF'.

10. Neka je ABCD konveksni ¢etvorougao. Prave AB i CD se seku u P, a prave AD i BD u . Tacka
O je presek dijagonala, R je na PQ tako da je OR normalno na P(Q). Dokazati da je /ORD = /ORB.

11. Neka su A, B, C tacke sa celobrojnim koordinatama u R?. Dokazati da su A, B i C tacke nekog
kvadrata ako vazi:
(AB + BC)? < 8- S[ABC] + 1

12. Neka trougao ABC ima ortocentar H i neka je P tacka na krugu opisanom oko AABC. Dalje neka
je E podnozje visine BH i neka su PAQB i PARC paralelogrami. Prava AQ sete HR u X. Dokazati da
je EX paralelno sa AP.

13. ABC' je ostougli trougao gde je |AB| # |AC| sa centrom upisanog kruga I i ortocentrom H i
tezisnim duzima BBj i CCi. Prava IBy sete AB u By, a prava ICy sece CA u Cy. Prava ByCy sece
duz BC u K. Centar opisanog kruga trougla BHC je O'. Dokazati da su A, I i O" kolinearne akko je
S[BK B3] = S[CK(4).

14. Dat je konveksni ¢etvorougao ABCD. Presek dijagonala je tacka O. Neka su Sy i Sy tezista trouglova
AOB i COD, a Hy i Hs ortocentri trouglova BOC i AOD. Dokazati da je S1.521 H1 Hs.

15. Neka je P tatka u unutrasnjosti trougla ABC, sa stranicama AB = ¢, AC = b, BC' =ai PA =z,
PB =y, PC = z. Dokazati da je:
ayz + brz + cxy > abe

Jednakost vazi ako i samo ako je P centar opisane kruznice oko AABC.



16. Dokazati da u trouglu ABC vazi:
\/a+b—c+\/b+c—a+\/c+a—b§\/5+\/5+ﬁ

17. Simetrale spoljagnjih uglova kod temena A, B i C' seku BC, AC i AB u tactkama F, F' i G, redom.
Dokazati da su one kolinearne.

18. Dat je trougao ABC. Krug koji prolazi kroz B i C sece stranice AB i AC u C’ i B’, respektivno.
Dokazati da se BB’, CC" i HH' seku u jednoj tacki, gde je H ortocentar ABC, a H' ortocentar od AB'C".

19. U trouglu ABC tatke D i E suna BC tako da je /BAD = /CAE. Ako su M i N tacke tangenti BC'
sa upisanim krugovima u ABD i ACFE, dokazati da je:
1 11 1
MB Y MD - N T NE
20. Upisani krug u trougao PBC' dodiruje BC'u U i PC uV. Tacka S je na BC je takva da je BS = CU.
PS sece upisani krug u dve tacke; tacka @ je bliza tacki P. Neka je W na PC, tako da je PW = CV. Duzi
BW i PS se seku u R. Dokazati da je PQQ = RS.

21. Neka je BCLK kvadrat konstruisan spolja na stranici BC' ostrouglog trougla ABC'. Dalje neka je CD
visina iz C, tako da je D na AB i H ortocentar trougla ABC. Ako se prave AK i CD seku u P, dokazati
da je HE — AB

J¢ PD = CD-
22. Ako je n > 1 prirodan broj i a, b, ¢ stranice trougla sa jedini¢nim obimom, dokazati:
V2
2

Var + b7 + Vb + " + /c +a" <1+

23. Dat je sistem jednacina:

y? y?
x2—|—:1cy—|—§:25,§+z2:9,z2+za:+m2:16

Odrediti vrednost izraza zy + 2yx + 3xz.

24. Dat je trougao ABC takav da je /A = 96° i /B = 54°. Neka je M tacka unutar njega takva da je
/MBC =6°i/MCB = 12°. Dokazati da je AM = AB.

25. Neka je I centar upisanog kruga u trougao ABC' i neka su K, L, M dodirne tacke upisanog kruga sa
AB, BC, AC, respektivno. Prava p prolazi kroz B i paralelna je sa K L. Prave MK i ML sekupu R1i S.
Dokazati da je /RIS ostar ugao.

26. Neka je ABCD paralelogram. Date su tacke M i N na stranicama AB i BC, tako da je AM = CN.
Prave AN i CM se seku u ). Dokazati da je D@ simetrala /ADC.

27. Neka su a, b, ¢, stranice trougla ABC), a tg, ty, t. teziSne duzi i R polupreénik opisanog kruga. Dokazati
nejednakost:
a?+b* b4+ dd+
T T,
28. Dat je konveksan ¢etvorougao ABCD. Za tacku M koja je srediste stranice C'D vazi da je /AMB =
120°. Dokazati nejednakost:

<12R

D
BC + CT + DA > AB
Pri tome vazi jednakost akko je /ADC = /BCD = 120°.

29. Neka su I i O centri upisanog i opisanog kruga u trougao ABC'. Ako trougao ABC nije jednakos-
tranican, dokazati ekvivalenciju: ZAIO < 90° ako i samo ako 2BC < AB + CA.

30. Upisani krug u trougao ABC dodiruje BC u tacki K. Neka je AD visina iz temena A, a M sredina
AD. Ako je N druga preseéna tacka upisanog kruga i prave K M, dokazati da je opisani krug oko BCN i
upisani krug u ABC dodiruju u .



