
Dodatna nastava iz matematike

Inverzija

Predavač: A.Pejčev

Uvodne napomene

1. Inverzija je bijekcija i involucija.

2. Inverzija čuva uglove, što znači da ugao izmedju neke dve figure koje se
seku ostaje isti kad se one preslikaju inverzijom u odnosu na neki krug.
Taj ugao se definǐse kao ugao izmedju njihovih tangenti u presečnoj tački,
jer su u pitanju glatke krive.

3. Neka je inverzija u odnosu na krug k(O, r) i A′ i B′ slike nekih tačaka A

i B pri toj inverziji. Tada je A′B′ =
r2

OA ·OB
AB. Takodje su trouglovi

OBA i OA′B′ slični, a i četvorougao ABB′A′ je tetivan.

4. Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k(O,r). Ako je p prava, a l krug te
ravni, tada:

(a) Ako O ∈ p, tada je ψk(p) = p

(b) Ako O /∈ p, tada je ψk(p) = j, gde je j krug koji sadrži tačku O. Ako
p seče k onda j sadrži presečne tačke.

(c) Ako O ∈ l, tada je ψk(l) = q, gde je q prava koja ne sadrži O i ako se
k i l seku, q je odredjena tačkama preseka, a ako se dodiruju, onda
im je q zajednička tangenta u presečnoj tački. U svakom slučaju, q
im je radikalna osa.

(d) Ako O /∈ l, tada je ψk = l
′
gde je l

′
krug koji ne sadrži tažku O.

5. Neka su k i l dva kruga neke ravni. Tada je ψk(l) = l ⇔ k⊥l ∨ k = l.

6. Definicija Neka je dat krug k sa centrom O. Neka je tačka A
′
slika tačke

A razkičite od O pri inverziji u odnosu na krug k. Prava normalna na
OA u tački A

′
naziva se polara tačke A u odnosu na krug k,i obratno,

tačka A se naziva pol prave A u odnosu na krug k. Svojstva polarnog
preslikavanja:

(a) Neka su prave a i b polare tačaka A i B u odnosu na krug k. Tačka
A pripada pravoj b akko tačka B pripada pravoj a. Tačke A i B
nazivamo konjugovanim u odnosu na krug k ako jedna leži na polari
druge.

(b) Pol neke tačke konjugovan je o odnosu na sve tačke te prave.

(c) Polare svih tačaka jedne prave u odnosu na neki krug seku se u jednoj
tački (u polu te prave u odnosu na isti krug).
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Zadaci

1. Neka je k krug opisan oko trougla ABC. Ako su P i Q tačke u kojima
simetrala stranice BC seče prave AB i AC i ψk inverzija u odnosu na krug
k, dokazati da je ψk(P ) = Q.

2. Neka je A,A′ par odgovarajućih tačaka inverzijeψk u odnosu na krug k.
Dokazati da je odnos XA÷XA

′
konstantan za svaku tačku X ∈ k.

3. Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k. Ako se tačka X /∈ k slika u
tačku X

′
tom inverzijom, dokazati da je svaki krug koji sadrži tačke X i

X
′
ortogonalan na krugu k.

4. Neka su A,B,C,D četiri razne kolinearne tačke i k krug nad prečnikom AB.
Dokazati ekvivalenciju: ψk(C) = D ⇔ H(A,B; C, D).

5. Neka su l(O,R) i k(S,r) opisani i upisani krug trougla ABC i l
′
slika kruga

l u inverziji u odnosu na krug k. Dokazati da je prečnik kruga l
′
jednak r.

6. Konstruisati krug koji sadrži datu tačku i dodiruje datu pravu i dati krug.

7. Dokazati Ptolomejevu nejednakost.

8. Neka je l poluobim trougla ABC. Date su tačke E i F na pravoj BC.
Dokazati da se krug opisan oko trougla AEF iznutra dodiruje sa pripisanim
krugom trougla ABC uz stranicu BC.

9. Dokazati Fojerbahovu teoremu.

10. Neka su a,b,c0 krugovi sa prečnicima PQ,PR,RQ, pri čemu je B(P.R.Q).
Ako je c0, c1, c2, ... niz krugova sa iste strane prave PQ, koji dodiruju
krugove a,b i svaki u nizu dodiruje prethodni, dokazati da je rastojanje
centra kruga cn od prave PQ n puta već od prečnika tog kruga.

11. Ako krug s dodiruje krugove s1 i s2 u tačkama A i B redom, dokazati da
prava AB prolazi kroz centar homotetije koja jedan od krugova s1 i s2

prevodi u drugi.

12. Dokazati da je svaka dva kruga ili krug i pravu moguće nekom inverzi-
jom prevesti u dve prave (presecajuće ili paralelne) ili u dva koncentrična
kruga.

13. Neka su M,N,P dodirne tačke upisanog kruga trougla ABC sa stranicama
BC,CA,AB redom. Dokazati da su ortocentar trougla MNP, centar up-
isanog i centar opisanog kruga trougla ABC kolinearne tačke.

14. Neka je (B)(A,M, B). Nad dužima AM,BM,AB konstruisani su sa iste
strane polukrugovi s1, s1 i s. Iz tačke M prave AB konstruisana je normala
MD (D ∈ s) i u prostore ogranivčene polupravom MD, polukrugom s i
polukrugovima s1 i s2 redom upisani su krugovi l1 i l2. Dokazati da su im
poluprečnici jednaki i da zajednička tangenta krugova l1 i S1 sadrži tačku
B.
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15. Dat je oštrougli trougao ABC i tačka D unutar njega, takva da je ∠ADB =
∠ACB + π

2 i AC ·BD = AD ·BC. Izračunati AB·CD
AC·BD .

16. Neka je P u tačka u trouglu ABC takva da je ∠APB−∠ACB = ∠APC−
∠ABC. Neka su D i E centri uoisanih krugova trouglova APB i ABC
redom. Dokazati da se prave AP,BD,CE seku u jednoj tački.

17. Naći sve tačke D u trouglu ABC takve da je DA ·DB · AB + DB ·DC ·
BC +DC ·DA ·CA = AB ·BC ·CA. Probati i preko komleksnih brojeva.

18. Dat je trougao ABC. Krug kroz teme C tangentan sa AB u A i krug kroz
teme B tangentan sa AC u A imaju različite poluprečnike i drugi put se
seku u tački D. Neka je E tačka na pravoj AB takva da je AB = BE.
Neka je F druga tačka preseka prave CA sa krugom opisanim oko trougla
ADE. Dokazati da je AF = AC.

19. Neka su A,B,C,D,E,F tačke u kojima upisani krug dodiruje stranice tan-
gentnog šestougla. Dokazati da se prave AD,BE,CF seku u jednoj tački
(Brianšonova teorema).

20. Neka je ABCD tetivan četvorougao i AC
⋂

BD = F,AB
⋂

CD =
E, AD

⋂
BC = G. Dokazati da tačke E,F,G imaju svojstvo da je po-

lara svake od njih odredjena sa preostale dve. Iz ovoga sledi i Brokarova
teorema: O je ortocentar trougla EFG.

21. Visine iz temena A,B,C oštrouglog trougla ABC seku naspramne stranice
u tačkama D,E,F redom. Prava kroz F paralelna sa DE seče prave CA i
CB, u tačkama Q i R, redom. Prava DE seče AB u tački P. Dokazati da
opisani krug trougla PQR prolazi kroz sredǐste duži AB.
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