Pripreme u MG-u za Savezno takmicenje iz matematike

Predavac: Peki

Definicija: Neka su tacke A, B,C, D kolinearne. Dvorazmera parova tacaka (A, B) i (C,D), u
oznaci R(A, B; C, D) je odnos é% - % Ako je R(A,B;C,D) = —1, kazemo da su parovi tacaka
(A, B) i (C, D) harmonijski spregnuti i to oznacavamo sa H(A, B; C, D). Svojstva:

1.

10.

11.

Neka su a, b, ¢, d prave jednog pramena. Ako ih prave p i g se ku u tackama (A4, B1,C1,D1) i
(Az2, B, Cq, D), onda je R(Ay, B1,C1, D1) = R(Az,Bs, Cs, D), te se moze uvesti dvorazmera
parova pravih (a,b;c,d).

. Neka su 01,04, A, B, C, D kociklicne tacke. Tada je R(0O14,01B,0:C, O1D) = R(O24,0:B,

05C, O2D) Iz ovoga lako sledi dokaz Teoreme o leptiru.

Zadaci

. Dat je trougao ABC' i tacke M i N na pravoj BC, takve da je ZMAN = T i H(B,C,M,N),

onda su AM i AN unutrasnja i spoljasnja simetrala ugla BAC. Dokazati. Obrnut smer je opste
poznat.

. Ako za tatke M i N u trouglu ABC vazi MA: MB : MC = NA : NB : NC, onda su one

kolinearne sa centrom opisanog kruga trougla ABC.

. Dat je trougao ABC' i na stranici BC tacke D i E tako da je BD = DE = EC. Prava p seCe

duzi AB,AD,AE, AC u tackama K, L, M, N, redom. Dokazati da je KN > 3LM.

Neka su A; i B; na stranicama BC i AC trougla ABC redom, D = AA,(\BB; , E =
A1 B (NCD. Dokazati da ako je ZAiEC = 7§ i Cetvorougao ABAE je tetivan, onda je
AA; = BA;.

. Dat je trougao ABC'i tacka T. Neka su P i @) podnozja normala iz T na prave AB i AC redom,

i neka su R i S podnozja normala iz A na prave T'C' i T'B redom. Dokazati da se tacka preseka
pravih PR i QS nalazi na pravoj BC.

. Dat je cetvorouga ABCD.Nekaje P=AB(\CD,Q = AD(BC,R=AC(PQ,S=BDPQ.

Dokazati da su tacke P, @, R, S harmonijski spregnute.

Neka je ABC ostrougli trougao u kom je BC' > AC. O mu je centar opisanog kruga, H
mu je ortocentar, a C'F' visina. Prava kroz F' normalna na OF sece AC' u P. Dokazati da je
(FHP = /BAC.

. Neka je ABC D tetraedar sa tezistem G. AG sece sferu opisanu oko tetraedra opet u A;.By, C1, Dy

se definisu analogno. Da se pokazu sledeée nejednakosti:
(a) GA-GB-GC-GD <GA,-GB; -GC; - GD,

1 1 1 1 1 1 1 1
b) zates+taetap 2aa ta5 T oo T o

. Neka je ABCD trapez u kom je BC||AD. M, P,Q su redom sredista duzi CD, M A, M B. Prave

DP i CQ se seku u N. Dokazati da je N u ¢etvorouglu ABCD.

Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC. Dokazati da je za svaku tacku P BC - PA? +
CA-BA%? + AB-PC? =BC-AI*+CA-BI? + AB-IC? + (AB + BC + CA) - [P~

Neka su H; i Hy podnozja normala iz ortocentra H trougla ABC na simetrale unutrasnjeg i
spoljasnjeg ugla kod temena C, a C; srediste stranice AB. Dokazati da su tacke C1, Hy, Ho
kolinearne.
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Dat je trougao ABC' sa strnicama AB = ¢,CA =b,BC =aic> a,¢c>b. Tatke M € AC i
N € BC sutakve da je AM = BN. Naéi njihovu duzinu ako su centri opisanih krugova trouglova
ANC i BMC i centar upisanog kruga trougla ABC' kolinearni.

Neka su A; i By redom tacke preseka simetrala unutrasnjih uglova A i B trougla ABC sa
odgovarajuéim naspramnim stranicama. Poluprava A; By sece krug opisan oko trougla ABC u

D. Dokazati da je
1 1 1

AD_BD+C’D

Neka je P unutrasnja tacka trougla ABC. Dokazati da je min(PA, PB, PC)+ PA+ PB+PC <
AB + BC + CA.

Neka je P unutrasnja tacka trougla ABC.
(a) Dokazati da je zbir njenih rastojanja od temena trougla veéi ili jednak zbiru njenih rasto-
janja od njegovih stranica (Erdos-Mordelova teorema).
(b) Dokazati da je 5642 + fgz + fgz > %, gde je R poluprecnik opisanog kruga trougla ABC'.
¢) Dokazati da je barem jedan od uglova PAB, PBC, PC' A manji ili jednak %. Uop§titi.
6

Neka je ABCD tetivan ¢etvorougao. Dokazati daje | AB—CD |+ | AD—BC |>2| AC—BD |.

Neka se krugovi k1 i ko seku u tackama A i B i neka ih krug k& dodiruje spolja u tackama C'i D
redom. Neka prava AB sece krug k u tackama M i N. Ako je P srediste duzi CD, dokazati da
je LMPC = /NPC.

Prvo reSenje: Udarimo inverziju sa centrom u C. k] i k* su medjusobno paralelne prave. k3 je
krug koji se¢e pravu kj u tackama A* i B*, a pravu k* dodiruje u D*. Prava AB se slika u krug [
koji sadrzi tacke A*, B*, C. Kako su centri krugova k3 i [ na simetrali duzi A*B*, ona ¢e ujedno
biti i simetrala duzi M*N*, a posto joj tacka D* mora pripadati, to je D* srediste duzi N*M*.
Kako je P srediste duzi C'D, to je D* srediste duzi C'P*. Sada je N*P*M*C paralelogram, pa
je LMPC =/P*M*C = /P*N*C = /NPC. Kraj dokaza.

Drugo resenje: Neka je p; zajednicka tangenta krugova k i ky u tacki C, a ps zajednicka
tangenta krugova k i ko u tacki D. Kako je zajednicka tangenta krugova koji se spolja dodiruju-
njhova potencijalna osa, to se prave pi, ps, AB seku u jednoj tacki-radikalnom centru S datih
krugova (jer su im one potencijalne ose). Sada zadatak poprima sledeéi oblik:

Dat je krug k i na njemu dve tacke C, D. Tangente kruga k u tim tackama seku se u tacki S.
Kroz S je povuéena proizvoljna prava koja sece krug k u tackama M i N. Ako je P srediste duzi
CD, dokazati da je /M PC = /NPC.

Ako uvedemo kompleksnu ravan i krug k uzmemo za jedini¢ni, ovo se relativno jednostavno
dokazuje. Moze i bez kompleksnih.



