10.

11.

12.

13.

14.

Dodatna nastava iz matematike
Primena kompleksnih brojeva u geometriji

Predavac: A.Pejcev

. Dokazati preko komleksnih brojeva Ptolomjevu nejednakost: za svake cetiri tacke u ravni

A,B,C,D vazi: AB-CD + AD - BC > AC - BD, pri ¢emu jednakost vazi akko je ABC'D
tetivan Cetvorougao.

. Dokazati preko kompleksnih brojeva Paskalovu teoremu: ako su Ay, As, Az, Bi, Bo, B3 tacke

jednog kruga, onda su presecne tacke sledeéih parova pravih (A;Bs, A2Bi1), (A1Bs, A3By),
(A2 B3, A3Bs) kolinearne.

. Neka su a,b,c,d tacke jedinicnog kruga. Dokazati da je presek s tetiva ac i bd odredjen sa

_ ac(b+d)—bd(a+c)
- ac—bd

. Neka trougao ABC' ima ortocentar H i neka je P tacka na krugu opisanom oko trougla ABC.

Neka je E podnozje visine BH, neka su PAQB i PARC paralelogrami i neka AQ setce HR u
X. Dokazati da je EX||AP.

. Tacke A1, By, C; su odabrane u trouglu ABC na visinama iz A, B, C redom. Ako je S(ABC1)+

S(BCA;) 4+ S(CAB;) = S(ABC), dokazati da je ¢evorougao A B1C1 H tetivan.

. Dat je ostrougli trougao ABC i tacka D unutar njega, takva da je ZADB = LACB + 7 i

AB-CD = AD - BC. Na¢i 4258,

. Neka je ABC trougao upisan u jediniéni krug. Neka je ¢ = 1,a = 22,b = 92, gde je x srediste

onog luka ca na kom nije tacka b, a sli¢no je i sa y. Tada je centar j upisanog kruga u trougao
abc odredjen sa j = x + y — zy. Odrediti centre spolja upisanih krugova.

. Neka je dat tetivni ¢etvorougao ABCD. Dokazati da su centri upisanih krugova trouglova

ABC,BCD,CDA, DAB temena pravougaonika.

Lema: Neka je krug C; iznutra tangentan sa krugom opisanim oko trougla ABC u tacki M, a
takodje i sa AB i AC. Tacka M, centar upisanog kruga trougla ABC i srediste luka BC na kom
je tacka A su kolinearni. Dokazati.

. Neka je u prethodnoj lemi H tatka u kojoj upisani krug trougla ABC dodiruje BC ,a A;

tacka kruga opisanog oko trougla ABC za koju je AA;||BC. Dokazati da su tacke M, H i A;
kolinearne.

Upisani krug trougla ABC' dodiruje BC u A;. Neka AA; sece upisani krug u P. Ako CP i BP
seku upisani krug u M i N redom, dokazati da su prave AA;, BN,CM konkurentne.

Neka su O i N centri opisanog i Ojlerovog kruga trougla ABC. Uzmimo N; tako da je /N1 BA =
(NBC,/N1AB = /NAC Neka simetrala duzi OA sece BC u A;. Sli¢no se definisu By i C.
Dokazati da su Aj, By, Cy na jednoj pravoj koja je normalna na ONj.

Neka su I i I, centri upisanog i pripisanog kruga uz stranicu BC trougla ABC. Neka I, sece
BC i opisani krug trougla ABC u A; i M redom (M je izmedju I,iI)i neka je N srediSte onog
luka M BA na kom je i C. Neka su S i T preseci pravih NI i NI, sa krugom opisanim oko ABC.
Dokazati da su S,T i Ay kolinearne.

Simetrale uglova A, B, C seku njegov opisani krug u K, L, M redom. X je tacka duzi AB. P je
presek prave kroz X paralelne sa AK i prave kroz B normalne na BL. Q je presek prave kroz
X paralelne sa BL, a normalne na AK. Dokazati da se prave K P, LQiM X seku u jednoj tacki.

Neka je ABC' ostrougli trougao u kom su AB i AC nejednake duzine, I centar upisanog kruga,
H ortocentar. O; je centar opisanog kruga trougla H BC. Dokazati da su A, i O; kolinearne
akko je /BAC = 3.
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Neka su D i E tacke na stranicama AB i BC' (redom) trougla ABC tako da je DE|BC. Neka
je P tacka u trouglu ADFE, i prave BP i CP seku DE u F i G redom. Krugovi opisani oko
trouglova PDG i PFE seku se u P i ). Dokazati da su tacke P, @ i A kolinearne.

U konveksnom ¢etvorouglu ABCD S je presek dijagonala. Neka su 77 i Ty teziSta trouglova
ABS i CDS, a Hy i Hy ortocentri trouglova ADS i BC'S. Dokazati da je T1T5 1 H1 Ho.

Upisani krug trougla ABC' dodiruje BC,CA,AB u E, F,G redom. Neka su AA;, BB;,CC}
odsecci simetrala unutrasnjih uglova trougla ABC. Neka su K4, Kg, Ko,redom dodirne tacke
drugih tangenti na upisani krug iz tacaka Ay, By, Cy. Neka su P, @, R srediSta stranica BC, C A,
AB. Dokazati da se PK 4, QKp, RK¢ seku na krugu upisanom u trougao ABC.

Ortocentar trougla ABC je M, a njegov upisani krug sa centrom u O dodiruje stranice AC' i
BC u tackama P i Q). Dokazati da ako je M na PQ, onda MO prolazi kroz srediste duzi AB.

Neka trougao ABC nije jednakostranic¢an i neka je 0 < t < % realan broj. Neka su A; i As tacke
na stranici AB, By i By na stranici i Cy i Cy na stranici C A tako da je
AAy  A3B BBy BC  CCp (A

AB _ AB _BC _BC ~CA _ca !

. Dokazati da radikalna osa krugova opisanih oko trouglova A1 B1Cy i A3 BoCy ne zavisi od t.

Neka tacka P varira po luku BC trougla ABC na kom nije tacka A, i neka su I; i I3 centri
upisanih krugova trouglova PAB i PAC redom. Dokazati:

(a) Opisani krug trougla PI;I5 prolazi kroz fiksnu tacku.
(b) Krug nad pre¢nikom I15 prolazi kroz fiksnu tacku.
(c) srediste duzi 115 lezi na fiksnom krugu.

Neka je P tacka u konveksnom ¢etvorouglu ABCD tako da je PA = PC, /APB = /PAD +
/PCDi/CPD=/PCB+ /PAB. Dokazati da je AB-PC =BC-PDiCD-PA=DA-PB.

Neka je O centar kruga prec¢nika 2R opisanog oko trougla ABC, a H njegov ortocentar. Neka su
D, E, F refleksije tacaka A, B, C redom u odnosu na naspramnu stranicu. Dokazati da su one
kolinearne akko je OH = 2R.

Neka je P proizvojlna tacka kruga k nad preénikom AB. @ je projekcija tacke P na AB. Krug
sa centrom P i polupre¢nikom PQ sete K u C' i D. Presek pravih CD i PQ je E. F je srediste
duzi AQ ,a G podnozje normale iz F' na C'D. Da se dokaze da je ED = EQ = EG i da su tacke
A, G, P kolinearne.

Neka je ABCD tetivni ¢etvorougao. Prave AB i C'D se seku u E, prave AD i BC se seku u F' i
prave AC i BD se seku u G. Dokazati da je O ortocentar trougla EFG(Brokarova teorema)

Ako je ABCD tangentan ¢etvorougao, onda mu centar upisanog kruga lezi na Gausovoj liniji.
Dokazati(Njutnova teorema).



