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PREDAVAQ: Miǉan Kne�evi�

1. (CMO 2008) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je a + b + c = 1, dokazati da je

a− bc

a + bc
+

b− ca

b + ca
+

c− ab

c + ab
6 3

2
.

Kada va�i znak jednakosti?

Rexeǌe: Oqigledno je

1− a− bc

a + bc
=

2bc

(1− b)(1− c)
.

Sliqno uradimo i za ostale razlomke na levoj strani nejednakosti. Konaqno, dobijamo ekviva-
lentnu nejednakost

2bc

(1− b)(1− c)
+

2ca

(1− c)(1− a)
+

2ab

(1− a)(1− b)
> 3

2
,

odnosno, sre�ivaǌem izraza

4(bc + ca + ab− 3abc) > 3(bc + ca + ab + 1− a− b− c− abc).

Kako je a + b + c = 1, posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa ab + bc + ca > 9abc, odnosno

1
a

+
1
b

+
1
c

> 9,

xto je trivijalna posledica nejednakosti izme�u harmonijske i aritmetiqke sredine. Jednakost

va�i akko je a = b = c =
1
3
.

2. (IMO short list 2008) Neka su a, b, c i d pozitivni realni brojevi takvi da je abcd = 1 i a + b +

c + d >
a

b
+

b

c
+

c

d
+

d

a
. Dokazati da je

a + b + c + d <
b

a
+

c

b
+

d

c
+

a

d
.

3. Neka je S sredixte upisane kru�nice trougla ABC i neka su r1, r2 i r3 redom polupreqnici
kru�nica opisanih oko trouglova ABS, BCS i CAS. Dokazati da je tada

1
r1

+
1
r2

+
1
r3

6 1
AS

+
1

BS
+

1
CS

.

4. (HK 2005) Neka su a, b, c i d pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + c + d = 1. Dokazati da
je

6(a3 + b3 + c3 + d3) > a2 + b2 + c2 + d2 +
1
8
.

Rexeǌe: Kako je a + b + c + d = 1 to je na osnovu Koxi-Xvarcove nejednakosti primeǌene na
vektore (1, 1, 1, 1) i (a, b, c, d) ispuǌeno

4(a2 + b2 + c2 + d2) > (a + b + c + d)2 = 1.

Neka je t = a2 + b2 + c2 + d2 (kasnije �e nam trebati).
Primeǌuju�i ponovo Koxi-Xvarcovu nejednakost, ovog puta na vektore

(
√

a,
√

b,
√

c,
√

d) i (
√

a3,
√

b3,
√

c3,
√

d3),



dobijamo
a3 + b3 + c3 + d3 = (a + b + c + d)(a3 + b3 + c3 + d3) > (a2 + b2 + c2 + d2)2,

pa je zato dovoǉno dokazati da je

6t2 − t− 1
8

> 0,

gde je t = a2 + b2 + c2 + d2. Me�utim,

6t2 − t− 1
8

=
1
8
(12t + 1)(4t− 1),

pa kako je 4t > 1, nejednakost trivijalno sledi. Proveriti kada va�i znak jednakosti!

5. Neka su a1, b1, a2, b2, . . . , a2010, b2010 proizvoǉni realni brojevi takvi da je
2010∑

k=1

a2
k =

2010∑

k=1

b2
k = 1 i

2010∑

k=1

akbk = 0. Dokazati da je

(
2010∑

k=1

ak)2 + (
2010∑

k=1

bk)2 6 2010.

6. (ROM 2003) Neka je (an)n≥1 niz realnih brojeva zadat sa a1 =
1
2
, an+1 =

a2
n

a2
n − an + 1

, n ∈ N.
Dokazati da za svako n ∈ N va�i a1 + a2 + . . . + an < 1.

Rexeǌe: Neka je bn =
1
an

. Iz uslova zadatka nalazimo da je tada bn+1 = b2
n − bn + 1, pa je

bn+1 − 1 = bn(bn − 1).

Primeǌuju�i prethodnu relaciju na bn, bn−1, . . . , b2 dobijamo da je bn+1 = bnbn−1 . . . b1 + 1, jer je
b1 = 2. Sada je

a1 + a2 + . . . + an =
1
b1

+
1
b2

+ . . . +
1
bn

= 1− 1
b1b2 · · · bn

,

jer je
1
bn

=
1

b1b2 · · · bn−1
− 1

b1b2 · · · bn
.

Dakle, a1 + a2 + . . . + an < 1, jer je svaki qlan niza (bn) pozitivan.

7. (ROM 2003) Neka je P taqka u unutraxǌosti trougla ABC, ∠BAC = 60◦, takva da je PA = 1,
PB = 2 i PC = 3. Na�i maksimalnu mog�u povrxinu trougla ABC.

8. (TUR 2008) Neka polinom p(x) = x3 − ax2 + bx− c ima tri pozitivna realna korena. Odrediti
minimalnu vrednost izraza

1 + a + b + c

2a + b + 3
− c

b
.

9. (TUR 2007) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je a + b + c = 1, dokazati da je

1
ab + 2c2 + 2c

+
1

bc + 2a2 + 2a
+

1
ac + 2b2 + 2b

> 1
ab + bc + ac

.

Kada va�i znak jednakosti?

Rexeǌe: Oqigledno je
1

ab + 2c2 + 2c
> ab

(ab + bc + ca)2
,

jer je posledǌe ekvivalentno sa

(ab + ca + bc)2 > ab(ab + 2c2 + 2c),



tj.
a2b2 + b2c2 + c2a2 + 2abc > ab(ab + 2c2 + 2c),

jer je a+b+c = 1. Me�utim, sre�ivaǌem posledǌe nejednakosti dobijamo ekvivalentnu nejednakost

a2c2 + b2c2 > 2abc2,

koja je taqna na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine.

10. (USA 2009) Dokazati da za pozitivne realne brojeve x, y i z va�i

x3(y2 + z2)2 + y3(z2 + x2)2 + z3(x2 + y2)2 > xyz[xy(x + y)2 + yz(y + z)2 + zx(z + x)2].

11. (USA 2001) Neka je (an)n≥0 niz realnih brojeva takav da je an+1 > a2
n +

1
5
, n > 0. Dokazati da

je
√

an+5 > a2
n−5, za n > 5.

12. Neka su a, b i c du�ine stranica BC, CA i AB, redom, trougla ABC, R polupreqnk opisane
kru�nice oko tog trougla i P proizvoǉna taqka unutar tog trougla. Dokazati nejednakost

PA

a2
+

PB

b2
+

PC

c2
> 1

R
.

13. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi. Odrediti k tako da va�i

(k +
a

b + c
)(k +

b

c + a
)(k +

c

a + b
) > (k +

1
2
)3.

14. Dokazati da za realne brojeve x, y, z ∈ [1, 2] va�i nejednakost

(x + y + z)(
1
x

+
1
y

+
1
z
) > 6(

x

y + z
+

y

z + x
+

z

x + y
).

15. Neka su a, b, c > 0 takvi da je ab + ac + bc = 1. Dokazati da je
√

a3 + a +
√

b3 + b +
√

c3 + c > 2
√

a + b + c.

16. (IR 2006) Neka je ABC oxtrougli trougao, D, E i F podno�ja visina tog trougla koja odgo-
varaju stranicama BC, CA i AB, redom. Ako su P, Q i R preseqne taqke normala povuqenih iz
taqaka A,B i C, redom, na EF , FD i DE, dokazati da je 2(PQ + QR + RP ) > DE + EF + FD.

17. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da je
√

x +
√

y +
√

z = 1. Dokazati da je

x2 + yz√
2x2(y + z)

+
y2 + zx√
2y2(z + x)

+
z2 + xy√
2z2(x + y)

> 1.

18. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 8. Dokazati da je

a2

√
(1 + a3)(1 + b3)

+
b2

√
(1 + b3)(1 + c3)

+
c2

√
(1 + c3)(1 + a3)

> 4
3
.

19. (IMO short list 2006) Neka su a, b i c du�ine stranica nekog trougla. Dokazati da va�i
nejednakost √

b + c− a√
b +

√
c−√a

+
√

c + a− b√
c +

√
a−

√
b

+
√

a + b− c√
a +

√
b−√c

6 3.

Kada va�i znak jednakosti?

Rexeǌe: Zbog simetrije, pretpostavimo da je a > b > c. Oqigledno je
√

a+b−c√
a+
√

b−√c
6 1, jer je

√
a + b− c−√a = (a+b−c)−a√

a+b−c+
√

a
6 b−c√

b+
√

c
=
√

b−√c. Sa druge strane, va�i i
√

b+c−a√
b+
√

c−√a
+

√
c+a−b√

c+
√

a−
√

b
6 2.



Zaista, ako oznaqimo sa u =
√

a +
√

b i sa v =
√

a −
√

b, tada je uv = a − b, pa posledǌa nejed-
nakost postaje

√
c−uv√
c−v

+
√

c+uv√
c+v

6 2. Me�utim, primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti na vektore

(
√

c−uv√√
c−v

,
√

c+uv√√
c+v

) i ( 1√√
c−v

, 1√√
c+v

) dobijamo

(
√

c− uv√
c− v

+
√

c + uv√
c + v

)2 6 (
c− uv√

c− v
+

c + uv√
c + v

)(
1√

c− v
+

1√
c + v

)

= 4
c2 −√cuv2

(c− v2)2
6 4

c2 − 2cv2

(c− v2)2
6 4,

jer je u > 2
√

c. Analizom prethodnih nejednakosti lako se dobija da jednakost va�i akko je trougao
jednakostraniqan.

20. (IMO short list 2006) Odrediti najmaǌi broj M > 0 takav da nejednakost

|ab(a2 − b2) + bc(b2 − c2) + ca(c2 − a2)| 6 M(a2 + b2 + c2)2

va�i za sve realne brojeve a, b i c.

21. (IMO short list 2010) Za pozitivne brojeve a, b, c, d, e i f va�i a < b < c < d < e < f . Ako je
s = a + c + e i t = b + d + f , dokazati da je onda

2st >
√

3(s + t)(s(bd + bf + df) + t(ac + ae + ce)).

22. (IMO short list 2011) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je min(a+b, b+c, c+a) >
√

2
i a2 + b2 + c2 = 3. Dokazati da je

a

(b + c− a)2
+

b

(c + a− b)2
+

c

(a + b− c)2
≥ 3

(abc)2
.

23. (IMO short list 2009) Data je funkcija f : R→ R. Dokazati da se mogu na�i realni brojevi x
i y takvi da je

f(x− f(y)) > yf(x) + x.

24. (IMO short list 2007) Neka su a1, a2, . . . , a100 nenegativni realni brojevi za koje va�i a2
1 + a2

2 +
. . . + a2

100 = 1. Dokazati da je ispuǌeno

a2
1 · a2 + a2

2 · a3 + . . . + a2
100 · a1 <

12
25

.

25. (V N 2011 - izmeǌeno) Realni brojevi x1, x2, . . . , x3013 za koje va�i x1 > x2 > . . . > x2013

zadovoǉavaju sistem {
x1 + x2 + · · ·+ x2013 = 0,

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
2013 = 2012 · 2013.

Na�i najmaǌu i najve�u vrednost zbira S = x1 + x2.

26. (V N 2010) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi koji zadovoǉavaju nejednakost 16(a+b+c) ≥
1
a + 1

b + 1
c . Dokazati da va�i

(
1

a + b +
√

2a + 2c

)3

+
(

1
b + c +

√
2b + 2a

)3

+
(

1
c + a +

√
2c + 2b

)3

≤ 8
9
.

Kada va�i znak jednakosti?

Rexeǌe: Na osnovu AG nejednakosti imamo:
∑

cyc

(
1

a+b+
√

2a+2c

)3

=
∑

cyc

(
1

a+b+
√

a+c
2 +

√
a+c
2

)3

6
∑

cyc
1

27(a+b)(
√

a+c)2
2

. Stoga, treba dokazati da je
∑

cyc
1

(a+b)(a+c) 6 12, odnosno 6(a + b)(b + c)(c + a) > a + b + c, tj.

6abc

(∑
cyc

a

)(∑
cyc

ab

)
> abc

∑
cyc

a + 6a2b2c2.



Me�utim, ponovo, na osnovu AG nejednakosti i nejednakosti u uslovu zadataka dobijamo

16abc
∑

cyc a
∑

cyc ab >
(∑

cyc ab
)2

> 3abc
∑

cyc a, jer je a2b2 + b2c2 + c2a2 > ab2c + abc2 + a2bc, kao i

2abc
∑

cyc a
∑

cyc ab > 18a2b2c2. Sabiraǌem posledǌih nejednakosti dobijamo tvr�eǌe. Oqigledno
je da jednakost va�i akko je a = b = c = 1

4 .

27. (IR 2012) Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je ab + bc + ca = 1, dokazati da je
onda √

3(
√

a +
√

b +
√

c) 6 a
√

a

bc
+

b
√

b

ca
+

c
√

c

ab
.

Kada va�i znak jednakosti?

28. (IR 2011) Na�i najmaǌu mogu�u vrednost realnog broja k takvu da za sve realne brojeve a, b, c
i d va�i √

(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) +
√

(b2 + 1)(c2 + 1)(d2 + 1)

+
√

(c2 + 1)(d2 + 1)(a2 + 1) +
√

(d2 + 1)(a2 + 1)(b2 + 1)

> 2(ab + bc + cd + da + ac + bd)− k.

29. (IR 2009) Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je a + b + c = 3, dokazati da je onda

1
2 + a2 + b2

+
1

2 + b2 + c2
+

1
2 + c2 + a2

6 3
4
.

Kada va�i znak jednakosti?

30. (IR 2008) Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je ab + bc + ca = 1, dokazati da je
onda √

a3 + a +
√

b3 + b +
√

c3 + c > 2
√

a + b + c.

Kada va�i znak jednakosti?

31. (IR 2006) Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi. Dokazati da je

n∑

i,j=1

|xi + xj | > n

n∑

i=1

|xi|.

32. (IR 2005) Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je x1 6 x2 6 . . . 6 xn.
Pretpostavimo da je

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= m i

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
= 1,

i da postoji neko 1 6 i 6 n za koje je xi 6 m. Dokazati da je

n− i > n (m− xi)
2
.

33. (IND 2009) Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je a3 + b3 = c3, dokazati da je onda
a2 + b2 − c2 > 6(c− a)(c− b).

34. (CHN 2001) Ako su a, b i c realni brojevi i F = max
1≤x≤3

|x3−ax2− bx− c|. Na�i najmaǌu mogu�u

vrednost od F .

35. (ROM 2012) Neka je k prirodan broj. Na�i maksimalnu mogu�u vrednost izraza

a3k−1b + b3k−1c + c3k−1a + k2akbkck,

gde su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje je a + b + c = 3k.

36. (ROM 2011) Dati su realni brojevi x, y i z za koje je x + y + z = 0. Dokazati da va�i

x(x + 2)
2x2 + 1

+
y(y + 2)
2y2 + 1

+
z(z + 2)
2z2 + 1

> 0.



37. (HK 2008) Neka su a, b i c du�ine stranica nekog trougla. Na�i sve mogu�e vrednosti
koliqnika

a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
.

38. (MLD 2011) Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je x1 · x2 · · ·xn = 1.
Dokazati da va�i

1
x1(x1 + 1)

+
1

x2(x2 + 1)
+ · · ·+ 1

xn(xn + 1)
> n

2
.

Kada va�i znak jednakosti?

39. (MLD 2010) Dokazati da za svaki realan broj x va�i max{| sin x|, | sin(x + 2010◦)|} > 1√
17
.

40. (MLD 2009) Neka su x, y, z ∈ [ 12 , 2] i a, b i c bilo koja ǌihova permutacija. Dokazati da je
ispuǌeno

60a2 − 1
4xy + 5z

+
60b2 − 1
4yz + 5x

+
60c2 − 1
4zx + 5y

> 12.

41. (MLD 2005) Za pozitivne realne brojeve a, b i c va�i a4 + b4 + c4 = 3. Dokazati da je tada

1
4− bc

+
1

4− ca
+

1
4− ab

6 1.

Kada va�i znak jednakosti?

42. (USA 2010) Neka su ha, hb i hc du�ine visina trougla ABC koje odgovaraju stranicama BC,CA
i AB, redom. Oznaqimo sa P proizvoǉnu taqku unutar tog trougla. Dokazati da je tada

PA

hb + hc
+

PB

ha + hc
+

PC

ha + hb
> 1.

SRE�NO!!!
MK


