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Funkcije generatrise

Funkcija generatrise: Neka je a = (ag,a1,a2,...,an,...) niz realnih brojeva. Funkcija generatrise a(x)

niza a je stepeni red:
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Uopstena binomna teorema: Za proizvoljan realan broj « i proizvoljan prirodan broj k vazi:
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gde je binomni koeficijent definisan sa:
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Neke poznate funkcije generatrisa:
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Operacije sa funkcijama generatrisa:
i (bo,b1,be,...). Tada se mogu definisati sledeée operacije:

Neka su a(z) i b(z) funkcije generatrise za nizove (ag, a1, az, . .

)



Sabiranje nizova: Niz (ag + by, a1 + by, as + ba, ..., an + by, ...) ima funkciju generatrise a(x) + b(x)

MnoZenge niza skalarom: Niz (aag, aar, aasg, ..., qay,...) ima funkciju generatrise aa(x), gde je o € R
Pomerange niza udesno: Niz (0,0,...,0,a9,a1,as2,...) ima funkciju generatrise a(z)z", gde je n € N
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Pomerange niza ulevo: Niz (an, Gpt1, ant2, - -.) ima funkciju generatrise a(z) (a°+alz+aifﬁ tedan12") e
jeneN
Zamena x sa ax: Niz (ag, aar, ’as, ..., a"ay,,...) ima funkciju generatrise a(ax)
Diferenciranje: Niz (a1,2a2,3as, ..., nay,,...) ima funkciju generatrise a’(z)
Integracija: Niz (0,a0, %, %, ..., "=, .. .) ima funkciju generatrise [y a(t)dt

Mnozenje funkcija generatrise: — Proizvod a(z)b(z) je funkcija generatrise za niz (co,c1,co,...), gde je
cn = aoby + a1by—1 + asbp—o + ... + apbo

Particije prirodnih brojeva: Particija m broja n u k delova, gde su n i k prirodni brojevi je familija
m = (ny,ng,...,ng), tako dajen; € Ning+ns+...4+ng=n.

Funkcija generatrise za broj particija: Neka je p, ukupan broj particija broja n. Funkcija generatrise
za niz (p,) je data sa:
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Korektni nizovi zagrada: Korektan niz zagrada se definiSe rekurzivno na sledeéi nag¢in:
(i) Prazan niz zagrada je korektan

(7i) Ako su A i B korektni nizovi zagrada, tada je i niz AB korektan niz

(7i7) Ako je A korektan niz zagrada onda je i (A) korektan niz

(iv) Svaki korektan niz zagrada se moze dobiti konaénom primenom gornjih pravila.

Funkcija generatrise za Katalanove brojeve: Broj korektnih nizova sa n parova zagrada jednak je
L (27:‘), dok je funkcija generatrise data sa:
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Katalanovom broju ¢, =

Metod zmijskog ulja: Neka je data kombinatorna suma S = f(n) koju treba izracunati sa slobodnom
promenljivom n. Neka je F(z) funkcija generatrise niza f(n). Suma S se pomnozi sa z' i sumira se
po n; sada je funkcija generatrise dupla suma: spoljasnja po n, a unutrasnja je suma S. Sledeéi korak je
zamena redosleda sumiranja i nalazenje vrednosti unutrasnje sume po n. Na kraju identifikujemo koeficijente
dobijenog izraza za funkciju generatrise, jer oni predstavljaju vrednost sume S u zavisnosti od n.

Linearna rekurentna jednacina: Linearna rekurentna jednacina reda k je jednacina oblika:
QOln ik + Q1A k-1 + Q20p4k—2 + ... + agan = f(n)

Pocetni uslovi su ag = ¢g,a1 = c1,...,a5-1 = cx—1, gde su cg,c1,...,cr_1 relane konstante. Jednacina je
homogena ako je f(n) = 0. Za funkciju generatrisa A(t) resenja jednacine (a,) vazi:
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Fibonacijevi brojevi: Za Fibonacijev niz Fy =0, F1 =1, Fy,41 = F, + F,—1 vazi:
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1. Nadi funkcije generatrise ako je:
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(i) an= I_Z;— J

(”) ap = & J;:!Hrl

(7i1) anp =3"+n

2. Dokazati da za Fibonacijeve brojeve vazi:

Fopo+1=F+F+...+F,

Foi1 = (g) + ("Il> oo+ (n IgLJgJ>

3. Resiti rekurentne jednacine i naé¢i funkcije generatrisa:
(i) ap=0, any1 =2a,+n

(ii) ap=2, a1 =0, ag = =2, apy3 = 6ap+2 — 1lap41 + 6a,
(#i1) ap =0, a1 =0, apy2 — 6ap+1 +9a, =2" +n
(iv) agp=0, a; =2, apyo +4apnt1 +8a, =0
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4. Dokazati identitet:

5. Dokazati identitet:

6. [Morijati] Da dato n i p izra¢unati:
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8. Za prirodan broj n odrediti sumu:

()= 6)+ 6) =)

9. [Savezno 2001, modifikacija] Naéi broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a, b, ¢, d tako da slovo a nikad
nije susedno slovu b.

7. Dokazati identitet:

10. Nadi funkciju generatrise i broj nacina na koji se moze u potpunosti prekriti pravougaonik dimenzija
n X 2 pomocu delova koji mogu da se rotiraju, ali ne i preklapaju:

(i) Kvadrat 1 x 11 L figura sa 3 polja

(ii) Pravougaonik 1 x 2 i L figura sa 3 polja.

11. Odrediti broj razlicitih rastuéih puteva u celobrojnoj mrezi od (0,0) do (n,n), koji nikada ne idu iznad
prave y = x. Put je rastuéi ako ide samo nagore ili nadesno.

12. Odrediti broj razli¢itih triangulacija konveksnog (n + 2)-tougla, pomoéu n — 1 dijagonala koje nemaju
zajednickih tacaka u unutrasnjosti mnogougla.

13. Ispred blagajne ¢eka u redu m+n ljudi koji zele da kupe kartu za predstavu. Karta kosta 50 dinara, m
ljudi ima nové¢anicu od 50 dinara, a n ljudi ima novcéanicu od 100 dinara i vazi m > n. Na koliko nacina se
ljudi mogu poredjati u niz prilikom kupovine karata, tako da niko ne ¢eka kusur, ako u blagajni na pocetku
nema novaca?



14. [Erdos| Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj njegovih particija na neparne delove jednak broju
njegovih particija na razlic¢ite delove.
15. [Putnam 1999] Posmatrajmo razvoj
1 o
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Dokazati da je a2 + a2 = agno.

16. [Putnam 2000] Neka je Sy konacan skup prirodnih brojeva. Definisimo skupove Sp,S2, ... induktivno
na sledeéi nac¢in: prirodan broj a je u Sp,+1 ako i samo ako je ta¢no jedan od a — 1 ili @ u §,. Dokazati da
postoji beskonaéno mnogo brojeva N za koje je Sy = SoU{N +a:a € Sp}.

17. [IMC 2003] Neka je niz (an)nen definisan na sledeéi nacin:
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Nagéi grani¢nu vrednost:

18. Dat je niz: f1 =1, fon = fn, font1 = fn + fn+1. Dokazati da za funkciju generatrise niza (fy)nen,
vazi

F(z) = (14 z 4 2*)F(z?)
19. [Predlog IMO 1998] Neka je ap < a1 < ag < ..., rastuéi niz prirodnih brojeva, tako da je svaki
prirodan broj moZe na jedinstven nacin da se prikaze u obliku a; + 2a; + 4ay, gde su indeksi 4, j, k ne
obavezno razli¢iti. Odrediti asgos.

20.  [Turnir gradova 1981] Posmatrajmo sve kvadrati¢e (x,y) u celobrojnoj beskona¢noj mrezi, gde se
koordinate posmatraju u levom donjem uglu. Obelezimo polja (0,0), (1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2). Ako je
na polju (z,y) Zeton, a polja (z + 1,y) i (x,y + 1) su slobodna, tada je dozvoljeno ukloniti zeton sa (x,y)
i staviti po jedan Zeton na polja (z 4+ 1,y) i (z,y + 1). Da li je moguce ukloniti sve zetone sa obelezenih
kvadratica, ako

(i) sva obelezena polja sadrze Zeton

(7i) Zeton se nalazi samo na polju (0,0)?

21. Pretpostavimo da za neko n postoje nizovi prirodnih brojeva aq,as,...,a, i by, bo, ..., by, takvi da su
sume a; + ag,a1 + a3, ..., 0p—1 + ap i by + ba, b1 + b3, ..., b1 + b, identicne do na permutaciju. Dokazati
da je n stepen dvojke.

22. [Predlog Republicko 2005] Neka je 1 = 29 = 11 zpyo = 22441 + 82, — 1, za n > 1. Dokazati da je
potpun kvadrat.

23. [IMO 1995] Neka je p neparan prost broj. Naéi broj p elementnih podskupova A skupa {1,2,3,...,2p},
tako da je suma elemenata u A deljiva sa p.

24. [Putnam 1991] Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je
P .
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25.  Za dati prirodan broj n dokazati da je ukupan broj nenegativnih celih resenja slede¢ih jednacina
jednak n 4+ 1:
rT+2y=n

20 +3y=n—-1

(n+1)z+(n+2)y=0



