Pripreme za savezno takmicenje iz matematike predavac: Aleksandar Ili¢

Nejednakosti

Nejednakost trougla: Za proizvoljne realne brojeve x1, o, ..., T, vazi:
|z1 + 2o+ .. x| < x|+ |z + .o+ 2]

Bernoulli: Zax >-1ia>1vazi (1+2)*>1+ ax.

Cauchy - Schwartz: Za realne brojeve x; i y;, i = 1,n vazi:

(54) (54) (5]

Jednakost vazi akko & = %2 — | = In
Y1 Y2 Yn

Holder: Ako za pozitivne brojeve p i g vazi % + % = 1, tada za svaki par n-torki realnih brojeva x; i y;
vazi:

Z|$iyi| < <Z |$i\p> <Z |yi|q>
i=1 i=1 i=1
1P _ xoP

v P
Jednakost vazi akko Hz = 220 = | = Ino,
v Y2 Yn

Minkowsky: Nekajep>1ix; € Riy; € Rzai=1,n. Tada vazi:

Sz +wlP ] < (D] |al? > lwil?
i=1 i—1 i—1

2 — Zn

Jednakost vazi akko & = . .
Y1 Y2 Yn

Jensen: Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna i ) iy N\ =1, \; > 01ix; € (a,b) tada vazi:

n

Yo Aif (i) = F(O Nia).

=1 =1

Funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) ako za svako par brojeva x,y € (a,b) vazi M > f(:%y),
sto je ekvivalentno sa uslovom (Vz € (a,b))(f”(z) > 0). Ako je funkcija f strogo konveksna, tada jednakost
vazi akko su svi x; medjusobno jednaki ili su svi A; sem jednog jednaki 0.

Cebisev: Ukoliko realni brojevi ;, i, i = 1, n zadovoljavaju uslov: 2y < x2 < ... < zpiy1 <92 < ... <y
tada vazi:

n n n n
nzxiynﬂ—i < (Z ﬂfz)(z Yi) < nzﬂ?zyz
i=1 i=1 i=1 i=1
Jednakost vazi akko x1 =20 = ... =z, liy1 =y2 = ... = yp.

Nejednakosti izmedju sredina: Neka je za k € R\ {0}, sredina k-tog reda:

k k k
7y +x5+ ...+
My (z1,z2,...,2y) = ( L 2 ")

=

n



M rastuca funkcija po k, odnosno k > [ = M > M;. Specijalno M_; je harmonijska, M; je aritmeticka,

Ms kvadratna, a lim,_,g M, geometrijska sredina brojeva x1,xa,...,2,. Zbog toga vazi nejednakost medju
sredinama My > M7 > My > M_1. Jednakost vazi akko x1 = 29 = ... = z,,.
n
Tezinska AG nejednakost: Za pozitivne brojeve «a; za koje vazi Y «; = 1, nejednakost izmedju
i=1

aritmeticke i geometrijske sredine glasi:
n n
>_ a2 [T
i=1 i=1

Jednakost vazi akko su svi x; medjusobno jednaki ili su svi a; sem jednog jednaki 0.

Muirhead: Za niz realnih brojeva a = (a1, ag, ..., ay,) Definise se funkcija T' sa n promenljivih:

_ Ar(1) , An(2) Ar(n)
Ta(ajl,xQ,...,wn)—le Ty Ty
™

gde se sumiranje vrsi po svim permutacijama 7 skupa {1,2,...,n}. Ukoliko za dva niza realnih brojeva a i
bvazi: Y8 1a; > bizak=1,2...,n—11Y" a; = >, b;, tada vazi za sve n-torke nenegativnih
brojeva i nejednakost:

To(x1, 22, .., xy) > Ty(x1, 22, ..., Ty)

Jednakost vazi akko su a i b identi¢ni ili kada je x1 =290 = ... = x,,.

Schur: Za nenegativne realne brojeve z;, i = 1,n i k € R vaii:
l‘lf(l‘l—l'g)(l'l—l'g) o (xp—xn) + xlg(:ng—ﬂvl)(:vg—:rg) s (xg—xp) . F xﬁ(xn—xl)(xn—xg) s (Xp—Tp-1) >0
Jednakost vazi akko je x1 = x2 = ... = x,,.

Karamata: Niz (21, s, ...2,) majorira niz (y1,ys, ... yn) ako vazi ¥ 1 a; > K  bjzak=1,2,...,n—1
i> % a; =Y i1 bi. To je neophodan i dovoljan uslov da za svaku konveksnu funkciju vazi:

flx) + flze) +. oo+ f@n) = fly) + fy2) + -+ f(yn)
Euler: Za nizove realnih brojeva {a,}nen 1 {bn}nen definisane sa a,, = (1 + %)n ib, = (1 + ﬁ)n vazi:
a<ap<..<a,<...<e<...<b,<...<by

Zadaci:

1. Dokazati da je n € N ispunjeno:
— + 5+ > {/(nh)?
2. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vazi:
abe(ab + be + ac) < a®b? + b3c% 4 Pa?
Kada vazi znak jednakosti?
3. Dokazati da za Fibonagcijeve brojeve definisane sa Fy = Fy =11 Fj,41 = F,, + F,,—1 vazi:
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4. Dokazati da je:

1 1 1
+o+ <3

: 1 1 1
1+ 142 + 14243 +... 14-2+...4+2000

S=1+ 1 I I

5. Dokazati da za nenegativne realne brojeve ay,as,...,a, i b1,bs, ..., b, vazi:

V(al+b1)(a2+b2)-...~(an+bn)Z Yaiag ... ap+ Vbiby ... by

6. Ako za n realnih brojeva x1, 29, ..., 7, vazi > i x; = 01 31", 22 = 1, onda postoje indeksi i, j za koje

vazl rirj < —%.

2 2
7. Akojea,b>01ia+b=1, dokazati da je (a+%> —i—(b—i—%) Z%.
8. Neka su a,b, ¢, d nenegativni realni brojevi ¢ija je suma 1. Dokazati nejednakost:

1 176abed
< — -
abe + bed + cda + dac < o + o

9. Dokazati da za pozitivne realne brojeve z,y, z vazi nejednakost:

1 1 1 9
(”C“y””)'(my)? ED <z+x>2> 1

10. Ako je za pozitivne brojeve a, b, ¢ vazi abc = 1 tada je:

ab N be . ca <1
ad+b4+ab V5W+AB+be A+ad+ca

11. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi, takvi da je a+b+c > abe. Dokazati da je a® 4 b%+¢? > abcy/3.

12. Neka su rq,79,...,7, realni brojevi ne manji od 1. Dokazati nejednakost:

n
1 n
>
:1Ti+1_1+ \n/ ;‘1:17’7;

13. U trouglu ABC a, bi c su stranice, a S povrsina trougla. Dokazati nejednakost Finsler - Hadviger:

(2

2(ab + be + ac) — (a® + b* + ) > 438
Kada vazi znak jednakosti?

14. Data je tacka P unutar trougla ABC. Sa v,, vp, V. 0zna¢imo rastojanja tacke P od pravih BC, CA,
AB, asa Lg, Ly, L. rastojanja tacke P od tacaka A, B, C redom. Tada vazi nejednakost Erdo§ - Mordel:

Lo+ Ly+ L. > 2(Ua+vb+vc)
15. Dokazati da za pozitivne realne brojeve vazi nejednakost:

27[(x + y)(y + 2)(z + 2))* = 64ayz(z +y + 2)°

e s . S . .. 1 1 1 o .
16.. Neka su z1,xs,...,T, pozitivni realni brojevi za koje vazi Ty T 10 T T 15, — 1. Dokazati
nejednakost:

17. Dat je niz realnih brojeva a1 > ao > ... > a, > apy1 = 0. Dokazati nejednakost:

i ap < z”: VE(Var — /aki1)
\ k=1 k=1

1 1 1
VI + T2+ 4 an(n—1)<—|—+...+ )



18. Nadi najvedi realan broj A takav da za sve pozitivne realne x, y, z vazi:
x Y z
+ + > A
\/yQ _|_Z2 \/$2+Z2 /«T2+y2
19. Ako su p i g nenegativni realni brojevi i p 4+ ¢ = 1. Dokazati da za sve prirodne brojeve n i m vazi:
(1 _pm)n + (1 _ qn)m > 1
20. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi, takvi da je x +y + z > 1. Dokazati nejednakost:
T\/T N Yy N 2z S ﬁ
y+z zx4+z x+y - 2
21. Neka su x1,x9,...,x, pozitivni realni brojevi sa sumom jednakom 1. Dokazati da vazi:
n
€T; n
St
Pt 2—ux; 2n—1
22. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi ¢iji je proizvod 1, dokazati:
1 n 1 n 1 S 3
adlb+ec) a*(a+c) Ala+d) 2
Kada vazi znak jednakosti?
23. Realni brojevi z1, z9, ..., x, zadovoljavaju uslove: z; € R, x; > —1, > mf’ = 0. Dokazati da tada
vazi: Y x; < F
24. Neka realni brojevi x1,xa, ..., x, zadovoljavaju x;1; < x; + x; za sve 7, j < n. Dokazati nejednakost:
x x T
n+=2+2 4+ >y,
2 3 n
25. Neka je s suma n pozitivnih realnih brojeva x1, xo, ..., x, Dokazati da je:

n

Z(s — ;)% >n—1

i=1

26. Dokazati da za svaku trojku realnih brojeva (z,y, z) za koju je 22 + y? + 22 = 2 vazi nejednakost:

r+y+z<2+xyz

Kada vazi znak jednakosti?

27. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x1, 2, ..., xg, gde je k > 3, vazi:
SR ST B
T +x9 x1+ T3 Trp—1+ 21
Da li 2 moze da se zameni ve¢im brojem?
28. Neka su x1,z9,...,x, razli¢iti prirodni brojevi. Odrediti kada vazi jednakost i dokazati:
2n+1

2+ rt 4. x> (r1+ 22+ ...+ xp)

29. Neka su n € N. Dokazati da je:

3n

8
Z|sinkz| > on
5

k=1

30. Neka su x,y, z realni brojevi veéi od 1 i vazi: % + % + % = 2. Dokazati da onda vazi nejednakost:

Vitytz>Vr—1+y—1+vz—-1



