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RAZNI ZADACI 1Z ALGEBRE

1. (BMO 2002, predlog) Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi, takvi da je z + y + z > 1. Dokazati da je
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2. (IMO 1998, predlog) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje je abc = 1. Dokazati da je
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3. (IMO 2002, predlog) Neka je (ay) niz realnih brojeva iz intervala [0, c] takav da vazi |a; — a;| > L a svaki par
tTJ

medusobno razli¢itih prirodnih brojeva (i, 7). Dokazati da je ¢ > 1.

4. Neka su z, v, z pozitivni realni brojevi za koje vazi  + y + z = 1. Dokazati da je 22y + y?z + 22z < A

5. Neka su z,, z pozitivni realni brojevi takvi da je z* + y* + z* = 1. Odrediti minimum izraza
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6. Neka su a, b, ¢ pozitivni relani brojevi. Dokazati nejednakost
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7. (IMO 2003, 5 zad) Neka je n prirodan broj i 1, s, -, x, realni brojevi takvi da je z1 < zg < -+ < x,,.

(a) Dokazati da je
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(b) Dokazati da nejednakost vazi ako i samo ako je 1, xa, - - -, x, aritmeticka progresija.

8. (BMO 1998) Neka je n prirodan broj i 0 < a; < az < ... < ag,41 realni brojevi. Dokazati nejednakost

ar — Jaz + a3z — ... — Yag, + Yagp41 < {/al —az+as—...— azp + A2p41.

9. (Interno 2000) Dat je niz () pozitivnih realnih brojeva takav da je x;1; < x; + x; za sve 4,j € N.

(a) Dokazati da za n < m vazi
m(m + 1)
1+ 2o+ ...+ Ty > Txn

(b) Ako je (x,) uz to jos i neopadajuéi, dokazati da za n > m vazi i

1 2 m n
—F =4+ —<m-—.
I i) Tm In

10. (Kvant M730) Niz je zadat sa a1 =01 agpt1 = top =1 — ap.

(a) Dokazati da za beskona¢no mnogo n vazi a, = g
(b) Da li postoji n takav da je |a, — n| > 1982.
(¢) Dokazati da je lim n _ 10
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11. Neka je a; = 1,a0 =21 apny1 = 1 +ajaz---an_1 + (a1as - - a,_1)?, za sve n > 2. Dokazati da je

1 1 1
— 4+ — 4. +—<3
aq a9 QA



12. Dokazati da ne postoji niz (a,) prirodnih brojeva takav da je a,, = api1a,—1 — a?.
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13. (IMO 1989, predlog) Niz xg, 21, Z2, . .. realnih brojeva definisan je sa o = 1989 i za svakon > 1sa x, = ——— k.
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14. (IMO 1983, predlog) Neka je a prirodan broj i (a,) niz definisan sa:

ap =0, ani1 = ala, +1) + (a+ Day, + 2v/a(a + Dan(a, +1).
Dokazati da je za sve prirodne brojeve n i a,, prirodan.
15. Niz {2z, }n>1 zadat je sa x1 = x2 = 1, 42 = 142,41 — 2, — 1. Dokazati da je svaki ¢lan ovog niza potpun kvadrat.
16. (Putnam 1999) Niz {a, },>1 definisan je sa a1 =1, az = 2, a3 = 24 i za svako n > 4,
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17. (BMO 2002) Nadi sve funkcije f : N — N, takve da je za svako n € N ispunjeno 2n+2001 < f(f(n))+ f(n) < 2n+2002.

18. Neka su a i b prirodni brojevi razli¢iti od 1, a (z,,) niz zadat sa o = 0,27 =11

o — § @Tn-1—Tp_2, 7 neparan
" bT,_1 — Tp—2, 7 paran
Dokazati da je proizvod proizvoljnih k uzastopnih ¢lanova niza deljiv sa x12s - - - .

19. (Rumunija 2004) Neka su m i n prirodni brojevi i neka je m neparan. Dokazati da je broj

m
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ceo za svaki prirodan broj m.
20. (BMO 1996) Dokazati da postoji podskup A skupa {1,2,3,...,29 — 1} koji ima sledeéa svojstva:
(a) 1€ Ai219% —1¢ 4;
(b) svaki element iz A \ {1} je zbir dva (ne obavezno razlicita) elementa iz A;

(¢) A nema vise od 2012 elemenata.

21. Dati su celi brojvi a, boby, . . ., by, m, takvi da je broj f(n) = a™ + by +bin+ ...+ byn* deljivsa m zasve 1 <n < k+2.
Dokazati da m deli f(n) za sve n € N.

22. Da li postoji funkcija f : N — N takva da za svaki prirodan broj n vazi:
f(f(n=1)) = f(n+1) = f(n)?

23. Odrediti sve funkcije f : R — R takve da je za svaka dva realna broja x,y ispunjeno f(f(z) +vy) = f(2% —y) +4f(2)y.
24. (SAD 2000) Dokazati da ne postoji funkcija f : R — R takva da je za svaka dva realna broja z,y ispunjeno

o) + 1 Zf<x;y) N

25. (Vietnam 2005) Odrediti sve funkcije f : R — R koje zadovoljavaju jednakost f(f(z—v)) = f(z)f(y)— f(z)+ f (y) —zy.

26. (Vietnam 2004) Odrediti sve vrednosti realnog koeficijenta a za koje postoji tacno jedna funkcija f : R — R koja
zadovoljava jednakost

f@®+y+fy)=f@)+a-y
27. Naéi sve funkcije f: Q — Q za koje je f(zxy) = f(x)f(y) — f(z +y) + 1. Uraditi isti zadatak u slucaju da je f : R — R.

28. (IMO 2000, predlog) Odrediti sve parove funkcija f : R — R i g: R — R takve da je za svaka dva realna broja z,y
ispunjeno

flx+g(y) =xf(y) —yf(x) + g(x).
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