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Nejednakosti
Milivoje Luki�

Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi, i neka je r realan broj. Tada je
sredina reda r brojeva a1, a2, . . . , an

Mr(a1, a2, . . . , an) = r

√
ar
1 + ar

2 + . . . + ar
n

n
za r 6= 0,

M0(a1, a2, . . . , an) = n
√

a1a2 . . . an

Posebno istaknimo aritmetiqku sredinu kao sredinu reda r = 1, kvadratnu kao sred-
inu reda r = 2, geometrijsku kao sredinu reda r = 0 i harmonijsku kao sredinu reda
r = −1.

Nejednakost sredina Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi, i r i s realni
brojevi takvi da je r < s. Tada va�i

Mr(a1, a2, . . . , an) ≤ Ms(a1, a2, . . . , an)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = . . . = an.
Koxi-Xvarcova nejednakost Za sve realne brojeve x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn va�i(

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

) (
y2
1 + y2

2 + . . . + y2
n

)
≥ (x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn)2

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako su nizovi (xi)n
i=1 i (yi)n

i=1 proporcionalni, to jest
ako i samo ako postoje realni brojevi α i β takvi da je αxi = βyi za sve i = 1, 2, . . . , n.

Qebixevǉeva nejednakost Ako je x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn i y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn, onda je

(x1 + x2 + . . . + xn) (y1 + y2 + . . . + yn) ≤ n (x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x1 = x2 = . . . = xn ili y1 = y2 = . . . = yn.

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i

1√
n

<
√

n + 1−
√

n− 1 .

2. Dokazati da za sve pozitivne brojeve a, b, c takve da je a + b > c, i svaki prirodan
broj n, va�i n

√
a + n

√
b > n

√
c.

3. Dokazati da za svako r ∈ R i bilo koje pozitivne realne brojeve a1, a2,. . . , an va�i

min{a1, a2, . . . , an} ≤ Mr(a1, a2, . . . , an) ≤ max{a1, a2, . . . , an}.

4. Dokazati da za sve a, b, c > 0 va�i a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

5. Dokazati da za sve a, b, c > 0 va�i bc/a + ac/b + ab/c ≥ a + b + c.

6. Dokazati da za sve a, b, c > 0 va�i a3 + b3 + c3 ≥ a2b + b2c + c2a.

7. Dokazati da za sve a, b, c > 0 va�i a4 + b4 + c4 ≥ abc(a + b + c).

8. Dokazati da za sve a, b, c, d ≥ 0 va�i√
(a + b)(c + d) +

√
(a + c)(b + d) +

√
(a + d)(b + c) ≥ 6 4

√
abcd .
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9. Dokazati da za sve x, y > 0 va�i x/(x4 + y2) + y/(y4 + x2) ≤ 1/(xy).

10. Dokazati da va�i (a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) ≤ abc ako su:

(a) a, b, c stranice trougla;

(b) a, b, c proizvoǉni pozitivni realni brojevi.

11. Dokazati da ako za pozitivne x, y va�i 2x + 4y = 1, onda va�i x2 + y2 ≥ 1/20.

12. Neka su a, b, c du�ine stranica trougla. Dokazati da je
√

a + b− c +
√

b + c− a +
√

c + a− b ≤
√

a +
√

b +
√

c .

13. Dokazati: ako je x2 + y2 + z2 = 1 i u2 + v2 + w2 = 1, onda |xu + yv + zw| ≤ 1.

14. Dokazati da je za sve pozitivne realne brojeve x, y, z

x

y + z
+

y

x + z
+

z

x + y
≥ 3

2
.

15. Neka su a, b, c, d ≥ 0 takvi da je ab + bc + cd + da = 1. Dokazati da je

a3

b + c + d
+

b3

a + c + d
+

c3

a + b + d
+

d3

a + b + c
≥ 1

3
.

16. Dokazati da za a, b, c, d > 0 va�i

a

b + c
+

b

c + d
+

c

d + a
+

d

a + b
≥ 2 .

17. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c, d va�i

a

b + 2c + 3d
+

b

c + 2d + 3a
+

c

d + 2a + 3b
+

d

a + 2b + 3c
≥ 2

3
.

18. Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

a2
1

a1 + a2
+

a2
2

a2 + a3
+ . . . +

a2
n

an + a1
≥ a1 + a2 + . . . + an

2
.

19. Neka je x, y, z > 1 i 1/x + 1/y + 1/z = 2. Dokazati da je
√

x + y + z ≥
√

x− 1 +
√

y − 1 +
√

z − 1 .

20. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a i b, i sve prirodne n va�i(
1 +

a

b

)n

+
(

1 +
b

a

)n

≥ 2n+1.

21. Dokazati da za sve p, q > 0 takve da p + q = 1 va�i(
p +

1
p

)2

+
(

q +
1
q

)2

≥ 25
2

.

22. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost izraza (x + y)(x + z), ako su x, y, z > 0 i

xyz(x + y + z) = 1.

23. Ako za brojeve a, b, c va�i

a2

a + b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ c2

a + b
+

a2

b + c
+

b2

a + c
≥ b2

a + b
+

c2

b + c
+

a2

c + a
,

dokazati da je a = b = c.

24. (IMO2000.2) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi, takvi da je abc = 1. Dokazati
da je (

a− 1 +
1
b

) (
b− 1 +

1
c

) (
c− 1 +

1
a

)
≤ 1 .
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