ITPUTIIPEME ABAJIA - HEJEJHAKOCTU (BUIIIM HNUBO)

BEOTI'PA I 07.02.2013.
ITIPEJTABAY: Musman Kae:xxesuh

1. (CMO 2008) Heka cy a,b u ¢ mo3utuBHu peasnu GpojeBu 3a koje je a + b+ c = 1, nokazaru na je

a—bc+b—ca+c—ab <§
a+bc b4+ca c+ab 2

Kana Basku 3Hak je qHAKOCTU!

Pememe: Ouurienuo je
a—bc 2bc

a+bc (1-0b)(1—-c¢)
Canubo ypaauMo U 3a OCTaJie Pa3jOMKe Ha JIeBOj CTpPaHM HejeqHAaKOCTH. KonauHOo, mobujamMo eKBUBa-
JICHTHY HejeITHAKOCT

2bc 2ca 2ab S 3
I—0i-0 0-al-a -ai=p~2

OIHOCHO, cpebhuBamem m3pasa

w

4(bc + ca + ab — 3abe) = 3(bc+ca+ab+1—a—b— c— abe).

Kako je a + b+ c =1, nocienma HejenHaxkocT je ekBuBaJjeHTHA ca ab + bc + ca > 9abe, omrOCHO

1 1 1
-+-4+-29,
a b ¢

oITo je TpI/IBI/Ija,J'IHa II0CJIe a1 a Heje,ﬂHaHOCTI/I I/I3Meby XapMOHI/IjCHe n apuTMEeTU4YKe CpeauHe. Je,HHaROCT

BasKU AKKO je a =b=c= —.

3

2. (IMO short list 2008) Hera cy a,b,c u d nosutusau peasnu 6pojesu Taksu na je abed =1 ma+ b+
a c

b
c+d>—-+4+ -4+ -+ —. lokasaru na je
b ¢ d a
b ¢ d a
atbte+d<—+-+-+-.
a b ¢ d

3. Hexka je S cpemumre ynucane kpyskuune tpoyriaa ABC u HeKa Cy 71,7y U r3 PEIOM IIOJLYTPEUHUIIN
KpYy:KHUIA ommcaHux oko TpoyrioBa ABS, BCS u CAS. Ilokaszatu na je Tana

4. (HK 2005) Hera cy a,b, c u d no3utusHu peannu 6pojeBu Taksu na je a+b+c+d = 1. Iokasatu na
je

1

6(a® + b+ + d*) >a2+b2+62—|—d2—|—§.

Pememe: Kako je a+b+c+d =1 10 je Ha ocHoBy Kommu-IlIBaprnoBe HejenHAKOCTM NpPUMEHCHE HA
sekrope (1,1,1,1) u (a,b, ¢, d) ucnymeno

da*+ P+ +d*) = (a+b+ct+d?=1.

Hegra je t = a® +b* + ¢® + d* (xacmmje he mam TpebaTm).
IIpumenyjyhu monoBo Komu-IIIBapiioBy HejeaHAKOCT, OBOT IIyTa Ha BEKTOPE

(\/a, \/57 \/Ev \/&) u (\/(;7 \/bizja \/57 \/did)a



nobujamMo
AP +E B =(a+b+tet+d)(a®+03 4+ +d%) = (a® + b2+ 2+ d?)?,
ma je 3aTO JMOBOJLHO NOKA3aTU N4 j€
1

62—t — - >0,
8

rae je t = a® + b% + 2 + d?. MebyTuw,
, 11

ma Kako je 4t > 1, HejeIHAKOCT TPUBHUjaJHO cienu. I[IpoBepuTu Kama BaKU 3HAK jeTHAKOCTU!

2010 2010
5. Hera cy a1,b1,a9,bs, ..., a2010,b2010 TPOU3BOBHU peaASHU OPOjeBU TAKBU 14 je Z ai = Z b% =1m
k=1 k=1
2010
Z arbry = 0. Ilokazartu ma je
k=1
2010 2010
O ar)* + (O bi)® < 2010.
k=1 k=1
: . 1 a?
6. (ROM 2003) Hera je (an)n>1 HU3 peasHux OpojeBa 3amar ca a; = ok An+1 = T n €N
= a2 — ap
HoxazaTu na 3a ceako n € N Basku a1 +as + ... +a, < 1. "
. 1 . 9 .
Pememe: Heka je b, = —. 3 ycnoBa 3anaTka HanasuMo na je taga b,y =b; — b, +1, ma je
an
IIpumewnyjyhu nperxonmuny penamujy #Ha by,b,_1,...,be mobujamo ma je byy1 = bybyp—1...01 + 1, jep je
by =2. Cana je
+az+...+ ! + ! +..+ !
a1 +ag+...+a,=—+—+...+ —
! ? " bl b2 bn
biby by’
jep je
1 1 1

bo  bibyo-bp1 biba-eby
Hakne, a; +as + ...+ a, <1, jep je cBaku winan wusa (b,) mo3uTUBAH.

7. (ROM 2003) Heka je P raura y yHyTpammoctu tpoyriaa ABC, /ZBAC = 60°, raksa na je PA =1,
PB =2 u PC =3. Hahu makcumanny morhy mospmuny tpoyriaa ABC.

8. (TUR 2008) Hera momunom p(x) = 23 — ax? + bz — ¢ uMa Tpu mO3UTUBHA peasHa KopeHa. OapeamTn

MUHUMAJIHY BPEIHOCT U3pa3a
l+a+b+c ¢

20 +b+3 b’

9. (TUR 2007) Hera cy a,b u ¢ no3urusam peassu 6pojesu 3a kKoje je a + b+ ¢ =1, norasaru na je

1 1 1 1
> .
ab+202+20+bc+2a2+2a+ac+2b2+2b ab 4+ bc + ac

Kana Basku 3Hak jemmaxkocTu?

Pememe: Ouuriento je
1 ab

= )
ab+2c?2+2¢~ (ab+ be + ca)?

jep je mocienme eKBUBAJIEHTHO Ca

(ab+ ca + be)? > ablab + 2¢* + 2¢),



Tj.
: a’b? + b2® 4 *a® 4 2abe > ab(ab 4 2¢ + 2¢),
jep je a+b+c=1. Mebyrum, cpebuBamem mocienme Heje THAKOCTH JOOUjaMO €KBUBAJIEHTHY HEjeIHAKOCT
22 + b2 > 2ab?,
KOja je TauyHa Ha OCHOBY HejeqHAKOCTH m3MeDy apuTMeTwdke U TeOMETPUjCKe CPEeAUHE.

10. (USA 2009) okazaTtu Oa 3a HO3UTHUBHE peajiHe ODOjeBe T,y U Z BAKU

PP+ 22+ (P + 2%+ 22 (2% + 7)) > ayzley(a +y)? 4 yz(y + 2)% + za(z + o))

1
11. (USA 2001) Hexa je (ap)n>0 HU3 peannux GpojeBa TakaB Ha je Gni1 = a2 + ARk > 0. Ilorasaru na
je /anys 2 a72%5, 3an = 5.

12. Heka cy a,b u ¢ mysxune crpanuna BC,CA u AB, penom, tpoyraa ABC, R moJynpedHk omucane
KPY*KHUIIE OKO TOT TPOyrJya u P Mpom3BOJLHA TAUKa YHyTap TOT Tpoyria. JlokasaTu HejenHaKOoCT

PA PB PC
a2 o2 2 > R'

13. Heka cy a,b u ¢ mo3utuBHu peasru OpojeBu. Oapemutu k Tako na Bayku

C k4 ) —) > w+;

k
( +b—l—c c+a a+b

).

14. Iokasatu ma 3a peasne 0pojese x,y, z € [1,2] Baxku HejeqHAKOCT

1 1 1 T z
(x+y+2)(=+—+-)=6( +—2 4
r Yy z Yy+z z4+x T+Y

).

15. Hexka cy a,b,c > 0 TakBu na je ab+ ac + bc = 1. Ilorkazatu na je

Va3 +a+ VB +b+VA+ce=2Va+b+c

16. (IR 2006) Hera je ABC owmrpoyrau tpoyrao, D, E u F nomHo:kja BUCHHA TOT TPOyILJIa KOja OArO-
Bapajy crpanunama BC, CA u AB, pemom. Axo cy P,(Q u R npeceune Tauke HOpPMAJa MOBYYEHUX U3
ravaka A, B u C, penom, na EF, FD u DE, nokazatu na je 2(PQ + QR+ RP) > DE+ EF + FD.

17. Hera cy z,y U z HO3UTUBHU DeaiHH OpOjeBM TakBU Ha je /T + /Y + /z = 1. IlokasaTu ma je

x2+yz " y2—|—za: 22+xy
V222(y+2) 22z +12)  (/223(x

18. Heka cy a,b u ¢ nosurusuu peasru O6pojeBu TaksBu ma je abc = 8. Ilorazaru ma je

a? b2 2 4

V(I +a3)(1+b3) * VI 463 (1 +c?) " VI +3)(1+a3) g 3

19. (IMO short list 2006) Herka cy a,b u ¢ nyskune crpaHuna HeKor Tpoyria. Jlokazaru na Basku

HEjeTHAKOCT
vVb+c—a n ve+a—b n va+b—c <3
Vbt ve—va Vet a—vh o JatvVh— e o

Kana Basku 3Hak jemmarkocTu?

vat+b—c

Pememe: 36or cumerpuje, mpermocTtaBuMo na je a = b > c¢. Ouurienso je ARV < 1, jep je
Va+b—c— Ja=ath=d=a < = Vb—/c. Ca npyre crpame, Bamu u —Ytc=a_ 4 veta=b_ 9

Vatb—ctva = f+f Votve—va | Veryva—vh



3ancTa, ako 03HAUMMO ca u = \/a + Vb uoca v = Va — Vb, Taza je uv = a — b, ma mociemmba Hejel-

HAKOCT HOCTaje V\/CE__%}“ + V\/C;Z)” < 2. Mebyrum, npumenom Komm-IIIBaprose HejeIHAKOCTU Ha BEKTOpE

(e ey

\/\/12_1} , \/\;_H)) nobujaMo

Ve Vet
Ve—uv  ye+uw c—uv  c+uv 1 1
(—F=—+ < (—=—+ =+ )
Ve—wv Vet Ve—v o Vetv i We—v o ye+w
2 _ 2 2 _ 9.2
_ ¢ Veuw ¢ —2cv <4

(c—v2)2 = (c—02)2 7

jep je u > 2y/c. AmanmsoM mpeTXOIHUX HEjeMHAKOCTH JIAKO Ce No0Uuja ma je THAKOCT BAKM aKKO je TPOYTao
jemHaKOCTpaHUYAH.

20. (IMO short list 2006) Onpemuru vHajmamu 6poj M > 0 TakaB na HejeqHAKOCT
lab(a® — b%) + be(b* — ¢2) + ca(c® — a?)| < M(a® + b* + ¢)?
Ba)kU 3a CBe peaJiine 6pojese a,b u c.

21. (IMO short list 2010) 3a mosurusze 6pojese a,b,c,d,e u f Baxu a < b < c<d < e < f. Axro je
s=a+c+eut=>b+d+ f, norkazaru ma je oHOA

25t > \/3(s + t)(s(bd + bf + df) + t(ac + ae + ce)).

22. (IMO short list 2011) Hexa cy a,b u ¢ no3utusar peannu 6pojesu 3a koje je min(a+b, b+c,ct+a) > /2
u a® +b? + 2 = 3. IlokaszaTtu na je

a n b L c S 3
(b+c—a)2  (c+a—0)2 (a+b—1c)? = (abc)?’

23. (IMO short list 2009) Ilara je ¢pyurmuja f: R — R. IHokazaru na ce mory Haliu peasnu 6pojeBu
M Yy TAKBU A j€

flx—=f) >yf(x)+z.

24. (IMO short list 2007) Hexka cy ay,as,...,a100 HEHETATUBHNA peaHn OPOjeBM 3a Koje Baxu a3 + a3 +
...+ a2y =1. IokazaTu na je UCHyHEHO

2 2 2 12
ai-az+as-az+...+ajgy a1 < 25
25. (VN 2011 - usmemeno) Peannu GpojeBu x1,Ts,...,T3013 38 KOje BaKU T = Tg = ... = L2013

3aI0BOJbABAjY CUCTEM

x1 +xy + -+ + 22013 = 0,
T+ x5 4+ 25,3 = 2012 - 2013.
Hahwu majmamy u majBehy Bpemnoct 36upa S = x1 + x2.

26. (VN 2010) Heka cy a,b u ¢ no3uTuBHE peaiau OPOjeBU KOjU 3a10BObaBa]y HejenHakoct 16(a+b+c) >
% + % + % IlokazaTu ma Baku

1 K 1 8 1 o8
+ + <<
<a+b+\/2a+20) <b+c+\/2b—|—2a> (c+a+\/20+2b> -9

Kana Basku 3uak jemmakoctu?

Pemen,e: Ha ocmosy AI' mejemmaxocTu mMamo:

3 3
1 - 1 1 .
2eye <a+b+\/m) = Lieye <a+b+\/?+ /ﬁ;c) < Deye 2atb)(aFe)? * Crora, Tpeba nokazatu ma je
> eye 7@%1 < 12, omnocuo 6(a+b)(b+c¢)(c+a) = a+b+c, Tj.

)(a+c)
6abc (Z a) (Z ab) > abcz a+ 6a%b%c?.

cyc cyc cyc



Mebyrum, momoso, Ha ocmoBy Al HejemmakocTm u HejeqHAKOCTU Yy YCIOBY 3alaTaka n00ujamo
2

16abcy ., .ad .,.ab > (chc ab) > 3abc)’,, . a, jep je a’b? + b + c*a® > ab’c + abc® + a’be, Kao u

2abc chcazcyc ab > 18a2b%c?. CabupameM IoCIemmux HejemHAKOCTH nobujamo TBpbeme. Ouuriemmo

1

je na jemHaKOCT BayKM aKKO je a =b=c= 7.

27. (IR 2012) Axo cy a,b u ¢ no3utuBHU peasHu OpojeBu 3a koje je ab+ bc + ca = 1, mokazatu ma je
OHZIA

x/§(\/6+\/5+ﬁ)<a\/&+b—\/g+ca—\f.

be ca

Kana Baxky 3HaK jenHAKOCTU!

28. (IR 2011) Hahwu najmamy moryhy Bpeanoct peansor Gpoja k TaxBy Ia 3a cBe peaiHe 6pojese a,b,c
u d BayKu

V@2 + D02 +1)(+1) + /(02 +1)(2 +1)(d2+1)
/(2 +1)(d +1)(a® + 1) +/(d2 + 1) (a2 + 1) (b2 + 1)

> 2(ab+ be+ cd + da + ac + bd) — k.

29. (IR 2009) Ako cy a,b u ¢ no3utuBHU peasHu OpojeBu 3a koje je a + b+ ¢ =3, nokazaru na je oHzxa

1 1 1 3
< -
2+a2+b2+2+b2+c2+2+c2+a2 4

Kana Basku 3Hak je qHAKOCTU?!

30. (IR 2008) Axo cy a,b u ¢ no3utuBHU peasHu OpojeBu 3a kKoje je ab+ bc + ca = 1, mokazatu ma je

OHIA
Vad+a+ VB +b+VAB+e=2Vatbte.

Kana Baky 3HaK jemHAKOCTU?!

31. (IR 2006) Heka cy 1, x2,...,z, peanau Opojesu. Ilokazaru na je
n n
Z |z; + ;| > HZ|%|
i,j=1 i=1
32. (IR 2005) Heka cy z1,%2,...,%T, IO3ATUBHM DEAJHU OPOjeBU TAKBU Oa je T1 < Tz < ... < Ip.

IIpernocraBumo na je

Tt t o " w?+$§+“'+fﬂ%:1,
n n

u ma moctoju Hero 1 < ¢ < n 3a koje je x; < m. lokaszatu na je

n—izn(m-—z)’.
33. (IND 2009) Axo cy a,b u ¢ TO3UTUBHU peaJHu 6pPojeBu 3a Koje je a®+ b3 = ¢3, nokazaTtu ma je omma
a?+0?—c®>6(c—a)(c—0).

34. (CHN 2001) Axo cy a,b u ¢ peanuu 6pojesu u F' = max, |2® — ax?® — br — ¢|]. Hahnu majumamy moryhy
_x_

BpenuocT oxn F'.
35. (ROM 2012) Heka je k upuponman 6poj. Hahim makcumanuny moryhy Bpennoct m3pasa
@ 1h 4 b3 le 4 3Rl 4 R2aRbEeR,
rme cy a,b u ¢ mo3uTuBHU peanHu OpojeBu 3a Koje je a+ b+ c = 3k.
36. (ROM 2011) Iaru cy peasnu Gpojesu z,y U z 3a Koje je x +y + z = 0. Ilorasaru na Basku

z(x+2) yly+2) z(z+2)>0
202 +1 2241 22241 7




37. (HK 2008) Heka cy a,b u ¢ myskmme crpanuia Hekor Tpoyraa. Hahu cse moryhe BpemsocTu
KOJIMYHUKA

a? + b% + 2
ab+bc+ca’
38. (MLD 2011) Hera cy z1,z2,...,T, HO3UTUBHU peajHU OPOjeBM TaKBU Ha je T - To- - Tp = 1.
IHoka3zaTu na BaKu L L 1
n

z1(x1+1)  xo(ze+1) Tp(Tn, +1) 7 2

Kana Baxky 3HaK jenHarocTu?

39. (MLD 2010) HokasaTtu ma 3a cBaku peaJsan 0poj ¢ Basku max{|sinz|, |sin(z + 2010°)[} > \/%7

40. (MLD 2009) Heka cy z,y,z € [3,2] u a,b u ¢ 6uno koja muxosa nepmyTamuja. Jlokasatu na je
UCITyHeHO
60a? — 1 6062 — 1 60c® — 1
> 12.

4zy+5z+4yz+5x+4zoj+5y -

41. (M LD 2005) 3a nosutusHe peasdne 6pojese a,b u ¢ asku a' + b* + ¢* = 3. Ilokasatu na je Tana

1 n 1 n 1 <1
4—be 4d—ca 4d—ab

Kana Basxu 3mak jemmaxkoctu?

42. (USA 2010) Heka cy hg, hy u h, nyssune Bucuna tpoyraa ABC koje omrosapajy crpanunama BC,CA
u AB, penom. O3nauuMo ca P nNpou3BOJLHY Tauky yHyTap TOr Tpoyria. Jlokasatu ma je Taga

PA PB PC

> 1.
hb+hc+ha+hc+ha+hb

CPERHO!!!
MK



