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Dodatna nastava iz matematike
Funkcionalne jednacine

Predavac: A.Pejcev

. Neka je A = {1,2,3,4,5,6,7}. Koliko ima preslikavanja f : A — A za

koje vazi:

(a) Zaije A, i# ], f(i) # [(J);
(b) Ako je i+j=7, onda jei f(i) + f(j) = 7.

. Neka je A = {1,2,....,n}, gde je n > 3 i neka je F familija svih nekon-

stantnih funkcija f : A — A sa svojstvima:
(a) f(B)< flk+1)zak=1,2,...,n—1;
(b) f(k)=f(f(k+1))zak=1,2,.n—1.
Koliko elemenata ima familija F

Funkcija f zadovoljava uslov f(1) + f(2) + ... + f(n) = n?f(n) za svaki
prirodan broj n. Nadi £(1997) ako je f(1) = 999.

Nadi sve funcije f : N — N tako da je f(f(n)+ f(m)) = m + n za sve
m,n. Odrediti f(2004) ako je f(1) = 1.

Naéi sve funkcije f : N — N\{1} za koje vazi: f(n)+ f(n+1) = f(n+
2)f(n+3) — 168, za svako n € N.

Dokazati da ne postoji bijekcija f : N — Ny takva da je f(mn) = f(m) +
f(n) +3f(m)f(n) za svako m,n € N.

Dokazati da ne postoji funkcija f : Ng — Ny za koju je f(f(n)) = n+2005.

Nadi sve funkcije f,g : Z — Z takve da je f(g(z) +y) = 9(f(y) + z) za
proizvoljne cele brojeve x i y, uz uslov da g bude ”1-1” funkcija.

Neka je f: N x N — N definisana sa
(a) f(1,1) =2
(b) fi+1,5) =20 +J) + f(i,4);
(€) fli5+1)=26+7—1)+f(i7)

Neka je f : N — N, tako da za svako m,n€ N vazi:f(n?f(m)) = m(f(n))>2.
Odrediti najmanju moguéu vrednost za f(1998).

Funkcija f : Z — Z zadovoljava sledeée uslove:

(a) 0 < f(z) < 1996 za svako x € Z;
(b) f(x+1997) = f(x) za svako x inZ;
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(c) flzy) = f(x)f(y)(mod1997) za svako x,y € Z;

(d) f(2) =999.
Znamo da postoji jedinstvena takva funkcija. Naéi najmanji x € N za
koji je f(x) = 1000.
Neka funkcija f : Ny — Ny zadovojlava sledece uslove:

(a) f(0)=0,f(1)=1

(b) 3f(n)f(2n+1) = f(2n)(1 + 3f(n));

(c) f(2n) < f(6n).
Naéi sva reSenja jednacine f(k) + f(I) =293,k < I.

Da li postoji rastuca funkcija f : N — N takvadaje f(1) =21 f(f(n)) =
F(n) +n?
Nagéi sve funkcije f : Ng — Ny koje zadovoljavaju sledece uslove:
(a) Za svaka dva m,n € Ng vazi 2f(m? +n?) = (f(m))? + (f(n))%
> f(n?).

%)
Neka za funkciju f : N — N vazi f(n+ 1) = f(f(n)) za svako n € N.
Dokazati da je f(n) =n za svakon € N

(b) Za svaka dva m,n € Ny im > n vazi f(m

Nadi sve funkcije f : N — N takve da je 2n < f(f(n))+ f(n) < 2n+2001
zasven € N.

Nadéi sve funcije f : No — Ny za koje vazi f(f(n)) + f(n) = 2n + 3k, za
sve n € Ny.

Naéi sve funkcije f : QT — QT, takve da su za svako x € QT ispunjeni
slededi uslovi:

(a) flz+1)=flz)+1;

(b) f(a?) = (f(2))*
Kosijeva jednaéina Neka je f: @ — R funkcija za koju vazi f(z+y) =
f(@) + f(y). Dokazati da je f(z) = ax, za svako x,gde je a € R.
Naéi bar jednu funkciju f : QT — QT sa svojstvom f(zf(y)) = f(;),
xz,y € Q7.

Neka je f: R\{0} x R\{0} — R™ funkcija za koju vazi:

(a) f(zy,z) = f(z,2)f(y,2);

(b) f(z,2y) = f(z,2)f (2 y);

(¢) f(z,1—2) =1, zasve x,y,z € R\{0}.
Dokazati da je f(z,z) =1, f(x,—x) =11 f(z,y)f(y,2) = 1 za sve
z,y € R\{0}.
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Neka su f; : R — R,i = 1,2 aditivne funkcije, tj. neka vazi f;(x +y) =
fi(x) + fi(y) za svako z,y € R. Ako je fi(x)fa(2) = ax® za neko a € R
i za svako = € R, dokazati da postoje a; € R tako da je fi(x) = a;x za
svako z € R.

Za koje realne vrednosti a postoji funkcija f : R — R, razli¢ita od kon-
stante, takva da za svako z,y € R vazi: f(a(z+vy) = f(z) + f(y)?

Neka je a dati realan broj. Naéi sve funkcije f : RS‘ — Ra” takve da je
ar’f(L + f(x) = ;%5 za sve x € RT.

Nadi sve funkcije f : R rightarrowR takve da za proizvoljne realne brojeve
x 1y vazi jednakost f(x —y) = f(x) + f(y) — 2xy.

Nadi sve funkcije f : R — R tako da zf(x) —yf(y) = (x —y) f(z +y) vazi
za sve z,y € R.

Neka je m = 2k i n zadati prirodan broj veéi od 1. Ako funkcija f : RT —
R zadovoljava uslove:

(a) f(mT+m£”++m;n) _ F@)™ +F(22) ™+ f ()™

; , +.
- — za sve x; € Ry

(b) f(2003) # 2003;
(c¢) f(2005) # 0.
Dokazati da je f(2004) = 1.

Nagéi sve funkcije f : R — R takve da za proizvojlne z,y € R vazi jednakost
22f(y) + yf(x? = f(xy) + a, gde je a realan parametar.

Naéi sve funkcije f : R — R takve da za svako realno x iy vazi f(z+y) =

f@)f(y)f(zy)

Odrediti sve funkcije f : R — R takve da: f(zf(z)+ f(y)) = (f(2))* +y,
T,y € R.

Resiti jednavinu f(z% + f(y)) =y + (f(z))?, x,y€ R.
Da li postoje funkcije f : R — R i g: R — Rtakve da je za svako realno
xia? = f([z]) + g({=})?
Nadéi sve funkcije f : [1,4+00) — [1,+00) za koje vazi:
(a) fz) <2(z+1);
(b) flz+1) = ¢ [(f(2)* —1].

Neka je funkcija f bijekcija intervala [0,1] na samog sebe i neka ima
svojstvo:|f(z)— f(y)| < w Dokazati da postoji tacno jedna
tacka = € [0, 1] takva da je f(x) = x.
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Neka je a realan broj i funkcija f : R — R takva da za sve x,y€ R vazi

flx+y) = f(@)fla—y)+ f(y)f(a — =) i f(0) = 3. Dokazati da je f
konstantna.

Naéi sve monotone invertibilne funkcije f : R — R za koje vazi: f(x) +
fYz) =2z.

Neka su a i b pozitivni realni brojevi. Dokazati da jednacina f(f(x)) +
af(z) = b(a + b)z) ima jedinstvrno resenje u skupu R+ — R™.

Funkcija f : Rt — R zadovoljava jednakost f(f(z))+x = f(2x) za svaki
x € R*. Dokazati da je f(z) > x za svako x € RT.

Nadéi sve funkcije f: Ry — Ry za koje je f(f(z) — z) = 2.
Naéi sve funkcije g : R — R takve da je za proizvoljne realne x i y:g(z +
y) +9(x)g(y) = g(zy) +9(z) + 9(y)

Neka je S = {z € R : x > —1}. Nadisve f : S — S takve da je
@ strogo rastuca na svakom od intervala (—1,0) i (0,4+00) i da vazi:
fle+fy)+2fy) =y+ f@) +yf(z), 2,y € R.

Naéi sve funkcije f : R — R takve da f(z — f(y)) = f(f(v)) + zf(y) +
f(z) —1zasve x,y € R.

Odrediti sve funkcije f : Rt — RY takve da je f(z)f(yf(z)) = f(z +y)
za sve 7,y € RT.

Nadi sve f : (0,00) — (0,00), tako da je f(f(x) +vy) = zf(1 + zy) za sve
x,y iz RT.

Ako je funkcija f : R — R aditivna i rastu¢a na datom intervalu, onda je
rastuca i na R. Dokazati.

Za funkciju u prethodnom zadatku dokazati da je oblika az.

Ako je funkcija f : R — R aditivna i za svako x € RT vazi f(x) € RT,
onda je f(x) = ax. Dokazati.

Nadi sve funkcije f : R — R takve da je: f(2?+y?) = f(2? —y?)+ f(2xy)
za sve x,y € R.

Naéi sve funkcije f : (0,400) — (0,00) takve da je f(z¥)f(x)7® za sve
Pt
xy iz Ry .

Nadi sve funkcije f : R — R za koje vazi:

(a) f(1)=1;

(b) za svako a,b € R, f(a+b) = f(a) + f(b);
(©) fla)f(z) =1
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Neka je n € N. Nadéi sve monotone funkcije f : R — R tako da vazi
fl@+ f(y) = f(@) +y" zasvako z,y € R.

Nadéi sve funkcije g : R — R sa osobinom: postoji strogo monotona
funkcija f : R — R, tako da f(z+y) = f(x)g(y) + f(y) za svako z,y € R.

Neka su a i w # 1 kompleksni brojevi,w® = 1 i neka je g : C — C data
funkcuja. Dokazati da postoji tacno jedna funkcija f : C' — C takva da je
f(z)+ f(wz+a) = g(2), za svaki z € C.

Neka je I = [0,1],G = I?, K € N. Naéi sve f : G — I takve da za sve
x,y,z € R vazi:

(a) f(f(z,y),2) = flz, [(y,2));

(b) flz,1) ==, f(Ly) =y;

(¢) flza,zy) = 2" f(z,y).
Data je funkcija f : R?> — Rin € N,n > 3 tako da za svaki pravilan

mnogougao Ay As... A, vazi f(A1) + f(Az2) + ... + f(A,) = 0 .Dokazati da
je f nula-dunkcija



