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IZVODI I LAGRANZOVI MNOZIOCI U NEJEDNAKOSTIMA

Teorema 1 Ako diferencijabilna funkcija f: A — R u tacki a € A C R™ dostize lokalni ekstremum tada je

O = y=.. = 2L

8%1 &= 8x2 - 8xm

(a) = 0.

Kako su lokalni ekstremumi definisani kao tacke ¢ija je neka okolina sadrina uw domenu funkcije, to se globalni ekstremumsi
trebaju traziti medu lokalnim ekstremumima i na granici A.

Primetimo da u poslednjoj teoremi ne vazi ekvivalencija, tj. ukoliko su svi parcijalni izvodi funkcije jednaki 0 u tacki se
ne mora dostizati lokalni ekstremum. Medutim ovo nam nece biti od preterane vaznosti u zadacima sa nejednakostima, jer
¢emo mi dokazati da data nejednakost vazi za sve takve tacke (koje se inace nazivaju stacionarne).

Teorema 2 Neka su [ i p;, 1 < i < s, neprekidno diferencijalne na otvorenom skupu A C R™, s < m, i pri tome funkcije
w; ne zavise jedna od druge. Ukoliko funkcija f u tacki a ima lokalni ekstremum pri uslovima p; = 0, onda postoje realni
brojevi A1, ..., As takvi da je a stacionarna tacka funkcije

=1

Globalni ekstremum je neki od lokalnih ekstremuma ili se nalazi u okolini granica zatvorenja skupa A.

U prethodnoj teoremi spominje se nekoliko zbunjujué¢ih pojmova. Kao prvo postavalja se pitanje koje su to neprekidno
diferencijabilne funkcije. Na ovome se necu zadrzavati, ali dovoljno je znati da su sve elementarne funkcije i kompozicije
elementarnih neprekidno diferencijabilne osim mozda u tackama u kojima imamo neko deljenje sa nulom.

Cesto ée u zadacima najtezi deo biti ispitivanje granice intervala. Da ne bismo ulazili u striktnu definiciju granice i
zatvorenja, objasnimo pojam granice i otvorenog skupa na nekim jednostavnim primerima. Granica kruga je kruzna linija,
a unutrasnjost kruga (bez kruzne linije) je otvoren skup. Skup S; = {(x,y)|z > 0, y > 0} nije otvoren, a njegove granic¢ne
tacke su one za koje x = 0 ili y = 0, ali se pri tome mora ispitati funkcija i u tackama u kojima jedna promenljiva ,tezi”
beskonac¢nosti (ove tacke se mogu shvatiti kao grani¢ne tacke u (RU{£oo}) x (RU{%o0)})). Skup S = {(z,y)|z > 0, y > 0}
je otvoren i u ovom slucaju se trebaju ispitati tacke iz ,beskona¢nosti” i one kod kojih jedna koordinata ,tezi” nuli (jer je
zatvorenje ovog skupa upravo S7).

-

. Naéi f(D), gde je f: R®* =R, f(z,y,2) =xyz, a D= {(z,y,2) |22+ 12>+ 22 =1 Az +y+2z=1}.

2. (Mala Olimpijada 1967) Ako je ap, > 0zak=1,2,...,n1 S =a; +as+ ...+ a,, dokazati da je

1 1
(1+a)(d+az) - (1+a,) < 1+S+552+...+ES”.
3. (Savezno 1998, 3-4. raz) Neka je n > 1 prirodan broj i a1, as,...,an,b1,bs, ..., b, pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

(;aibj)z > (;aiaJ) (;bibj).

4. (Velika Britanija 1995) Naéi maksimum izraza z2y +y%2 + 222 — 222 —y?r — 2%y, gde je 0 <2 < 1,0<y <1i0< 2 < 1.

9

. Na¢i maksimum izraza a + b + ¢ + abe, ako je a? + b% 4 c? + abc < 4.

=2}

. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vazi uslov a? + b? + ¢ = 3abc. Dokazati nejednakost

a n b n c 9
b2c?2  c2a?  a?b? T a+b+c’

7. (Poljska 1995) Za dati prirodan broj n > 1 izra¢unati minimalnu vrednost sume
2 3 n
I xpy
1+ 5 + 3 + + n
P . . . .o 1 1 1
gde su x1,x9,...,x, pozitivni realni brojevi za koje vazi — + — + ...+ — =n.

X1 €2 LTn



8. (IMO 1998, predlog) Neka su r1,rs, ..., 7, realni brojevi, ne manji od 1. Dokazati nejednakost

n

>

> —
P ri+1 7 14+ Yrire---ry
9. (IMO 1999, 2. zad) Neka je n fiksiran ceo broj, takav da je n > 2.

4
(a) Odrediti najmanju konstantu C' tako da nejednakost Z ziwj(z] +a5) < C’( Z xl) vazi za sve realne brojeve
1<i<j<n 1<i<n

T1,X2,...,Ly > 0.

(b) Za tu konstantu C odrediti kada vazi jednakost.

10. (IMO 2001, 2. zad) Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vazi nejednakost

a b c

+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

11. (Izborno 2005) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje je abc = 1. Dokazati nejednakost

a n b n c <1
a2+2 b2+2 2427

12. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vazi slede¢a dupla nejendakost

a+b+e N i/(a+b)(b+c)(c+a) . \/@4—\/@4-\/@.
3 8 3

13. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc < 8. Dokazati da je
1 n 1 n 1 > 1
a?2—a+1 b2—-b+1 c2—c+1 7

14. Neka su a,b, ¢, x,y, z realni brojevi takvi da je (a +b+c)(x +y+2) =3 i (a?+b?+ ) (2? + y* + 22) = 4. Dokazati
da je ax + by + cz > 0.

15. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

a b c <3\/§'

1< + + <
Va2 +02 V2 +c e ta? T 2

16. (Kina 2005) Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi za koje vazi abed = 1. Dokazati da je

1 1 1 1
Ara? 102 " Qror T UraE- "
17. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d takve da je a + b+ ¢ + d + abed = 5 vazi
a b ¢ dT

18. (Vijetnam 2001) Pozitivni realni brojevi a,b, ¢ zadovoljavaju uslov 21ab + 2bc + 8ca < 12. Naéi najmanju moguéu
vrednost izraza

1 2 3
P(az,b,c):a+g+g

19. (IMO 1993, predlog) Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢+ d = 1. Dokazati nejednakost
1 176
< —+ — .
abe + bed + cda + dab < o7 + o abed

20. (Vijetnam 1996) Neka su a, b, ¢, d nenegativni realni brojevi koji zadovoljavaju uslov 2(ab + ac + ad + be + bd + cd) +
abc + abd 4 acd + bed = 16. Dokazati nejednakost

2
a+b+c+d> g(ab—i—ac—l—ad—i—bc—i—bd—i—cd).

21. Neka su a,b,c,d > 0 realni brojevi takvi da je 3(a + b+ ¢+ d) + 4(abc + bed + cda + dab) = 8. Dokazati nejednakost
ab+ bec + ac + ad + bd + cd < 2.
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