KBangpartHa pammpema mosba panuoHAJIHUX OpojeBa

Lywarn Byxuh

0° ¥YBon

Y apuTMeTHUIM Ha KOjy CMO HABUKJIN PAIUMO Ca PAIMOHAJHUM OpojeBuMa u3 ckyna Q u me-
suMm u3 ckyna Z. OcuM mTo je CaBpPIIEeHO NHTYUTUBHA, OBAKBA apPUTMETUKA MMa BEOMA MOKEJbHA
CBOjCTBa: MOpEnak, JOOPO mepuUHUCAHY NEeHUBOCT, IPOCTE OpojeBe U, HAj3and, jeJUHCTBEHO pa-
3Jlarame Ha IPOCTE UMHUOIE.

Mebyrtum, moh apurmerure mam Q je orpanmuena. 3arTo HaAM je HOHEKa MOTPEOHO Ia
pamuMo ca apyruM ckynosuma. Ouuraenan mpumep je cBobeme mo momyy mpoctor Gpoja p -
Tj. apUTMETUKA y CKYIY Zp.

Ipumep. Pemuru jenmauune (a) 4z —1 =193 (6) 623 +3 =93 (8) 22 +1 =19 y cryny Z.

(a) JleBy crpamy ¢daxropumenmo: nobujamo (2x —1)(2x + 1) = y>. Bpojesu 2z —1 u 2z + 1
Cy y3ajaMHO TPOCTH, H-UXOB MPOU3BOL je Ky0, MakiIe cBAKA O BUX je kyb: 2o — 1 =ud n
20 +1 =113 (u,v € Z. Ama tana je v3 —u3 =2, mro je jemmno moryhe 3a (u,v) = (—1,1)
(6) Ymecto y Z, mocMmarpajMo jemHauuny y Zg, Tj. mo momyiry 7. Wwmamo y® € {0,1,6}
(mod 7), ama 623 + 3 € {2,3,4} (mod 7), maxie maTa jemHaUMHA HEMa peNICHA.

(B) OBo m3ruena resxke. Pauyn mo 6miio KOM MOIyJly HE IPOJIa3n, a JIEBY CTPAHY HAKAIOCT
MOKEMO fa pacTaBuMo caMo Kao o2 + 1 = (x +1i)(z —1i). Mosaa sam TpebGa apuTMeTUEa y
HEKOM CKYITy KOJU CAIpPKH 17

Ila 6ucMO MOrJIM Aa rOBOPHUMO O APUTMETHUIM, HUjeé HEONXOMHO Aa pamuMo y crymy Q wim
Zy. To Mmoxe ma Oyne 6mio koju ckyn F y xome MoskeMO Ia caOWpaMo, Omy3MMaMO, MHOMKUMO
u peaumo. lpyrum peumma, F moxke ma Oyme 6muiao Koje moJsne.

Iloncerumo ce mra je TO moJLe:

e Cryn I’ Ha KOMe cy meduHMCaHe OMHApHE omeparuje cabupama U MHOKEHA je€ Nobe aKo:

(i) 3a cBe a,b € F, 30up a + b u upoussoy ab cy rakobe y cryny F}
(i) a+b=b+a, (a+bd)+c=a+ (b+c¢), ab = ba, a(bc) = (ab)c u (a + b)c = ac + be 3a

CBaka TpU eJeMeHTa a,b,c € F;
(iii) mocroje emementn 0,1 € F raksu na je a+0=a-1=a 3a cBako a € F}
(iv) 3a cBako a € F, nocroju exement —a € F' Takas na je a+ (—a) = 0;
(v) 3a cBaro a € F\ {0} noctoju enement a~! € F takas na je a-a~! = 1.

IIpumep. Crymosu Q,R, C u Z, (p je mpoct 6poj) ca yobuuajeHnm omepanujaMa cabupama u
MHOK€EHa Cy MOJbA.

Pawupewe noma Q je cBaro nosme roje canpsxku nosme Q. To pamwmpeme 30BeMoO anzebapcrum
aKO Cy CBUW HErOBU €JIEMEHTU ajredbapcku OpojeBu:

Legunuyuja. Bpoj o € C je aneebapcku axko je HyJla HEKOI HEKOHCTAHTHOL IIOJIMHOMA Ca IEJIUM
KOe(UINjeHTUMA.
IMonmuuom P(x) ca menuM KOoePUOMjeHTHMA HAJMAHEr CTENeHa W HAJMAHer ITO3UTUBHOT
Boneher roepunmjenra 3a koju je P(a) =0 je Munumaary TOIMHOM Opoja a.

Ipumep. Bpoj %2 je anreGapcku, a HEroB MUHUMAJIHKM HoauHOM je 422 + 1.
Bpoj V2 + /3 je anrebapcku; meros MuHUMAIH moauHEoM je zt — 10z2 + 1 (nposepure!).

3a mac he 6utu nmocebHO 3HAUAjHO MOJbe y cienehiem npumepy:



Mpumep. Hexra je d # 1 neo 6poj. Cryn Q[vVd] = {z +yVd | z,y € Q} ca yobuuajerum omeparnu-
jama cabupama 1 MHOKEHA je HOJbe. 3auCTa:

a=a;+aVd, b=by+bVd, ai,asbi,beQ:
(i) a+b= (a1 + bl) + (ag + bg)\/g, ab = (a1b1 + da2b2) + (a1b2 + agbl)\/g;
(ii) u (iii) TpUBUjaJIHO Baske HA OCHOBY OCOOMHA yoOuUajeHOr cabupama;

(iv) —a=—a1 — az\/&; (v) a ! = M_

T 1,2
aj—das

Jeunuyuja. Keadpammo pawupewe moma Q je mome obmuxa Q(Vd] = {z +yvd | z,y € Q}, rae
je d # 1 neo Opoj koju HUje mesbuB KBaaparoMm Behwuwm ox 1.

Tema oBOr TekcTa je mpe cBera apuTMeTuka y KBagpaTHuMm pamupemuma Q. To 3maum na
HAM €JIEMEHTU CKYyTa Q[\/&} urpajy yiaory “pammonaignux’ OpojeBa. Moske I apuUTMETHKA Y
OBAKBOM TOJBY Ha (yHKnuOHWIe momyT apurmeruke y Q ma rojy cmo maBukmu? Omrosop he
3aBUCUTHU O OAroBOopa Ha ciaeneha nurama:

A Axo cy enementu Q[Vd] “pammonamnn”, kako meduEmcaTi “mesne” ememente?

B VMmamo nu moromny penanujy HOPETKA, 3HAK U AICONYTHY BPEOHOCT HA OBOM IIOJBY !
B Kako yBecTu me/mmBOCT, KOHIDYEHIUje U IPOCTE OpOjeBe y OBOM HOJBY 7

I’ Baske nu 1 oBIe OCHOBHA TeOpeMa apUTMETUKE U HEeHE MOCJIeauIe?

W aemo pemom.
1° Iemn enementu y Q[v/d|.

T3B. memu enemenTu yuyrap mossa F (y mamewm cayuajy, F = Q[v/d]) mMopajy ma momymrajy
cabupame, Ooy3UMame U MHOMKEHe, U Aa caip:ke jequHunly. Jlpyrum peuwmma, oHu Tpeba na
YUHE UNMEZPAAHYU 00MEH:

e [Tonckyn R moma F je unmeepaanu domen axo:

(i) ememenTtu 0 u 1 npunanajy ckyny R;

(ii) 3a cBe a,b € R, exemenTu —a, a + b u ab cy rakobe y ckymy R.

WaTerpasam qoMeH je KOMYyTaTUBHU Npcmen ca jeAMHUIOM u 6e3 menumiana myse. llpcrenu
Cy CKYIIOBU ca He(UHUCAHUM OIlepalyjaMa cabupama 1 MHOKEHA y KOjUMa y ONMITEM CIyUajy
He Mopa na Basku ab = ba, He MOpa na MOCTOjU €JIEeMEHT 1, 1 MOTYy Ja IOCTOje HEeHyJa eJeMEHTHI
ca MPOM3BOIOM HYJIA.

WMurerpanau noMmen koju canp:km R 30BeMO unmezpaarum powupenem R.

CKyIl KOMUYHUKA {% | z,y € R} unrerpasnor momena R je moJbe, T3B. KOAUYHUYKO NOJE.
IIpupomro 3axTeBaMO Oa KOJUYHUUIKO MOJLE CKyIa IeamXx ejgeMmeHarta yuyrtap F Oyme umraso
nosme .

Hanomena. OBUM je ayTOMATCKU WCKJbYUYEeHA HEMHBEHTUBHA MOTYNHOCT Ha jeAWHU LEIU eJie-
MeHTU Oyny OHU u3 Z.

Koju kpurepujym mmaMo Ha pacmosaramy Aa Pa3juKyjeMO I[eje Ol Heneiaux ejieMeHara?
YBomuMoO mojaMm ajrebapckKu meanx opojesa:

Leguruyuja. Anrebapcku 6poj o je asezebapcru yeo aKo je Heros MUHIMAJIAH TOJTUMHOM MOHUYAH.

IIpumep. Munumaman monwHOM pammoHasHor 6poja ¢ = a/b (a € Z, b € N) je bx — a. Ilo
nepuHUIM]U, ¢ je anrebapCKy 1eo ako U caMo ako je b =1, Tj. ako 1 caMo ako je ¢ 1eo.

Ipumep. Bpoj a = 2cos40° je anreGapcku 1neo jep je Heros MUHUMAJHU IOJUHOM 2o — 3% + 1,
TOK %04 TO HUjE.



YnpaBo Ha OBOMe 3aCHMBAMO HAINY NEQUHUIN]Y LEJOr eIeMEHTa Y KBAJPATHOM DaIlUpeny.
Jedurnuyuja. Enement z € Q[Vd] je yeo axo u camo axo je anreGapckm meo.

ITo Taycosoj smemu (3amTo?), 2z je mEO €JIEMEHT AaKO W CaMO AKO IOCTOjU HEKOHCTAHTAH
MoHudaH noausoM P(x) 3a koju je P(z) = 0.

CBakn enement z = a + bV/d ca a,b € Z je neo, jep je myna momuaoma x> — 2az 4 (a® — db?).
Mebytum, cienehu npumep mokasyje aa TO HUCY O0ABE3HO jeqUHU IE€IU €JIEMEHTU.

IIpumep. Y nomy Q[v/—3], erement w = 71%\/773 je meo jep je w? +w+1=0, amm w & Z[/-3].
IIpernocraBuMo na je z = a + byv/d meo exemMenT (a,b € Q).
(i) Ao je b=0, ouga je P,(x) =x — a, narue a € Z

(ii) Awo je b# 0, ouma je P,(z) = 2% — 2ax + (a® — db?), maxmne 2a u a® — db* cy memu 6pojesu.
lta sume, u 6poj 2b je meo jep je d(2b)? = (2a)? — 4(a? — db?) meo. Axo je jemam onm
6pojeBa a,b neo, ouna je to u apyru. Ocraje cayuyaj kama cy 2a m 2b HemapHu, a Tana
4]4a® —4db* =1 —d (mod 4), naxkne d=1 (mod 4) ma =b=1 (mod 1).

Mokaszamm cMo 0BO, y3 o3maky Z[a] = {m +na |m,n € Z} 3a a € QVd):

Teopema 1. 3a d = 2,3 (mod 4), ckyn nemux enemenara y Q(Vd| je Z[Vd.
3a d=1 (mod 4), ckyn neaux exemenara y Q[vd] je Z[%ﬁ]. O

YBepuMo ce ma je CKyI IeJuX eJeMeHaTa 3aucTa umHTerpaJau gqomer. OH caap:im HyILy u
jeIVHUITYy, 3aTBOPEH je Yy OOHOCY Ha cabupame W OMy3UMAMme, OCTaje CaMO Aa MOKAKEMO 1a je
34TBOPEH Y OMHOCY Ha MHOMKEHE.
3a d=2,3 (mod 4) mmamo (m 4 nvd)(p + gvd) = (mn + dpq) + (mq + np)Vd € Z[\/d).
3a d =1 (mod 4), o3naunmo 7 = %‘/E. Tana je 72 = &L — 7, omarze je (m +nt)(p+qr) =
mp + nq% + (mq + np — ng)T € Z[7].

IIpumep. Uean enementu nomwa Qv —1] cy 138. I'aycosu ueau Gpojesu a + bi (a,b € Z).

Meau enementu noma Q[v—3] cy 13B. Ajsenwmajnosu yeau 6pojesu a + bw, rae je w =

—1 v 3 .
# NIPUMUATUBHU Tpenu KOpeH jenuHue.

2° Ilopemak u HOpMA.

Bapem 3a d > 0, yBoheme moperra je Hausrien TPUBUjaJHO, jep Cy Tala €JIEMEHTU M0Jba
Q[Vd] peanuu, ma OHIA MOMKEMO Aa HACICIAMO 3HAK, HOPEJAK M AICOIYTHY BPEJHOCT u3 R.
Anu na nu je oBaj HaumH “noroman”? Jla BUAMMO, MMAMO JIX IPU OBAKBOM MOPETKY MUHUMAJIAH
MO3UTUBAH 1e0 ejemeHnT?! ... Hemamo ra, mocrtoje GeCKOHAUHM Omanajyny HU30BU MO3UTUBHUX
eJieMeHATa - & TO 3HAUM Aa He MOyke OMTH HUKakBe nHayknuje, EykmumoBor amropurMa, sajseher
3ajeMHUYKOT MeJUOIla, UTH, IITO jé Ca CTAHOBUIITA TEOpHje OpOjeBa aIlCOJNYyTHO HEMOMKEJILHO.
Ilaksie, OBO HUje MOTOJAH HAUNH.

Mosma hemo Gome ypamuru ako mouremo oxn ciydaja d < 0. ITomro je Q[vd] Tama wom-
IIEKCHO TIOJbe, y HeMy MMaMO KOomyroBame (Z = a — bv/d) u moxyn (|z| = va? — db?) enementa
z = a+bVd. Ksagpar monyna |2]? je meo 6poj m MOTONAH KAHAUAAT 3a €KBUBAJEHT “alcoJyTHe
BpenHOCTU .

IlojmoBe kKoOHjyraTa u Momysia TPOMMPUNEMO IO AHAJOTUjU U Ha ciay4aj d > 0.

Jedurnuyuja. Hexa je z = a + bvVd enement moma Q[v/d].
Kowjyeam enemenra z je Z = a — bv/d, a merosa nopma je N(z) = 2Z = a® — db*.

3a d =1 (mod 4) 3mamM0 ma je ckym meaux ejeMenara Z[r]|, rae je T = %‘/E. Konjyrat
elleMeHTa £ = a+br =a— %b—f— %b\/& (a,beZ)jeT=a— %b— %\/ﬁ =a—b—0r, a merosa HOpMA
1 1 d—1
N(a+br) =2z = (a — 5b)"’ — Zdb2 =a®—ab— sz.

Cnenehe tepheme ce morasyje MUPEKTHO MO NeOUHUIA)U.



Teopema 2. KoujyroBame u HOpMa CY MYJITUIIMKATABHY, Tj. 3a IPOM3BOJLHE E€JIEMEHTE 21,22
noma Q[vVd] Basm 7173 = 71 - 7 u N(2122) = N(21)N(22). O

Hpumep. Y Z[i] nopma enementa a + bi (a,b € N) je N(a+ bi) = a? + b?.
Axo je z=a+bw € Z[w] (a,b € Z), ouma je Z=a —b—bw u N(z) =a® — ab+ b>.

Caza MOKEMO Ma yBeJeMo Mopenak oBako: 3a x,y € QVd] je x <y axo je |[N(z)| < [N (y)|.

Ipumep. Ilomro je HOpMA IENOT HEHYJA €JIEeMEHTa [e0 Opoj, “MuUHMMAIHU’ eJIEeMEHTHU Z[\/&]
IIpU OBOj peJalliju MOpeTKa Cy OHUW yuja je Hopma £1.

OBaj nopenak Huje mOTHyH (HUCY CBaka ABa €JIEMEHTa yIODPEAUBA), aidu 0e3 TOra MOKEMO
Ia KMBUMO jep HaMa U HUje TOJMKO BayKaH ImOpenak caM mo cebu. Baxkuo mHam je ma je HOopwma
LeJor eJeMeHTa Ieo Opoj, mTO 3HAUM Oa je cBaku ‘omamajyhm”’ Hu3 meaux eneMenara u3 R
KOHA4YaH - a 0e3 OBOT CBOjCTBA TEMKO ma OMCMO MOTJIU.

3° IlesbMBOCT.

IlessMBOCT M KOHI'DYEHTHOCT ce M y pamupemuMa R npcreHa Z ne¢uHumy Ha yobudajeH
HauuH: = € R je memuso ca y € R (y o3mamu y | ) ako mocroju eseMenT z € R Takas na je
xr=yz,ux=y (mod z) ako z | x — y.

I'naBua pasmauka y omHOCY Ha 7Z je y TOME IITO MOTY [Oa IOCTOje €JIEMEHTU DPA3JIUIUTHU O
+1 KOju mesie CBaKU IO €JIEMEHT: TO Cy T3B. JeIUHUYHU €JIEMEHTU.

Aepurnuyuja. Enement € € Z[a] 30BeMo jedunuunum axo neau 6poj 1; tj. ako nocroju € € Za]
TakBo Ha je e’ = 1.

Axo je € jenuuuuan esement, Baku N(e)N(¢') = N(1) = 1, na je N(e) = 1. ¥ crBapu,
€JIEMEHT € je jeAMHUYAH ako U caMO ako uMma HopMmy =*1: 3aumcra, axo je N(e) = £1 onga je mo
nepuHUIju te€ = 1.

IIpumep. (1) Jemuuu jenuuuunu enxementu y Z cy +1.
(2) Habumo cBe jemunnune enemente y Z[i|. Axo je a+ bi (a,b € Z) jenuauuan, onna je
N(a+bi) = a® + b* = +1, omakne je a + bi € {+1, +i}.

(3) ¥ Z|w] nocroju 6 jemmanunux enemenara: =+1,4w,+(1+ w). 3Saucra, axo je a + bw
jemmanuan ouma je a? —ab+b% =1, 1j. (2a — b)? + 3b? = 4 omakye JaKO CIEAU PE3YITAT.

IIpumerumo ma je 1 +w = —w?.

(4) Y Z[\V?2], enement x = a + b2 je jemumumuan axo je N(z) = a? —2b? = +1. U3 Teopuje
[enoBUX jemHAUMHA 3HAMO Ma Cy TO CBU eqeMenTH obsmka = +(1+/2)", n € Z.

Csaku esieMeHT T € R je mesbuB ca € U ca €r, 33 CBAKU jeAMHUYAH €JIEMEHT €. 3aTO Ie(UHU-
U1jy MIPOCTOr eJeMEHTa MOPaMO [a IPUIAroIUMO HOBOM OKDYIKEHY.

Aepurnuyuja. Enement y € R je exeusasenwmar eneMeHTy = (IUOIEMO Y ~ ) AKO IOCTOJU je-
AUHUYHU €JIEMEHT € TaKaB Ja je Y = €x.

Lepurnuyuja. Enement x € R, xoju Huje 0 m HUje jeIUMHWYAH, je npocm ako HeMa IPYTUX
[euiiana OCUM jeIMHUYHUX U ceOU eKBUBAJEHTHUX €JIEMEHATA.

Bawxku camenehe jemmocrasuo TBpheme.
Teopema 3. Hera je € R. Ako je N(z) npoct neo 6poj, oHza je & IPOCT.

[oxas. Tlpernocrasumo na je © = yz, y,z € K. Tana je N(z) = N(y)N(z), na je 6ap jeman ox
N(y),N(z) jemnak 1, Tj. mam y uiu z je jeIMHUYHU €JIEMEHT, NOK je APYrU ol mux (1o
ne(pUHULU]N) CKBUBAJEHTAH €JIEeMEHTY T. [



IIpumep. (a) Enement 2+ i je npoct y Z[i] jep je N(2+¢) =5 npocr.

(6) Bpoj 3 je mpocr y Z[i], nako N(3) = 9 muje npoct. 3aucra, ako je 3 = xy, rae ,y € Z[i]
Hucy jenunanunu, orna je N(x)N(y) =9, nakne N(x) = N(y) = 3, amu N(a + bi) = a* + b?
HUKaI He y3MMa BPENHOCT J.

OsBaj nmpuMep mokasyje Oa IpYyTrd CMep TeopeMe 3 He BaiKuU.

(8) Bpoj 5 je mpoct y Z, anu je caosken y Z[i] jep je 5= (2+14)(2 — i), upu yemy HUjenan
on (aKTOpa HUje je AMHUYAH.

OuunrienHo, eIeMeHT €KBUBAJEHTAH IPOCTOM €JEeMEHTY, Ka0 U IEeroB KOHjyrar, Takobe cy
IIPOCTHU.

Teopema 4. Hera je z € R npocT ejleMeHT KOjU HUje €KBUBaJIEHTaH IejioM 6pojy. Lleo 6Gpoj m
je meJbuB ca z aKoO U caMo ako je gesmnus ca N(z).

Noxas. Hera je n = zw najMamu npuponan 6poj nemus ca z. Tana n meaun N(z) = zZ, onakie
caemu na je z/w € N. Kako je z npoct, Mopa 6utu w = z, gakine n = N(z). Onasne cienu
TBpheme. O

[MocmaTrpajMo O6uno koju eseMeHT x € R KOju HUje jeAMHUYHU WU HyJa. AKO T HUje MPOCT,
OHJIA TIOCTOj€ Heje IMHUYHY eJIeMeHTH Y, 2 € R Ttaksu na je yz = z. Ilpm Tom je N(y)N(z) = N(z)
u N(y),N(z) > 1. Harzne, N(y),N(z) < N(z). Hacrasmajyhu oaj mocrymnak cse IOK je TO
voryhe mohu hemo mo mpenpcraBmama T = LT Tk y KOME Cy CBU €IEMEHTU T1,T2,.-.,Tk
npoctu. OBakKo cMO TOOWIIN:

Teopema 5. CBako r € R Koje HUje HyJia WM jeIVHUYHU €JIEMEHT MOKE C€ IPEeICTABUTU Y
00JIMKY TpOU3BOIa MPOCTUX ejieMeHaTa. [

Teopema 6. 3a natu HeHyIa ejeMeHT z € R, Opoj kiaca ekBuBasieHnuje y R 0 MOLYIy 2 jeqHAK
je N(z).

Jloxas. Hera je R = Z[a|, npu wemy je o? = pa+q, p,q € Z. Hexra je z = a+ba (a,b € Z). Axo
je b =0 ueo 6poj, ouna je a; + bia = ag + baa (mod z) ako 1 camo ako a1 = ag u by = by
(mod 2). Cemm ma je 6poj KTaca exBuBastenmuje jemaak N(z) = 22

IIpernocrasumo na je b # 0 u ma je (a,b) = d. Tama je az = (a + pb)a + gb. Kaxo je
(a+pb,b) = d, roedpumujent y3 oy xz (x € R) Moske GUuTU IPOU3BOLAH €O OPOj AEILUB Ca
d n aujenan npyru. Takobe, HajMamu npuponan 6poj nemwus ca z je |(a+ba)(a + ba)|/d =
IN(2)|/d. 3armyuyjemo na 3a csako x € R moctoju jenuucteeno X = A+ Ba € R ca
A,BeZ,0< A<|N(2)|/d, 0 < B <draras na je © = X (mod z). Omasne nobujamo na
je TpaskeHnu Opoj Kiaca exkBuBaJieHuuje jemsak |[N(z)|. O

4° JemmHCTBEHOCT pacTaBJbamka HA IIPOCTE UUHUOIE.

ITo Teopemu 5, cBaku eneMeHT ckynma R ce MOske pacTaBUTHU Ha npocte umamone. Mebhyrtuwm,
He 3HAMO M4 JIU je TO PAcTaBJhalkhe je IMHCTBEHO, Tj. Ha JIM BaKM OCHOBHA TEOpeMa apUTMETUKE,
a 3HAMO KOJIMKO HaM je OHA 3HavajHa.

IIpoctu emementu Z cy =£2,£3,45, urn, na pasjarame Ha OTPOCTE YMHUOIE yV Z 3aIpaBo
HUje CaCBUM jeqUHCTBEHO - HOp. 6 = 2-3 = (—=3)(—2). Mmaxr, npoctn yuHmOmm —2 u —3 cy
E€KBUBAJIEHTHU OpojeBuMa 2 u 3 pemoM, Tj. Ta ABa pacTaBbama Cy UCTa OO0 Ha pedocaed u
eKBUBAAEHHOCT, INHUIIATIA.

Tako y ciaydajy ommTer MHTEIDAJHOI HoMeHa R OCHOBHa TeopeMa apurMeTuKe (aKO BarKM)
Tpeba ma riaacu OBaKO:

OTA (Ocuosua Teopema Apurmerure) CBaku eneMeHT ckyna R Koju HUje HysIa WUIM jeIUMHUYAH
MOKe Ce HammcaTu y obOJIMKy MpOM3BOAa MpocTux eneMenara. OBO passarame je jenuH-
CTBEHO [0 Ha pPeIOoCiel YMHUIIAIa U eKBUBaJeHTHOCT udMebhy omnrosapajyhux uunummana.



IIpumep. Pasnarama ememenra 4 —w y Zw] kao (1 —w)(3+w) = (-2 — 3w)(1 + 2w) cmarpamo
nernM, jep je 1+ 2w =w(l —w) ~1 —wn -2 —-3w = —(1 + w)(3 + w) ~ 3+ w. Kacuuje
hewmo morazaru na OTA Bawn y Z[w].

Y ckyny neaux 6pojesa, OTA je mocaemnuna EykaumoBor ajropurMa, KOju je OmeT MOCJIE-
una denena ca 0CMamKoM.

Ilememe ca OCTATKOM y KBaJpaTHOM pamupeny R mpcrera Z ce Moxe (OPMYIUCATH HA
caenehu vaumH:

JICO 3a csako a,b € R, b # 0 mocroje p,q € R Taxsu na je a =pb+q u |[N(q)| < |N(b)|.

OBakBoO mememe He MOPa OUTHU je IUHCTBEHO, U Morylie ra je cupoBectu y HekuM (aau He cBuM!)
IMOJbUMA, Q[\/g] [Toma y rojuma je mejbeme ca OCTATKOM YBEK U3BOIJLUBO 30BY Ce eyKaudckKa.

IIpumep. Y nomy Q[v/—10] IICO ue Basku. Axro crasumo a = 1++/—10 u b = 3, ma rako omabpa-
au neo exemeHnt p, Baskuhe N(a — pb) > N(b) =9 (uposepure!).

IIpermocraBumo ma ce y R moxke memuru ca ocratkoM. Heka cy a,b € R, b # 0. O3maummo
ro =a, 11 = b u 3ai > 2, wa ocoBy JICO, mpaykrusBHO mepumHMmMMO ¢;,7; € R Tako ma je
ri—o = qiri—1 + 7 m |[N(r;)| < [N(ri—1)|. Hoctoju n tako ma je rp41 = Tpyo = -+~ = 0; Tana je
rn = (a,b). OBo je Eyrmmnos aaropuram y R.

Hajsehu 3ajemanurn memunan (H3I) je jeauHCTBEH KO HA E€KBUBAJEHTHOCT (HA IpUMED,
(4,6) moske Gutu 6uio koju on Gpojesa +2). Mebyrum, ako JICO me Basku y R, MokeMo na
TOBOPUMO CaMO O MaKCUMAANOM 3ajenamarom memmorty (M3IT).

IIpumep. Y nomy Q[v—2] ycnos ICO Basku. Oapemumo (a,b) 3a a =7+ 10/—2 u b =8+ 52
Eyrmunosnm amropurmom. Mmamo N(a) =249 u N(b) = 114.
a=1-b+ro, ro=—145y-2: N(rq) =51,
b:(l—\/—Q)’l“g-i-Tg,, rg=—1—+-2: N(T3)23;
To = (—3 — 24/ —2)’/‘37 ry = 0.
IIpema tome, (a,b) =13 =—1—+/—2.

Axo y EyRInnoBoM anropurMy eseMmente a,b 3amMeHuUMO ca ac,be (¢ € R\ {0}), wranosu Husa
g; ce He Memajy, a cBu r; ce MHO:ke ca c¢. OmaBme caemu ma je (ac,be) = cry,, = ¢(a,b).

OmaBme ce nokasyje ma ako je p € R npocr u a,b € R taksu na p | ab, ouna p | a nau p | b.
3ancra, ako NPETIOCTaBUMO CyIpOTHO, uMaMmo p | (ab,ap) = a(b,p) = a, KoHTpaIUKLK]A.

Teopema 7. Aro je y R mememe ca ocrarkom moryhe, ouma y R Baxku OTA.

Joxas. IlpermocraBumo nma x € R (v # 0) enemenr ca muruManauM |N(z)| 3a koju He Bakm
OTA. Hexra je £ = pip2...px = q1q2 - .- qi, TO€ Cy D;,q; npoctu enementu y R. Ha ocroBy
TOpH:Er pasMaTpama, p1 | ¢1g2...q = p1 | ¢; 3a HeKO j, 1j. ¢; ~ pi1. Crpahusamem p; Ha
obe crpaHe 3akbydyjeMo ma x/p; Takobhe mMa aBe pasmuunre (GAKTOPU3AIMje HA IPOCTE
upnnone, anu |N(z/p1)| < |N(z)|, xorrpamurmuja. O

IlocToje mpuMmepu KBaIpaTHUX palllMpema y KOjuMa OeJbelhe Ca OCTATKOM Huje Moryhe, aaum
OTA unak Ba:ku.

Haxncwa! OTA Huje Tauna y CcBUM KBaApaTHUM pamupemuma R.

IIpumep. (a) OTA me Basku y Z[v/—6], jep ce 6 MOke PA3IOKUTH HA NPOCTE UYMHUOIE HA NBA
HaupHa: 6 =2-3 = —/—6-+/—6.
(6) OTA =me Basku y Z[v/—5], jep ce 9 MOKe PA3IOKATH HA IPOCTE UMHUOLE HA ABA HAUMHA:
9=3-3=(24+v-5)(2—+v-b), anu ouu ce He cMarpajy uctuM jep 2+ /—5 4 3.

Cana hemo morazatr OTA 3a HEKOIUKO MAJIUX BPERHOCTH d.

Teopema 8. (a) OTA Baswm 3a d € {—2,—1,2,3}.
(6) OTA Baxkm 3a d € {—11,—-7,-3,5,13}.



Zoxas. IoBomuo je mokasaru ma je ycaoB ICO 3amoBosseH y 0ba ciaydaja: mOCMaTpajMo
z,y € R u nokaskumo ma mocroje ¢,r € R Ttaksu na je v = qy+r u |[N(r)] < |N(y)|.

(a) 3a nare d je R = Z[Vd]. Hexa je v = a+ BVd € QVd], o, 8 € Q. Tlocroje memmn
6pojesu a,b Taksu na je |a — a| < % ulb—p| < %; craBumo ¢ = a+bVd u r = z — qy. Tana
je IN(§ —a)l =I(a— a)? —d(b— B)? <1, onakne cuemu |N(r)| = INWN(§ — o)l <INyl

2 =a+preQVd,
a, B € Q. ITocroje uenu 6pojesu a,b Taxksu ma je |v| < % u |p— %V| < %, rme je p=a—«
(n—40)? - 2] < 1,

. o . _ —14+/d .
(6) 3a ose Bpemmoctu d je R = Z[7], rae je 7 = =14 Hera je

uv=>b—p; craBumo ¢ =a+br ur =x— qy. Tana je |N(§ —q)|=
omaxe caema [N(r)| = IN@W)N(Z — q)] < [N(y)|. O

Hanomena. Ilorasyje ce ma IICO Baxku camo 3a caenehe Bpenuocru d: —11,—-7,—3,—2,—1,2, 3,
5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73.

3a d < 0, OTA Basxwm jom camo 3a d € {—19,—43,—67,—163}. C mpyre cTpame, 3a mo3-
utusHO d, OTA je mpuanuno dect GeHOMEH W, OCMM HaBeIdeHUX BpenHoctH, 3a d < 50,
Baskn u 3a d € {14,22,23,31,38,43,46,47}. Jom je Iayc mpermocrasuo ma oBakBux d mMa
6eckonauno muHOro. OBaj mpobJieM je M0 maHaC OCTAO HEPEIIEeH.

5° Hoc.ne,u;ﬂne OCHOBHE TeopeMe apUTMETUKe.

Y 0BOM Oe/BKY MpEeTmocTaBhaMo Aa je d TakBO ga y MpCTeHy meamx edemenata Ry Q[v/d]
Basku OTA. Muora tephema koja Baske y Z ce mako npesoce y R. 3a mouerak, IOMEHUMO jeIHO
jeMHOCTABHO aJi Ba;KHO TAKBO TBpDheme.

Teopema 9. Axko cy z,y € R y3ajamuo npoctu n zy = 2", rae je z € Run € N, ouna cy x u y
E€KBUBAJIEHTHU N-TUM CTEIeHUMa HEeKuX ejeMenara y R. O

Jom jemno tBpbheme unju noka3 kopuctu OTA je Kunecka Teopema o ocramumar

Teopema 10. Hera cy ni,...,np € R y3ajaMHO mpOCTH IO HAPOBUMA U T1,...,T) IPOU3BOJHHU
eaemenTy R. Tanma mocroju x € R Takso ma je x =1; (modn;) 3a i =1,...,k. OBo z je
jeAMHCTBEHO MO MOAYIAY NiN3 ... MNk.

Zoxas. loBomHO je mokasatu ciaydaj k = 2. 3a mpousBosmHO k TBpheme ciienu MHIYKIM]jOM.

Osmaunmo x; = r1 + iny; MOBOJHO je MOKaszaTu ga je x; = ro (mod ns) 3a Gap jemso i €
{0,1,...,N(ng) — 1}. IIpernocrasumo cynporsHo. Kako umma tauno N(nz) kiaca ocraraka
IO MOZLYJIY N2, moctoje pazmuuntu 4,j € {0,1,...,N(n2) — 1} (¢ > j) rakBu ma je z; = x;
(mod ng). Tama ng | x; —x; = (i—j)ni. Ha ocroBy OTA, 360r (n1,n2) =1 cremu ny | i —7,
KOHTpaIuKIuja. O

Cana hemo onucaTu cBe IpOCTe ejieMeHTe y npcreHy R.

Teopema 11. Ilpoct 6poj p € N je mpoct y R ako u camMo ako d HUje KBAAPATHA OCTATAK IO
MOIY Y P.

Joxas. TpernocraBumo aa je p cioxen y R u na je 7 = a+bvd (a,b € Q) meros npocr mesauiai.
ITo Teopemu 4, p je memuso ca N(7), ma je p = £N(n) = £77 = a® — db?, narue a® = db?
(mod p). Karo cy 2a u 2b neau 6pojesu, ciaequ na je d KBAAPATHU OCTATAK MO MOIYJIY D.
Cauma mpernoctasumo 1a je d kBaaparsu octarak (mod p). Iocroju m = a+bvd (a,b € Z)
takBo na p | 77 = N(n) = a®> — db® u p{ ab. Mebyrum, p t 7,7, onakne 36or OTA ciemm
na je p caoxken y R. O

IHocaeduya. (a) Emement x € Z[i] je mpocT ako u camo ako je N(z) IpoCT mium je T = ep 3a HEKA
npoct 6poj p =3 (mod 4) u € € {+1, +i}.

(6) Enement z € Z[w] je mpocT ako u caMo ako je N(x) IpoCT unu je & = €p 3a HEKU IPOCT
6poj p =2 (mod 3) u € € {+1, tw, +w?}.



THocmarpajmo meru upoct eaemednTt ¢ € R. Exement T je takobe mpocrt, ma je N(z) = 2T
(jemnHCTBEHA) KaHOHCKa (akrropusauuja 6poja N(z).

IIpernocrasumo ma je N(x) ciuosxker 6poj, tj. N(z) = mn 3a meke m,n € Z\ {-1,1}. U3
T = mn ciaemu 6e3 cMamema ONIITOCTA 1A je T ~ M, MaKJIe m je mpocT Opoj kKoju je Ttarobhe
npoct kao eixement R. Omasme m u3 teopeme 11 caemu:

Teopema 12. Enement x € R je upoct ako u camo ako je N(x) npoct 6poj uau je & ~ m 3a HEeKu
npocTt O6poj m TakaB ma je (%) =-1. 0O

HuperrHa nocnenuna reopeme 11 3a d = —1 je PepmaoBa Teopema 0 IpeACTABBABY IPOCTOT
6poja p=1 (mod 4) y obaury 36upa nsa kBaznpara. llra Bume:
Teopema 13. Heka OTA Baku y mosny Q[\/(j] U HEKa je p mpocT 6poj ca (%) =1.
(a) Aro je d #1 (mod 4), orna mocroje x,y € Z TakBu ma je 2 — dy? = +p.
(6) Axo je d =4k + 1, k € Z, orna noctoje z,y € Z Ttaksu ma je x2 — xy — ky? = +p.

Zoxas. 1lo Teopemu 11, p je caosken y Q[\/ﬁ], IeJbUB HEKUM IPOCTUM ejgeMeHTOM m. Hopma m
je mpasu nemunan N(p), nakne N(w) = +p, omakne cienu Tepheme. O

Ilocaeduya. 3a mpoct 6poj p =1 (mod 4) mocroje x,y € Z Taxsu na je x2 + y? = p.

2 _azy+y?=p.

3a mpoct 6poj p = 1,3 (mod 8) mocroje x,y € Z Taksu ma je x + 2y? = p.

3a npoct 6poj p =1 (mod 6) nocroje z,y € Z taxkBu na je

Y mokasy teopeme 13, emeMeHT 7 je jemHOo3HAYHO onpebheH MO HA KOHjyTrOBaWE U MHOKEHE
jemuanuauM esnemenToM. OmaBme ce JIAKO 3aK/bydyje HIP. na je MpeacTaB/bame IpocTor 6poja
p=1 (mod 4) y obuuky 36upa nBa KBaApaTa jeIUHCTBEHO.

Ipumep. Bpoj 22° 1 1 ce MOsKe HAIMCATH Kao 30up OBa KBaApaTa HA OBA PA3JIUYUTA HAUWHA:
ka0 655362 + 12 = 622642 + 20449°. Onasne cienu na jé OH CJIO/KEH.

. . 28
Hasxamnoct, nahu oBa pacraBibama HUje HUMITA JAKIe HEro Garkropucartu Opoj 22" 1+ 1.

6° Beauka ®epmaoBa Teopema 3a n = 3.

Mok na Hajmo3HATHMja TeOpeMa Koja Ce NOKa3yje KOPUIINEemeM eJeMEHTapHEe apUTMETUKE
ckyna Zlw] je cayuaj Beauke Pepmaose teopeme 3a ekcnoHeHT n = 3. OBO HUje HEOUEKUBAHO,
¢ 063UpoM Ha ummeHnIy na ce r° + Y3 pacraBmpa y Z[w| Ha TUHEApHe UMHUONE KAO

2 +y° = (x +y)(z +wy)(e +wy) = (2 +y)(we + w’y) (W +wy).
Ioxka3 roju majemo je memo I'ayca.
Teopema 14. Jemmaumna
Pyt 428 =0 (%)
HeMa HEeTPUBUjAJHUX pellema v Zlw], a caMuMm TuM HI y Z.

Joxas. IlpermocTaBuMo ma 3a TpW eleMeHTa I,Yy,z U3 Zlw|, pasnuuura ox Hyie, Baxnd ().
JacHo je ma MOkeMO ma MPEeTHOCTAaBUMO Ha Cy T,Y, 2 Yy3ajaMHO IPOCTH IO IapOBUMA.
ITocmaTrpajmo emement p = 1 — w: ou je mpoct jep je N(p) = 3. Ilpumehyjemo na je
p=1-w?=(1-w)(l+w)~ p, omaksie ciremu mxa, 3a o € Z[w], p | & ako u camo ako
p|a. Kako je a+bw=a+b (mod p), ceaku enement Z[w] je kourpyenran ca —1,0 nan 1
(mod p).

[ToceGuo je 6utHa caeneha ocobuua Gpoja p:

a = =1 (mod p) (o € Z[w]) nosrauu o’ = +1 (mod p*). (1)



Bancra, ako je a = £1+bp, mmamo a®> F1 = (aF1)(a Fw)(laFw?) = p3b(b+1)(b+ (1+w)),
npu yemy esementu b, b+ 1, b+ (1 + w) majy Tpu pasnuumra OCTATKA IO MOLYIY p, Ia je
jemaH ox mUX TakoDe memuB ca p mWTO HOTBPhHyje OBy OcOOHHY.

Meby GpojeBuma z,y,z, (Tauno) jeman Mopa OUTH HEeBUB ca p: y CYIPOTHOM OUCMO
ceobemewm jemmaumue (1) mo momyry p* mobmmm +14+ 1+ 1 = 0 mro Huje Taumo. DBes
cMamema ommTocTh, Heka p | z. Illrta Bume, us (1) Takobe 3akmyuyjemo ma p? | 2.

Herka je k > 2 HajMamu n0puponal 6poj 3a KOjU HOCTOJU Pellewne jenHadyunne (k) y KoMe je
(r,y,2) =1m p¥| z, pP*1 ¢t 2. Ilocmarpajmo oBo pememe (z,y, z).

Heka je A = r+y, B = wr+w?yu C = v’z +wy. Karko je A= B = C (mod p) u

p| ABC = =23, cnemm p | A, B,C, npu uemy je (A, B,C) = p, narue (%, %,% = 1. Kako
je % . % . % nornyH Ky6, Ha ocaoBy OTA cuenu ma cy %7 §7% €KBUBAJIEHTHU KyOOoBUMA:

A=pa¢®, B=ppn’, C=pe

3a Heke (,1,¢ € Z[w] y3ajaMHO mpoCTe IO MAapoOBMMA U jeAVHWYHE ejeMeHTe «,[3,7v. Kako
je A+ B+ C =0, nobujamo
a¢® + pn’ +~€ = 0. (2)

[TomTo je a3y jemMHEUYHM eleMeHT | MOTHmyH Ky0, mmamo oy = £1. Hame, ABC = —23

je memuso ca p® (jep p? | 2), ma je (taumo) jemam om Gpojesa (,7,£ meLUB ca p: PEMO
na je To & 36or pt(¢,n, w3 (1) crema ¢3,7% = £1 (mod p*), mro y6ammsamem y (2) maje
+a+B=0 (mod p?). Onasme je B = +a, ma u3 afy = £1 cremqn u v = +a. Cxpahusamem
a 'y (2) mobujamo ¢+ 7P £ €2 = 0, mTo maje jom jemHo HETPUBHUjaTHO pememe (x) ca
(€m, &) =1.

MebyTum, p3¢3 nemu ABC = —23 mro je Tauno memuso ca pF, ma je pF~
p Koju menu &, WTO je y KOHTPAIUKUUjU ca u3bopom Opoja k. O

! majsehu crenen

7° KoHrpyeHIuje BUIIEr cTemeHa.

Osze Huje Heomxomuo aa mome Q[vd] Gyme eykmuacko.

Jenan o1 OCHOBHUX IOJMOBA je pes eneMenTa no naroMm Monyiy. (Mamna) ®epmaoBa Teopema
KasKe Ia pen mesjor 6poja a mo MOAyILy mpoctor Opoja p menu p— 1. Y KBaApaTHOM paIUpEny
R upcrena 7Z oBO He MOpa oA BAKU:

Ipumep. Hexra je a =i € Z[i) u p=3. Kako je a®> = —1, a® = —i u a® =1, pexn a (mod 3) je 4.

IIpumep. Enement a = 2 + +/—5 € Z[i]| Hema roHauan pen no moxyay p = 3, uako je (a,p) = 1.
Baucra, a? = —1 +4y/=5 = a (mod 3), u 3aTo a" = a (mod 3) 3a cse n.

Pan y ckymy menaux enemenara y Z[\/E] IO MOZYJIY P 3HAYU pPal y Zp[\/g}. Tpeba ma mmamo y
BULLY 12, aKO je d KBAIPATHH OCTATAK IO MOLYJLY P, OHAA U \/d JIEXKM Y MOy Z,, anmy y3UMa JIBe
Mmoryhe BpenHocrTu, Ia TAKO M eJeMEHT a mMMa ABe Moryhe Bpemnoctn y Z,. Axo je N(a) # 0,
obe OBe BPEeMHOCTH Cy Pa3iuduTe O HyJe, Ma Tako y oba cirydaja Baxkwm a’~! =1 (mod p).

IIpumep. Y momy Zs, HopMma enemernTa a = 2++/—5 je N(a) = 22+5-12 = 0, u 3aT0 OBaj eJIEMEHT
HEMa MHBEP3 HUTU KOHAYaH Pe.

C npyre crpame, axko je d KBAJIPATHM HEOCTATAK MO MOAYIY p, ouma je Z,[v/d] mome ca p?
enemenata (mposepure!), mTo 3HAUM 2 UMamo p°—1 HeHysa eJeMeHaTa KOjU CBU MMAjy MHBEp3e
y TOM moJby. ¥ OBOM ciydajy, maja PepmaoBa Teopema riaacu OBAKO:

Teopema 15. Hexa je p mpoct 6poj u a # 0 neo enement y Q[Vd] ca pt N(a).
(a) Axo je (%) =1, ouza je a?~! =1 (mod p).

(6) Ako je (%) = —1, ouma je a” "' =1 (mod p).



Joxas. (6) Hera je {ai,az,...,a,2 1} ckyn memyna emxemenara noma Zy[vVd]. Cryn {aai,...,
aa,2_1} Taxobe campsm cBe HeHyla eJeMeHTe, NAaK/Ie IPOM3BOAM €JEMEHATA y OBa IBa
cxyna cy jemmaxu. Crmemu nma je aj---ap2_1 = aay ---aap2_q. CkpahuBameM ca aj---ap2_1
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nobujamo a? ' =1y nomy Z,[Vd]. O

Ipumep. 3a a =1+2v3 € Z[V3] u p = 13 umamo a®> = 4V3, a* =9 u ¢'2 =1 (mod 13) jep je
d = 3 KBagpaTHU OCTATAaK IO Monmyry 13.

Ipumep. 3a a =1+2v2 € Z[V2] u p = 13, umamo a'2 = 8+ 8v/2, a'* =6 u a'%® =1 (mod 13).
[Tokasyje ce ma je pex a mo Momyy 13 jemmak 168 = 132 — 1 (mposepure!).
Mocaeduya. Axo je a € QVd] meo emement, p mpoct 6poj u (%) = —1, ouza je ™ = b (mod p)

3a HEKO b € Z.

Jloxas. Axo oszmaummo ¢ = aPt!, ma ocmoBy Teopeme 15 je cP~! = 1. Kaxko jemmauuma zP~! =1
mva p — 1 myma 1,2,...,p — 1, ona mema npyrux myna, makme ¢ € {1,...,p— 1} y Z,[V2].

Ila OucMO 3a0KpYyRUIM pajn ca MonyauMma, Tpeba mna HCIUTAMO U CJOKEHEe MOAYyJe, IIpe
cBera Moxmyne obmumka pf 3a mpoct 6poj p u k € N. Cueneher Basuor tBphema ce cehamo
U3 Teopuje KOHIDYEHIMja BUIIEr CTEEeHA - OHO BAKU U Yy KBAAPATHUM DPAIIUPEHUMA; TOKA3 je
MOTIIYHO UCTU W OBZE I'ad CTABJHAMO CAMO PAIU JIAKIIET YATAA.

Teopema 16. Hera je p mpupoman IpocT OpOj, a 1e0 eIeMeHT y (@[\/&] un,k €N, €Ny Aro
p* la—1wup'| n, ouma p**! | a" — 1.

Jokas. Unamo a = p* B+1 3a mexo neno B € (@[\/&] KOje HHuje meruBo ca p. Tama je mo OMHOMHO]

(popmyn n

2

Tepbeme norkasyjemo muaykuujom mo [. 3a l =0 u | = 1, ouursenHo cy cBu cabupim
Ha mecHOj cTpanu (*) ocuMm mpsor mesmusu ca pFHtl ok je mpsu taumo memus ca pFtl
omakme cirema pFtt || o™ — 1.

a”l—(1+pkB)"1—npkB+< >p2kB2+-~-+p"kB”. (*)

Hexra je | =t > 1. Ha ocmoBy ciyuaja | = 1 Bazu p**1 || a? — 1. IMomro p'~! | N = n/p, mo
MHIYKTUBHO] IpeTmocrasuy 3a | = t — 1 npumemenoj ua A = a? u N umamo pkt1)+(E-1) I
AN — 1, 1j. ptd | n. O

Hocaeduua 1. Axo je pex a (mod p) jemmax 6 u p* || a® — 1, orna je pex a (mod p**!) jemmax p'é.

Jloxasz. Cnenn u3 Teopeme 16 mpumemene na a’. O

Cayuaj p = 2 ce mano pa3nmkyje on oarosapajyher ciyuaja 3a meme 6pojese. Paszior je
IITO y KBAAPATHOM DallUpeny He Mopa na Baxku 2 | a — 1 ako je (a,2) = 1.
IIpumep. Y Q[v10], 3a a = V10, (a,2) =1, amu 2 | a™ 3a cBe nexe n > 1.
Y Q[v2], 3a a =1++/2, Bawu 2! || a®> —1 u 22 || a* — 1, mro ce omer Hukax He memasa y Z.

U oBze y mokasy MOpaMo ja OyIeMo IasJ/bUBY, jep He 3axTeBaMo na 2 Oyme mpoct y Q[vd],
na tako u3 2% || £ m 2V || n me cmemo ma 3armyummo 271V || &n.

Teopema 17. Heka je a neo emement y Q[v/d] takas ma 2 || a — 1 3a mexo k € N, k > 2. Tana 3a
cBaxo meso | > 0, 28+ | g™ — 1 ako u camo axo 2! | n.

Jloxaz. Hera je a — 1 = 2Fb 3a meo emement b, 2 { b. Ilokasyjemo mmmyknujom mo | ma je
a® — 1 =22y + b) 3a werku neo emxement r aro 2! || n.
Hoummenmo ox cayuaja | = 0. Tanma je a” —1 = (a—1)((2¥b+2)(a" 2 +a" 4+ - +a)+1) =
2Fb(2¢c 4+ 1) = 2%(2bc + b) 3a HeKH 1EO eJEMEHT c.
IIpermocraBumo ma TBpheme Basu 3a [ — 1 (I € N) u mexa 2! || n. Ilo ummyknumjckoj
mpermocraBmy je af — 1 = 2k+l_1(2r + b) 3a Hero T, ma HpaBOJMHUjCKUM cpebuBamem
nobujamo a” —1 = (a? —1)(a? — 1) = 28171 (2r + b) (251 (2r + b) + 2) = 28H(20" + b), e
je v’ = 2F1=3(2r 4 b)?2 +r. Uunykmuja je roToBa. O
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8° IlpuMmeHa Ha JUHeapHE PEKypPEHTHE HU30BE NPYror pena.

Heka je (a,) HM3 meaux 6pojeBa KOjU 3a00BOBABA PEKYPEHTHY Be3y APYLOT Dela Uni1 =
ba, — can_1, Toe cy b,c € Z. 3HaMO na je HU3 G, TEPUOAUYAH IO MPOCTOM MOIYJIY P IO
npernoctaBkoM ma p { ¢ (3amro?). To s3maum ma moctoju n > 0 3a xoje p | a,. Ocwmm Tora,
jemMHOCTAaBHA WHAYKIOWja HAM naje an,ir = car (mod p) 3a csako k, rme je ¢ € Z rakas ma je
ant1 = cay (mod p). Omasne 1aKO 3aKbyUyjeMO na P | a, aKO U caMoO ako n | m.

Axo je d = b — 4c # 0, myne a,a kapakrepuctudsor nommaoma P(z) = x? — bx + ¢ cy memm
€JIEMEHTH I10Jba Q[\/&] Onmru unan Hu3a uMa o0MuUK a, = kia™ + koa"™ 3a Heke KOHCTAHTE
ki,ks € QVd]. IlupexTno ce mobuja ki = =040 y k, = 99%0=01  Kago je a — a = 2v/d, umamo

a—

pta—a, nakne ky u ko cy mobpo mepuHUCAHU IO MOLYILY P.

Teopema 18. Hera Hu3 nenux 6pojesa a, 3am0BOLABA PEIANUA)Y Gni1 = ban, —can—1 (b,c €Z) n
Heka je p > 2 mpoct 6poj. Ozmaummo d = b% — 4c.
(a) 3a ptd, nepuon musa (a,) mo mMomymy p memu p° — 1.
(6) Axo p | ag, ouma p | a, ()

2 _ 2 _ _
Joxas. (a) Ilo reopemu 15 Basgu a™P —1 = " ua™tP —1 = g". U3z ropwmux popmyiua 3a a,, k1, ks
p P pMy » K1,
OIMaX CIEeIH Ja je Gpip2_1 = an (mod p).

(6) 360r k1 + ko = ag =0 (mod p) Baskn a, = k1a™ + kea™ = k1(a™ — @") (mod p).

— Axo je (g) =1, no reopemu 15 je a?~! =a’~! =1 (mod p), mnakmne p | ap_1.
— Axo je (%) = —1, mo mocremumu Teopeme 15 je Pt = b (mod p) 3a merm meo 6poj b;

takobe a?™! = b, narne a1 =0 (mod p).

— Hajzan, ako (%) =0, 1j. p|d, Baswm 2°> —br +c = (v — g)2 U jeIHOCTAaBHA MHIYKIW]a
b)n—l

naje an, =nai(s , marie a, =0 (mod p). O

IIpumep. Pubonauujes mu3 F, je mar ca Fy =0, F; =1 u F,41 = F, + F,_1 3a cee n. Ilo
Teopemu 18, mpocTt 6poj p # 5 menu F,_(s), mro nokasyje tepheme Koje HaM je MO3HATO:
P

p| Fpt1 3a p=+2 (mod 5) u p| Fp_1 3a p==£1 (mod 5).

Teopeme 16 u 17 Mory ma HaM Ka:Ky IOHENITO O NEJLUBOCTHU @, CTEIEHOM IIPOCTOr Opoja -
BUAETU HIOP. 3amaTakx 19.

9° MaJio o onmTuM ajarebapCcKuM pammpemnuMa.

Cmenen anrebapckor 6poja « je CTelmeH HerOBOI MUHUMAJHOT MTOJIUHOMA.
ITa bucmo mHampasuau pamupeme momsa Q amrebapckum 6pojem o cremena Beher on 2, Huje
MOBOJLHO ZJa IIOCMATpaMoO caMo Opojese obuuka a + ba (a,b € Q).

Ledurnuyuja. Hera je o anrebapcku 6poj crenera n. Pawupewe nora Q esemenmom o je cryn
Qo] cBux KommITeKcHWX GpojeBa obImEa co + cia + - + ¢, 12" 1 (¢; € Q), ca cBuMm
onepamujama nacinebennm nz crkyna C. Cmenen pammpema je cremen n moamHoMa p(x).

Kao u y xBagpaTHuM pamupemuMa, neauM ejgeMenTuMma nosba Qo] mpormamasamo ome ene-
MeHTe Koju cy aJsrebapcku neau. CKyI meaux eseMeHaTa y MOJbY jé MHTErPAJIHU JIOMEH.

Y pamupemnuMa IPOU3BOJLHOI KOHAYHOT CTEIEHA MOTY ce Ne(UHMCATH KOHjyraTh M HOPMA.
MebyTumM, koHjyrar maTor egeMeHTa y ONIITEM CIy4dajy HUje jeAUMHCTBEH. 3a aBa ajgrebapcka
[OJba KAXKEMO Ha CY KOHjyrOBAHU KaJ IO UMajy UCTU (MOHWUHM) MUHMMAJHU IOJIMHOM. JenHa
Ol HEKOJIMKO €KBUBAJIEHTHUX TeduHUIMja HOpMe je cieneha:

Legunuyuja. Hera je F pamwnpeme moma Q cremena n, u & € F. Axo cy £ = &1,82,...,& cBA
KOHjyraTu £, nopma enementa & ce neduuumme kao N (&) = (&€ ---&4)™ 7.

TTokasyje ce ma d | n, ma je HOpMa HEJOr eJeMeHTa pammpema yBek meo 6poj. Kao m y
KBAJIPATHUM pammpemuMa, HopMa je myarumnukarusaa: N(En) = N(§)N(n).
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Ipumep. Tome F = Q[v/2] je cremena 4. Munumamau nosmuoM exementa & = 1+ /2 je 23 —
322 +3x — 3 =0, a merosu komyratu cy & =&, & = 1 +wé u &3 = 1 +w?¢ (mpumernmo na
cy &2,83 ¢ F). Hopma N(§) je &1€263 = 3.

Jemuan komyraT emementa n =2y F je om cam: 1y = 2. Harme, N(n) =n} = 8.

Ossaunmo ca R ckyn nenux ejgeMenara pamupemna F moma Q. Csaru enement x € R onpen-
jyje m3B. umeasn I = xR = {xy | y € R} upcrena R.

Ledunuyuja. Tlonckyn I unrerpassor nomena R je udeas ako, 3a cBe 2,y € [ u a € R, enemenrtu
T+ y u ax Takobhe mpunamajy I.

Y npcreanma R nonyt Z u Z[i], jequnu uneanu cy onu obaura xR, rme je x € R. Osaxrse
IPCTEHE 30BEMO 2A48HOUDCAACKUM OOMEHUMA.

Hopma uneana I je 6poj knaca eksusaienuuje R/I, ako je oBaj 6poj romauan. Hopwma
nneana R je ynpaso N(z).

Ilokasyje ce ma cy riaBHOMIEAJCKMA IOMEHM yBek eykauiacku. Wmak, y ommreM ciaydajy,
UHTErPAJIHU JOMEH He MOpa na Oyzae IIaBHOWIEAJICKU.

IIpumep. Y upcreny R = Z[v/—5], ckyn I = {3a+ (2+ +/—5)b| a,b € Z} je nnean mopme 3. Osaj
uneas Huje obamka xR Hu 3a jenHo x € R, jep y R Hema esnemenara HOpME 3.

W neanu npcrena R ce MOT'y MHOKATU Ka0 U BeroBu ejeMentu. Hawwme, axo cy I u J uneasnu,
npoussoxn IJ je mnean roju ce mepunume kao {zy | z € I,y € J}. Osaro m meby mneamma
MOKEMO YBECTHU peJalijy NeJbUBOCTHU, U OHA je KoMIaTubmiHa ca Behl yBemeHOM Ie/brBOIINY 3a
eseMentTe: uneas xR memu mneasn yR ako u camo ako x | y. Y CrIamy ca AebuBOINY, YBOIUMO
U mpocme uaeaie Kao OHe KOJU Ce He MOT'Y HAIKCATU Kao IPOU3BOAU ABA UIALAIIA PASIUYUTA O
R.

Ncnocrasma ce ma ce mocMaTpameM UIeajla YMeCTO eeMeHATa CKyNn R IOHEeKIe MOyKe mpe-
Basuhu wemocrarak OTA:

Teopema. Cparu mueas npcreHa R ce pacraBiba Ha MPOU3BOI IPOCTUX KOAEAJA HA j€IUHCTBEH
HA4YMH, 0O Ha PenOCIem.

IMpumep. Bunenu cmo na y ckymy R memux enemenara y Q[v/5] 6poj 9 = 3-3 = (24+v/=5)(2—v/—5)
UMa IBe HeeKBUBAJEHTHE KaHOHCKe (GakTopmsamuje. Mmak, mocMaTpas Kao mmeasa 9R, oH
UMa jeIMHCTBEeHY (paKTOpHU3ammjy Ha mpocte mmeate: 9 = p2q?, rme je p = (3,2 ++/—5) u
q= (3,2 —/-5). Kao uneanu, exementn 2 ++/—5 u 3 cy caoxenu, jep je 2+ /=5 = p?,
2—+v-5=q*>u3=pq.

10° 3amamm

1. Hokazatu na He moctoje m,n € Z takxsu na je (3+14)™ = (7+14)".

Peweme. Axo TakBu m u n nocroje, ouma je 10™ = N((344)™) = N((7+4)"™) = 50", mTo
je memoryhe.

2. Oapemutu cBe mapose (r,y) eremenara us Z[v/2] 3a xoje je % + % =2.

Peweme. Ilara jenuaunna je exkuBajentHa ca (2y — 1)(2z — 1) = 1. TIpema Tome, enemMeHT
22 — 1 jemummuan y Z[v/2]. 3naMo na cy cBu jemumuumn enementu y Z[v/2] obmuka +(1 +
V2)", makme 20 —1=+(1++v2)" u2y—1=4+(1++2)"" 3awexo n € Z. Ila 6u z u y Gunn
IeJU eJIeMEeHTH, jom je moTpebHo ma Gyme a +bv2 = (14++/2)" =1 (mod 2), 1j. a =1 u
b=0 (mod 2), mro Basky ako u caMo axo n = 2k 3a Heko k € Z.

|
—
=

3. Heka cy z,y meam egeMeHTM HEKOT KBaJpaTHOr pammpema Q taksu ma je N(z)
N(y) =2. Axo je N(x +y) > 0, nahiu majmamy moryhy Bpemuoct N(z + y).

Pewewe. Oszmaunmo z = x1 + x9vVd u y = y1 + y2V/d. Vmamo N(z +y) = (21 + 31)? —
d(z2 + y2)* = N(z) + N(y) + 2(z1y1 — dzaye). Kako je (z1y1 — daaye)® = N(2)N(y) +
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d(x1ys — z2y1)? > N(x)N(y), crenn N(z +1y) > (N(z)'/?2 4+ N(y)'/?)? = (V2 +1)? > 5 wm
N(z +y) < (N(z)'/? = N(y)'/?)? = (V2 — 1)? < 1. Ilpyra moryhmoct ornaza, ma Mopa aa
oyme N(z+y) > 6.

Axo je N(xz+y) = 6, u3 ropmux jenaakoctu nobujamo x1y; —drays = % u (21y2—w211)? = 4—1d,
wro uuje moryhe jep d muje nemuso ksamparom. Ilpema Tome, N(x +y) > 7.

Munumamnna speasoct N(z +vy) je 7, n moctmwwe ce vup. vy QV2] 3az=1uy =2 — V2.

. IlorazaTn ma mpumepy na MaKCUMAJHU 3ajeIHUYKU NEJUJIAI OBA eJeMeHTa ,y € R He
Mopa naa Oyne jeqUHCTBEH IO Ha eKBUBaJIeHTHOCT ako y R me Baxku OTA.

Pewemwe. Hera je v = 9 m y = 6 + 3v/—5 y Z[y/—5]. Oba enementa mmajy mopmy 81 u
HUCY eKBUBAJeHTHHU, Ma muxos M3l uma zopmy 1,3,9 wmm 27. Y Z[/—5] nema enemenara
mopme 27. C mpyre crpaHe, IOCTOje ABA HEEKBUBAJEHTHA €JIEeMEHTa HopMe 9 Koju meie &
uy: To cy 3 u 2+ /-5, u ceakm on wmux je M3Il exemenara r,y.

. Heka je a meo 6poj u n = a* +a? — 1. Oxmpemutu (6ap jeman) MaKCHMAJHU 3ajeIHIIKA
JeJTAITAI eJIeMeHaTa T = a ++/n u y = 1+ ay/n y momy Q[/n].

Pewewe. Heka je d = (x,y). Kako je N(d) | N(z) = —(a* = 1) u d | ax —y = a® — 1, omakmne
N(d) | (a®> = 1)?, cneru N(d) | a® — 1.

Enement 6 = a® — y/n mva sopmy —(a? — 1) u menu x u y, ma je To M3l enemernara x u .

. ITorazaru ma mpumepy na Kunecka Teopema o ocranmMma He MOpa Aa BaKU Y KBAAPATHOM
pamupeny Z y kome He Bazku OTA.

Pewewe. Cetumo ce na y npcreny Z[v/—5| ne Basku OTA jep je 9=3-3=(2++/-5)(2 —
v/—b), nako cy 3 u m = 2 + y/—b5 HEEKBUBAJIEHTHU IIPOCTU €JIEMEHTU.

[Mokasxumo na me moctoju = € Z[y/—5] Takso ma je x =0 (mod ) m # =1 (mod 3). Ilpet-
IOCTABUMO Ma TAKBO T TOCTOjU: Tazda je x = (3m + 1) + 3n\/—5 3a meke m,n € Z. Axo
7w |z, orma w | x —3nw = 3(m —2n) + 1. Kako 7 |9, creqn na 7 | (3(m —2n)+1,9) =1
KOHTPAIUKIIN]A.

. Heka cy o, 8,z nemn eneventu y Q[vVd]. Aro a |z, 8|z u (N(a), N()) = 1, nokasaru ma
af | x.

Pewewe. Enement y = m+nvd = fz/a je neo. Io ycnosy 3amarka, N(3) = b | ay, a Tpeba
nokazatu qa b | y. Crasmajyhn a = p+gvVd, umamo b | ay = (pm-+dgn)+(pn+qm)Vd, naxme
b nesm pm~+dgn u pn+qm. Onasne b nemu p(pn+qm) —q(pm+dqn) = n(p? —dq*) = nN(«a).
Kaxko je (b, N(a)) = 1, ciemu na b | n. Cauano, us b | p(pm+dgn)—dq(pn+qm) = m(p*—ng?)
caemu na b | m. Ilpema Tome, b | y.

p—1
. Heka je p mpoct 6poj u N = H(k’2 +1). Ogpemury ocrarak N npu nejsemy ca p.

k=1
Pewewe. Osnaunmo P(z) = (1+2)(2+z)...(p — 1+ z). Ilosmaro nam je na Baku P(z) =
2P~ — 1 4 pQ(x) 3a merkn mosmEOM Q(7) ca MemoGPOJHIM KOe(hUIjeHTIMA.

C mpyre crpame, kako je k> + 1= (k+1i)(k — i) 3a cBako k, omqMax BUAUMO na je
. ) . ) _ [ 4, awro p=3 (mod 4);
N = POP(-i) = (7 = 145 (- =14 pQ(-i) = { o e

. Heka je p =3 (mod 4) HpOCT 6p0_] Iokazatu na je Opojusnaln pa3iroMEa Zk o kz T eLUB
ca p (mmp. 3ap—7,1—|— +1 +10+17—|-26 ‘2%(‘1)8,7|4193).

Pewemwe. HOCMana,JMO S = Zk 0 k2+1 Kaxo je k2+1 = kl—i*k%-i’ mmamo 2iS = f(—i)—f (i),
T p=i_ .
rae je f(z) = Zk o w+k Iame je Tl = 7@(:&37@;9) (mod p), npu uemy je (z+ k)P — (z +

k) =z — z (mod p) 3a cse k. Ilpema towme, f(z) = —— Zz;é((x + k)P~ —1).
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10.

11.

12.

13.

14.

Momumom S P—}((z + k)P~! — 1) je cremena < p — 1 u ysuma spemmoct —1 (mod p) 3a cse

xz € {0,1,...,p — 1}, maksue unenTudru je jemHak —1 mo MOAYJNy p. 3aKbydyjeMO Oa je
f(z) = - (mod p).
Capma je 2iS = f(—i) — f(i) = —m + 7= = —1, ma Hajzan aobujamo S = 3 (mod p),

omakJe cienu TBpheme.

[IpermocTaBUMO Ha Cy ,%, % IPUPOHEM GpojeB:m TakBu ma je xy = z2 + 1. IlokaszaTtu na
mocToje meau 6pojesu a, b, c,d Taxsu ma je x = a? +b%, y=c2+d? u z = ac+ bd.

Pewemwe. Kopucrtuhemo caenehe saxkuo nomohno tepbeme: ako cy m,n,p, q € Z[i] 3a koje
je mn = pq, oHma TOCTOje Uj,Us,V1,Vy € Z[i| TaKBU Ha je m = uiv;, N = UV, P = UjVa,
q = ugvy. Ilokas oeor tBpbhema je mcTu Kao y ciaydajy m,n,p,q € Z, U Cieau OAPEKTHO
U3 pacTaB/bama m,n, P, HA IPOCTE YNHUOIIE.

Kako je 7y = 22+ 1 = (2 +1i)(z — i), mtomohuo TBpheme Ham maje
T =uUiv1, Y =UgVs, 2Z-+1=1uUiVs, 2 —1= UgV] (1)

3a HEKe uj,us, V1, vy € Z[i]. Hera je uy =a+bi uw us =c+di (a,b,c,d € Z. 360r uy | z+1
Baxku (a,b) = 1, ma kako je ujvn € N, cremu na je v; = qup 3a Heko ¢ € N. Ilae,
U3 ujve = UzUi ciaemu vy = qup. Hajsanm, w3 ¢ | z + 4 = quiuz mobujamo g = 1. Cana
jemmarkoctu y (1) mocrajy = = uiuy = a’® +b%, y=c?+d?* u z = ac + bd.

IlokazaTu ma 3a CBaAKO MPUPOTHO N > 3 MOCTOj€ jeMMHCTBEHU HENAPHU NMPUPOITHU OpPOjeBU
x,y TakBu ma je x2 + Ty? = 2",

Pewewe. Y nomy Q[v/—7] ycnos x? + Ty? = 2" ce moske mamucatu kao N(x + yy/—7) = 2™
Y OBOM TOJbY MMAMO TIEO EJIEMEHT o = %‘/j
cBaKo n, mMaMo 2a™ = T, + y,\/—7 3a Heke mene Tn,y, u N(2a") = x2 + Ty2 = 2"T2; 360r
a=1 (mod @) je ™ = a (mod aa = 2), onaksne caemu na 2t a”, na Cy Tp,Y, HEIAPHN.

HopMe 2. IlomTo je a™ meo esnemeHT 3a

Ocraje ma mokakemMoO jeouHCTBEHOCT. JIOBOJBPHO je mOKA3aTW MHIYKIWjOM IO N Aa, aKO je
¢ € Q[V=T] meo enement ca 21 ¢ u N(¢) = 2", ouna je ¢ € {£a",£a"}. To je Tauno 3a
n = 1. IlpermocraBumo na Basku 3a n—1 u mokaskumo ra 3a n. Kako je ( = a mum @ (mod 2),
cmarpahemo 6e3 cmamema onmrocTy Aa je ( = « (mod 2). Tana a | u % =1 (mod &), Tj.
g = 1+af 3a mexn neo enemenr 3. Taza je 2" ! = N(é) = (1+aB)(1+af). Bumumo na je
a | B memoryhe, jep 6u ouma 6uno 1+af =1+aB =1 (mod 2) u oryma 2" 1 =1 (mod 2).
Hakne, f =1 (mod ) u onarie g =14+ a =« (mod 2). ITo MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN
3aK/byUyjeMo 1a je é = +a"" !, u noka3 je 3aBpiIeH.

Hahwu cBe npuponue 6pojese m,n 3a koje je (14+)™ 4+ (24 i)" = —1.
Pewemwe. 3a m <5 jenuno pememe je (m,n) = (5,2).
Heka je m > 6. Tana (1+4)° ~8|(2+i)" + 1. Ilopenak 6poja 2+ i mo Momymy 8 je 4 jep

je (2+414)* = =7+ 24i =1 (mod 8), ma mopa 6uru n = 2 (mod 4), a To muje moryhe jep je
rama (2+9)" = (2+1)2 =3 +4i # —1 (mod 8).

Pemury jemnaunnay z° — 1 = y? y ckymy menux 6pojesa.

Peweme. Ilata jenmaumua ce Moxke Hamacatu y obmuky z° = (y+14)(y —i). Ilpumerumo na
x Huje mapad 6poj, jep 6ucmo y cymporaoM mmasm y2 = —1 (mod 4). Takobe caemu na je
Yy HapHO, omakie NOOUjaMo Ha Cy eJeMeHTU Y + i u y — i y3ajamuo npoctu y Zi]. Kako je
(y+1)(y —¢) meru crenen, caenu na cy y+i u y —i oba neru crenenu (3amro?). Heka cy
a,b € Z raxsu nma je y +i = (a+ bi)°> = a(a® — 10a?b? + 5b*) + b(5a* — 10a?b? + b*)i. Bamnu
b(5a* — 10a?b? + b*) = 1, nma je b = 1. Jlako ce mposepaBa ma je y oba cayuaja a = 0, a
camuM TuM u Yy = 0, £ = %1, jenuHO pememe.

Hahu cBa meno6pojHa pemema jemaaunae r2 + 2 = 15,

Pewewe. Hamummumo maty jemmaumny y obmury (z++v/—2)(r —+/—2) = y3. Axo je z mapuo,
ouma y3 = 2 (mod 4), mTo je memoryhe; ciremu ma je x memapmo. Tana cy = + -2 u
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15.

16.

17.

18.

x —+/—2 y3ajamMHO TpocTU enemenTu Z[y/—2] uuju je mpous3BoA NOTIYH KyO, Ia HA OCHOBY
OTA y Z[v/—2| 3axmyuyjemo na cy = ++/—2 u  — v/—2 nornysu kyGosu. lakme, mocToje
a,b € Z raxsu ma je (a + by/—2)3 = x +/—2. UsjemmauaBamem koepumnmjenara y3 /—2
nobujamo b(3a? — 2b%) = 1, onarae je b =1 u a = +1. Cana mako nobujamo x = +£5 u
Yy = 3, IMTO je U jeAnHO IeJOOPOjHO peleme MOCTaBHEHE jeaTHAYUNHE.

Hahu cBa nmeno6pojua pemema jexnaunue u® — 2v° = 1.

Pewemwe. Karo je (2u® —1)% = 4u?(u® — 1) + 1 = (2uv)® + 1, mary jemmaummy cBOIMMO Ha
22 =y3+1, rme je v = 2u® — 1 u y = 2uv. [ocmarpahemo oBy jemmaumny y Z[w]. Wmamo
2? = (y+1)(y+w)(y+w?). Mpuvernvo ma je (y+1,y+w) = (y+w,y+w?) = (y+w? y+1) =
d|1l—-w.

ITpernocraBumo zna je d =1 — w u o3saunmo y +w = (1 —w)z. Hama jequauymna ce cBoqu
Ha 2(z+1)(z+w?) = (1-w)t?. Kaxo je (z,(2+1)(z+w?)) =1, 2 je eKBUBATEHTHO eTEMEHTY
obmura m? umu (1 —w)m?, m € Zw]. Kako cy w m w? u caMu KBagpaTu, ciIemd na je
y+w==+r? wm y+w==+(1—-w)r? 3a "gexo r.

(i) y+w = 47?2, Aro crasumo r = a + bw (a,b € Z), nobujamo (a? — b?) + (2ab — b*)w =
+(y + w), onarne je y = a® — b u 2ab — b? = +1. Ilpema Tome, b = £1 u a € {0,b},
mro HaM gaje y = —1 wiwm y = 0. Ogasne mobujamo pemema (u,v) = (1,0).

(i) y +w = +(1 —w)r?. Aro crasumo r = a + bw (a,b € Z), nobujamo (a? + 2ab — 2b?) +
(4ab — a® — b*)w = +(y + w); usmeby ocrasor, 4ab — a? — b?> = £1, anu oBa jemHauMHA
HeMa pemema o a,b € Z. Y 0BOM ciiyYajy IOJIa3HA jeqHAYNHA HEMa DPEIIeHa.

Hexa je cama d = 1. Bpoj 22 je mpom3Boa TP YMHMOLA y3ajaMHO HPOCTa IO IapOBHMA,
Ma je CBaKWM OJ UMHMJIANA eKBUBAJEHTaH KBaapary y Zw]. Omer ciemu y +w = £r? 3a
HeKo 1 € Zlw]. HacraBimaMo Kao y IPETXOMHOM CJIyuajy u He nobujaMo HOBA Delemna.

ITpema Tome, jemuuo pememe je (u,v) = (1,0).

Hahu cBa meno6pojua pemema (r,%y) jenmauune y? = %:c4 + 22+ 1.

Pewewe. HomTo 3 | ¥, craBumo x = 371; jeamaunna noctaje y° = 2721 +8xr7+1. Muoskemem

. 9z2+1)%—1
ca 3 mobumjamo 3y% = (922 +1)2 + (922 + 1)+ 1= %
nocraje 22 = 3t? + 1. Ilecna crpana ce paxropume y Zw].

Nmamo 22 = (1+t+2tw)(1 —t —2tw), mpu yemy je (1+t+2tw, 1 —t—2tw) = (1+t+2tw,2) | 2.
[IpumeTtuvo ma je 2 mpoct y Zw] u ga 241+t jep 6u y cynporsoM 6mio 23 = 3t2 +1=4
(mod 8) mro uuje moryhe. Cnemu na cy 1+t+2tw u 1 —t—2tw y3ajaMHO TPOCTH, & HUXOB
npousson je Ky6, makmae 1+t + 2tw = €(a+bw)3, rae cy a,b € Z u € je jeIMHEUYHN eTEMEHT.
He ymamyjyhu onmroct, npernocrasmamo aa je € € {1, w}.

3a e =1 gobujamo 1+t + 2tw = a® — 3ab® + b + 3(a?b — ab?®)w, omarne je 2 = 2(1+1t) — 2t =
2(a® —3ab®+b%) —6(a?b—ab?) = (a+b)(a—2b)(2a—b). Jlako ce nobuja na je jemMHO pemIeHe
(a,0) = (1,0) n (z,t) = (1,0), makne (z,y) = (0,+1).

3a € = w camuro mobujamo a® + b® + 3a?b — 6ab? = —2. Omasze je, mebytum, (a+b)3 = —2
(mod 9), mrro je memoryhe.

, mTo 33 2z =927 + 1 u t = 3z1y

x

Ilorazatu na ce cBako n € N MOke IPEICTABUTH y OOJUKY N = 37 — g2 TR CY T,y eN.
Y2 —x

Pemapamem KBanpaTHe jeHAUMHE IO T, YCIOB N = 5375 nocraje (2nz + 1)2 — 8n?y? = 1;

npema Tome, (u,v) = (2nx + 1,2ny) je pememe Ilenose jemmaumme u? — 202 = 1. Csa

pemema (u,v) 3am0B0/maBajy u + vv2 = (3 4+ 2v/2)F 3a mexo k € N. JloBomHo je mokazaru
na nocroju pememne (u,v) y kome je u =1 u v =0 (mod 2n), Tj. ma nocroju k 3a xoje je
(3+2v2)" =u+vv2=1 (mod 2n). Osakso k mocToju Ha ocHOBY Teopeme 15.

IIpumep. 3a n =9, Hajmame pememe je (x,y) = (42 688 800, 30 185 540).

Heka je ¢ > 5 mpoct 6poj u p nmpoct nemmnan Pubonaunjesor 6poja Fy. Ilokazatu ma je
p= =41 (mod q).
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19.

20.

Peweme. Ilo Buneosoj popmynu je F, = %(qﬁq — (fé)q) = ¢q1\/§(¢2q +1), rae je ¢ = 1+2‘/5

1eo y Q[\/g} IIpema ToMe, mopenak ¢ mo Momyay p menu 4q, a He Aeaum 2q, AAKJIE jemHAK
je 4q. IIo reopemn 15 caemm na 4q | p? — 1, omakie ciaenn tBpheme.

Hwus npuponmaux Gpojesa (a,) je mepunmcan ca ag = 0, a1 = 1 u ap, = 2a,-1 + an_2 3a
n > 1. Ilokasatu ma, 3a cBaku mpupoman 6poj k, 2¥ | a, axo u camo axo 2% | n.

- a2n_(_1)n

Pewemwe. lupexkrHo ce nobuja OmITU WIAH: A = ﬁ((l +vV2)" = (1—V2)") = NG

rae je a = 14++/2. Jlako ce mokasyje ma je a, DapHO aKO M CaMoO ako je n mapHo. Hanaibe
npernocraBmaMo na je k > 2; taza je 2 | n. U3 dopmyne 3a a, caem na 2% | a, axo u
camo ako 2FT1 | a?" — 1. Kaxo 22 || a? — 1 = 16 + 12V/2, o Teopemu 17 0BO Basu aKo u
camo ako 2871 | n/2, Tj. 2F | n.

IlocmaTpajmo HUB ag,a1,a2,... OAT ca Gy = 2 U Qpt+1 = Qai —13a k >0. llokazaru na axo
Hemapad IpocT OPoj p mesu a,, ouxa je p = +1 (mod 2"12).

Pewemwe. Hera je p > 2 mpoct meaunan a,. Jlako ce mora3dyje MHIAYKIXjOM Oa je

@+v3)” +2-V3” _ 2+v3YT 1

Qn, 9 (2 + \/g)gn

IIpema tome, (2 +v/3)2"" = —1 (mod p). Omasne ciemm na ped r emeMenta 2 + /3 1o
Momymy p memu 212 amu me memm 27! makme r = 2712, Pasmukyjemo mBa cayuaja.

Cayuaj 1. 3 je xBampaThm octaTak mo Momyiy p. Ilo reopemu 15 je (2 + /3P~ =1
(mod p), maxme 2"+2 | p— 1.

Cayuaj 2. 3 je KBaIpaTHU HEOCTATAK IO MOAYJY p. lama pen CBaKOT eJeMeHTa Z[\/g] o
mMomyty p mesm p® —1, omakie 2712 | p2 —1, amu oBO HaM HUje TOBOJLHO. 3a 3aBPIIETAK
nmokaza HaM je morpebmo ma mabemo meko u € Z,(v/3) 3a roje je u? = 2+ /3, jep je
Taga Mopenak U jeTHaK ont3 o nakie TBpbheme jemHocTaBHO Ciiemu.

Ipumerumo aa je (1++/3)%? = 2(2++/3). Cana je noBomHO moKazaTu aa je 1/2 mormys
KBAIpaT y Zp(\/g). MebytumMm, 0BO oaMax cjlaeoy W3 UYUILEHUIE 14 je Y OBOM IOJbY
a, =0=2a2_, — 1, omarse ciemn ma je 1/2 =a2_;. OBuM je moka3 3aBpIeH.

Beorpan, 2004-2012
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