
19. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 20. 02. 2015.

PRVI RAZRED

Na�i sve prirodne brojeve n takve da kad god n deli a2b + 1 za neke1.
prirodne brojeve a i b, onda n deli i a2 + b.

Krug koji sadr�i teme A i sredixte M stranice BC trougla ABC2.
seqe stranice AB i AC po drugi put u taqkama P i Q. Ako je ugao
kod temena A jednak 60o, dokazati da je obim trougla APQ maǌi od

AB +AC +
1

2
BC.

Neka je n > 1 prirodan broj i a1, . . . , an celi brojevi koji su ve�i od −23.
i nisu svi jednaki 0. Ako va�i a1+2a2+22a3+ · · ·+2n−1an = 0, dokazati
da je a1 + a2 + · · ·+ an > 0.

Na papiru su zapisani svi prirodni brojevi od 1 do 4k, gde je k priro-4.
dan broj. U svakom koraku se biraju qetiri razliqita broja oblika a,
b, c i a+ b+ c (ako takvi postoje) i zameǌuju se sa tri broja a+ b, b+ c
i c+ a. Dokazati da je broj koraka koje mo�emo izvrxiti maǌi od k.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



19. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 20. 02. 2015.

DRUGI RAZRED

Pokazati da svako realno rexeǌe jednaqine1.

x3 + px+ q = 0

zadovoǉava 4qx ≤ p2.

U oxtrouglom trouglu ABC taqke D, E i F su sredixta stranica BC,2.
CA i AB redom, a R je podno�je visine iz temena C. Krugovi opisani
oko trouglova AER i BDR seku se u taqki K 6= R. Dokazati da je
^ACK = ^BCF .

Dokazati da postoji prirodan broj koji je deǉiv sa 2015 i qiji je zbir3.
cifara jednak 2015.

a) Imamo na raspolagaǌu 300 jabuka, od kojih se svake dve po te�ini4.
razlikuju ne vixe od 2 puta. Dokazati da se one mogu podeliti u
pakete od po 2 jabuke tako da se svaka dva paketa razlikuju po te�ini
ne vixe od 1.5 puta.
b) Imamo na raspolagaǌu 300 jabuka, od kojih se svake dve po te�ini
razlikuju ne vixe od 3 puta. Dokazati da se one mogu podeliti u
pakete od po 4 jabuke tako da se svaka dva paketa razlikuju po te�ini
ne vixe od 1.5 puta.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



19. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 20. 02. 2015.

TRE�I I QETVRTI RAZRED

U oxtrouglom trouglu ABC taqke D, E i F su sredixta stranica BC,1.
CA i AB redom, a R je podno�je visine iz temena C. Krugovi opisani
oko trouglova AER i BDR seku se u taqki K 6= R. Dokazati da je
^ACK = ^BCF .

Na�i sve prirodne brojeve a i b takve da a deli b2 + b + 1 i b deli2.
a2 + a+ 1.

Pokazati da ako su a, b, c kompleksni brojevi takvi da je3.

(a+ b)(a+ c) = b,
(b+ c)(b+ a) = c,
(c+ a)(c+ b) = a,

onda su ti brojevi realni.

a) Imamo na raspolagaǌu 300 jabuka, od kojih se svake dve po te�ini4.
razlikuju ne vixe od 2 puta. Dokazati da se one mogu podeliti u
pakete od po 2 jabuke tako da se svaka dva paketa razlikuju po te�ini
ne vixe od 1.5 puta.
b) Imamo na raspolagaǌu 300 jabuka, od kojih se svake dve po te�ini
razlikuju ne vixe od 3 puta. Dokazati da se one mogu podeliti u
pakete od po 4 jabuke tako da se svaka dva paketa razlikuju po te�ini
ne vixe od 1.5 puta.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



REXEǋA ZADATAKA

PRVI RAZRED

Oqito n = 1 zadovoǉava uslove zadatka. Pretpostaavimo da n ≥ 2 ima1.
tra�eno svojstvo i neka je a prirodan broj uzajamno prost sa n. Tada
postoji prirodan broj b takav da je ba2 ≡ −1 (mod n). Kako n deli a2+b,
to n deli i a2(a2 + b)− (a2b+ 1) = a4 − 1.
Neka je n = 2αk, gde je k neparno i α ∈ N0. Pretpostavimo da je k ≥ 3.
Tada je (n, k − 2) = 1, te 2αk | (k − 2)4 − 1, odnosno k | 15. Znaqi n je
oblika 2α3β5γ, gde je α ≥ 0, 0 ≤ β, γ ≤ 1. Dakle n | 114 − 1, na osnovu
qega zakǉuqujemo da je α ≤ 4. Ako je n = 2α, tada 2α | 34 − 1 i vidimo
da je opet α ≤ 4. Dakle, n mora biti delilac broja 240.
Obrnuto, neka je n delilac broja 240. Doka�imo da n zadovoǉava
uslove zadatka. Zaista, ako 3 | a2b + 1, onda 3 - a pa 3 | a4 − 1, odakle
sledi da 3 | a2 + b. Analogno dokazujemo i za 5. Doka�imo sada za
2, 4, 8, 16. Ako 2k | a2 + b za 1 ≤ k ≤ 3, onda je a neparan prirodan broj i
8 | a2 − 1. Dakle 2k | b+ 1, tj. 2k | a2 + b. Ako 16 | a2b+ 1, a j neparno pa
je a2 po modulu 16 kongruentno sa 1 ili 9. Ovo povlaqi da b po modulu
16 mora biti kongruentno sa 15 ili 7 respektivno i opet 16 | a2 + b.

Kako je qetvorougao APMQ tetivan, imamo da je ]PMQ = 120◦ i2.
]BMP + ]CMQ = 60◦. Oznaqimo sa B′ i C ′ taqke simetriqne sa B
i C redom u odnosu na PM i QM . Iz podudarnosti trouglova BMP i
B′MP , odnosno CMQ i C ′MQ dobijamo da je B′M = BM = CM = C ′M
i ]B′MC ′ = 60◦, pa je trougao B′MC ′ jednakostraniqan. Iz nejed-
nakosti trougla lako sledi da je PB′ + B′C ′ + C ′Q′ > PQ, odnosno
PB + BC/2 + QC > PQ, odakle odmah sledi trazena nejednakost. Jed-
nakost va�i kada taqke B′ i C ′ le�e na du�i PQ, xto povlaqi da je
]PQC + ]QPB = 2(]PQM + ]QPM) = 120◦. Ovo je u kontradikciji
sa uslovom da je ]APQ + ]AQP = 120◦, pa zapravo uvek va�i stroga
nejednakost.

Tvr�eǌe dokazaujemo matematiqkom indukcijom. Baza n = 2: a1 +2a2 =3.
0, a1, a2 ≥ −1, pa je jedina mogu�nost a1 = 2, a2 = −1 i 2 − 1 > 0.
Induktivna hipoteza i korak: Neka tvr�eǌe va�i za n i dokazujemo za
n+1: Ako je a1 = 0, onda je a2+2a3+ ...+2n−1an+1 = 0 i svi su bar -1, pa
po induktivnoj hipotezi va�i a2 + a3 + ...+ an+1 = a1 + a2 + ...+ an+1 > 0.
U suprotnom, zbog toga xto je a1 paran i a1 > −2, onda je a1 = 2k, k ∈ N.
Uslov postaje k+a2+2a3+ ...+2n−1an+1 = 0 i jox je k+a2 ≥ a2 > −2, pa
mo�emo primeniti induktivnu hipotezu, odakle je k+a2+a3+...+an+1 >
0. A tada je i 2k+a2+ ...+an+1 = a1+a2+ ...+an+1 > 0, xto je i trebalo
dokazati.

Uoqavamo dve stvari koje se ne meǌaju primenom ovih transfromacija:4.



a+ b+ c+ (a+ b+ c) = (a+ b) + (b+ c) + (c+ a) - zbir brojeva na papiru i
a2+b2+c2+(a+b+c)2 = (a+b)2+(b+c)2+(c+a)2 - zbir kvadrata brojeva
na papiru. Dakle, u svakom koraku je zbir brojeva na tabli 2k(4k+1),

kao i zbir kvadrata brojeva na tabli
2k(4k + 1)(8k + 1)

3
. Ako ima n

brojeva na papiru, x1, x2, ... , xn, po nejednakosti izme�u aritmetiqke i

kvadratne sredine sledi
x1 + x2 + ...+ xn

n
≤
√
x21 + x22 + ...+ x2n

n
, tj. n ≥

6k(4k + 1)

8k + 1
> 3k, jer 2(4k + 1) > 8k + 1. Prema tome, broj brojeva na

papiru je ve�i od 3k, a kako se u svakom potezu taj broj smaǌuje za
taqno 1, sledi da nije mogu�e izvrxiti bar k poteza, xto je i trebalo
dokazati.

DRUGI RAZRED

Prvi naqin: Kvadratna jednaqina1.

xt2 + pt+ q = 0

ima realno rexeǌe po t (jedino xto je jednaqina takva da ima rex-
eǌe koje je jednako najstarijem koeficijentu, t = x), te stoga ǌena
diskriminanta D = p2 − 4xq mora biti nenegativna i tvr�eǌe zadatka
neposredno sledi.
Drugi naqin: Ako je x0 koren date jednaqine, onda je x3 + px + q ≡
(x− x0)(x2 + ax+ b) ≡ x3 + (a− x0)x2 + (b− ax0)− bx0. Dakle a = x0, p =
b − ax0 = b − x20, −q = bx0. Sledi p2 = b2 − 2bx20 + x40, a tako�e je i
4x0q = −4x20b, pa je p2 − 4x0q = b2 + 2bx20 + x40 = (b+ x20)

2.

Neka je Q taqka takva da su trouglovi CEQ i CFB direktno sliqni.2.
Iz ^ECQ = ^FCB sledi ^QCD = ^ACF , a tako�e je QC

CD = QC
CE ·

AC
BC =

BC
CF ·

AC
BC = AC

CF , pa su i trouglovi QCD i ACF direktno sliqni.
Obrtna homotetija sa centrom u C koja slika 4CEQ u 4CFB tako�e
slika A u taqku C ′ simetriqnu taqki C u odnosu na F . Zato je ^AQE =
^C ′BF = ^A = ^AKE, pa taqka Q le�i na krugu AKE. Sliqno, Q je
na krugu BKD, pa je Q ≡ P .

Va�i 2015 = 5 · 403, pri qemu je NZD(10, 403) = 1. Na osnovu Ojlerove3.
teoreme postoji k ∈ N (npr. k = ϕ(403)) tako da je 10k ≡ 1 (mod 403).
Posmatrajmo sada broj

A =

2015∑
i=1

10ik.

Oqito je ǌegov zbir cifara jednak 2015 (jasno je kako A izgleda u
svom dekadnom zapisu) i pritom je A ≡ 2015 ≡ 0 (mod 403), kao i A ≡ 0
(mod 5), dakle A ≡ 0 (mod 2015).



(a) Neka su x1 < x2 < · · · < x2n te�ine jabuka; u naxem sluqaju je n = 150.4.
Za i = 1, 2, . . . , n, u i-ti paket stavǉamo jabuke te�ina xi i x2n−i. Kako je
x2n−i62xi, za i < j va�i 2

3(xi+x2n−i)62xi6xj+x2n−j62x2n−i6 4
3(xi+x2n−i),

xto znaqi da ovakvi paketi zadovoǉavaju uslove.
(b) Sliqno kao u delu pod (a), jabuke mo�emo da podelimo u 150 paketa
od po dve jabuke tako da se te�ine svaka dva paketa razlikuju najvixe
dva puta. Sada na dobijene pakete (umesto na jabuke) mo�emo da pri-
menimo rezultat iz (a).

TRE�I I QETVRTI RAZRED

Videti rexeǌe 2. zadatka za 2. razred.1.

Jasno da je uslov zadatka ekvivalentan sa tim da postoji K ∈ N tako2.
da va�i

a2 + b2 + a+ b+ 1 = Kab.

Posmatramo kvadratnu jednaqinu

t2 − (Kb− 1)t+ (b2 + b+ 1) = 0.

Jedan ǌen koren je t1 = a. Drugi koren je, na osnovu Vietovih formula,

t2 = (Kb− 1)− a =
b2 + b+ 1

a
.

Na osnovu prvog oblika sledi da je t2 ∈ Z, a na osnovu drugog da je
pozitivan. Sledi t2 ∈ N. Dakle, ako je ure�en par (a, b) rexeǌe date
jednaqine (za konkretno K ∈ N), onda su i parovi ( b

2+b+1
a , b) i (a, a

2+a+1
b )

tako�e rexeǌa. Kako za (a, b) 6= (1, 1) ne mo�e biti a = b i kako za a > b

va�i b2+b+1
a < a, zbog simetrije je jasno da na ovaj naqin, od kojeg

kod ure�enog para (a, b) ∈ N2 da po�emo, posle konaqnog broja koraka
mo�emo dobiti ure�en par (1, 1). Dakle K mora biti jednako 5. Lako
vidimo da je ure�en par (a, b) rexeǌe date jednaqine akko su a i b
uzastopni qlanovi niza {xn} definisanog sa

x0 = x1 = 1, xn+1 = 5xn − xn−1 − 1,

qije je opxte rexeǌe

xn =
1

3
+

7−
√
21

21

(
5 +
√
21

2

)n
+

7 +
√
21

21

(
5−
√
21

2

)n
.

Neka je P (x) = x3− sx2 + qx− p polinom qiji su koreni a, b, c. Imamo da3.
je s = a+b+c, p = ab+bc+ca, r = abc.Date nejednakosti su ekvivalentne
sa

sa+ bc = b



sb+ ca = c

sc+ ab = a

Kad ih saberemo, dobijamo da je q = s − s2. Mno�e�i prethodne tri
jednakosti sa a, b, c redom, a potom ih sabiraju�i dobijamo

s(a2 + b2 + c2) + 3p = q

ili posle jednostavnog raquna

3p = −3s3 + s2 + s (1)

Ako sad napisemo dati sistem u obliku

(s− c)(s− b) = b

(s− a)(s− c) = c

(s− b)(s− a) = a,

mno�eǌem dobijamo

((s− a)(s− b)(s− c))2 = abc,

xto je ako izrazimo p i q preko s ekvivalentno (kad se rastavi) sa

s(4s− 3)(s+ 1)2 = 0

Ako je s = 0, onda je P (x) = x3 pa je a = b = c = 0. Ako je s = −1, onda je
P (x) = x3 + x2 − 2x− 1. Poxto ovaj polinom meǌa znak na intervalima
(-2,-1),(-1,0),(1,2)- ima tri realna korena, pa su a, b, c realni brojevi.
Ako je s = 3

4 , onda je P (x) = x3− 3
4x

2+ 3
16x+

1
64 = (x− 1

4)
3, pa je a = b = c = 1

4 .

Videti rexeǌe 4. zadatka za 2. razred.4.



18. PROBNO TAKMIQEǋE U OKVIRU PRIPREMA
ZA BMO 2015.

MATEMATIQKA GIMNAZIJA
prvi krug – 28. 04. 2015.

Dati su realni brojevi 0 = x1 < x2 < ... < x2n < x2n+1 = 1. Pokazati1.
nejednakost

1− h
2

<

n∑
i=1

x2i(x2i+1 − x2i−1) <
1 + h

2
.

Dokazati da se svaki konveksan mnogougao mo�e pokriti krugom qiji2.
je polupreqnik jednak qetvrtini obima tog mnogougla.

Na�i sve polinome sa realnim koeficijentima za koje je3.

P (x)P
(
2x2 − 1

)
= P

(
x2
)
P (2x− 1).

Konaqan skup pozitivnih celih brojeva naziva se dobrim ako svaki od4.
brojeva deli zbir ostalih. Dokazati da je svaki konaqan skup prirod-
nih brojeva podskup nekog dobrog skupa.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.


