19. TPAINIMNOHAJIHO MHTEPHO TAKMNYEIRE
MATEMATNYRE I'MMHASNJE
mpBu kpyr — 20. 02. 2015.

I[TPBU PA3SPEI

Hahwu cBe mpuponse GpojeBe n TakBe ma Kaj rox n meau a’b+ 1 3a Heke
npuponHe 6pojese a u b, ouma n meau u a’ + b.

Kpyr koju camp:xu teme A u cpemumre M crpanune BC Tpoyraa ABC
ceue crpanune AB n AC mo mpyru nmyt y Ttaukama P um ). Axko je yrao
kon temena A jemmar 60°, morkazatu ma je obum Tpoyria APQ mMamu on

AB + AC + %BC’.

Hexka je n > 1 npuponau 6poj u ay,...,a, 1eau 0pojeBu koju cy Behu omx —2
u Hucy cBu jemuaru 0. Ako Baxku a + 2as +2%a3+---+2""la,, = 0, norazatn
na je ay +asg + - +ay > 0.

Ha manupy cy 3anucanu cBu nmpupoaau 6pojeBu on 1 mo 4k, roe je k mpupo-
naH Opoj. Y cBaKOM KOpPakKy ce Oupajy yeTupu pasamuura Opoja obJauka a,
b, cu a+ b+ c (ako TakBM mOCTOjE) W 3aMemY]jy ce ca Tpu Opoja a+b, b+c
u c+ a. Iokaszaru ma je 6poj KOpaka KOje MOKEMO U3BPIIUTU Mawmu On k.

Bpewme 3a pan 240 munyTA.
3amaTke geTa/bHO 00Pa3IOKUATH.
CBaku 3amaTak mUCaTU HA 3aCEOHOM TANUpPY.
sKenuMo BaM myHO ycmexa.



19. TPAININOHAJIHO MHTEPHO TAKMNYEKE
MATEMATUYEKE T'MMHA3UJE
upsu kpyr — 20. 02. 2015.

NIPYT'UI PASPEIL

[TorazaT; ma cBakKO peayiHO PEIleHme jeTHAUNHE
3 _
2 +pr+q=0

3am0BosbaBa 4qx < pP.

Y omrpoyraom tpoyray ABC tauke D, E u F cy cpemumra crpanuna BC,
CA u AB penom, a R je nomuo:kje Bucune u3 remena C. Kpyrosu onucanu
oko TpoyrioBa AER u BDR ceky ce y tauku K # R. Ilorazatu ma je
JACK = <«BCF.

IokazaTu ma moctoju npuponan 6poj koju je memus ca 2015 u yuju je 30up
nmudapa jennakx 2015.

a) Mmamo wa pacnomaramy 300 jabyka, o1 KOJUX Ce CBAKe ABE MO TEKUHU
pa3nuKyjy He Bume on 2 myTa. JlokazaTm ma ce OHe MOry MOJIEIUTH Y
makeTe o1 Mo 2 jabyke Tako ma Cce CBakKa MBa MaKeTa PA3JIMKY]y IO TEeKUHU
He Buire on 1.5 myTa.

6) Nmamo ma pacnosaramy 300 jaGyka, oIl KOJUX Ce CBakKe ABE MO TeKUHU
pa3nuKyjy He Bume on 3 myTta. JlokazaTm ma ce OHe MOrYy TOIEIUTH Y
nakere on o 4 jabyke Tako ma Cce CBaka JBa MaKeTa PA3JIMKY]y IO TEeKUHU
He Buire on 1.5 myTa.

Bpewme 3a pan 240 munyTA.
3amaTke geTa/bHO 00Pa3IOKUATH.
CBaku 3amaTak MUCaTU HA 3aCEOHOM TANUpPY.
sKenaumo BaM myHO ycmexa.



19. TPAININOHAJIHO MHTEPHO TAKMNYEKE
MATEMATNUYKE 'MMHA3NJE
npsu kpyr — 20. 02. 2015.

TPETRM MM UYETBPTU PA3PEIL

Y omrpoyriaom tpoyray ABC tauke D, F u F cy cpemumra crpanuna BC,
CA u AB penom, a R je momuo:xkje Bucune u3 remena C. Kpyrosu omucanu
oko TpoyrioBa AFER u BDR ceky ce y taukm K # R. Ilorkazatu ma je
JACK = <BCF.

Hahu cBe mpupomne 6pojeBe a u b TakBe ma a menu 2+b+1ub nemm
a?+a+1.

[TorazaTu ma ako cy a,b,c kKoMmiekcHU OPOjeBU TAKBU 1A je

(a+b)(a+c)=b,
(b+c)(b+a)=c,
(c+a)(c+b) =a,

OHIA Cy T OPOjeBU peaJsiHu.

a) Mimamo ma pacnosnaramy 300 jabGyka, OI KOJUX ce CBakKe IBE MO TEKUHU
pa3nuKyjy He Bume on 2 myta. JlokazaTm ma ce OHe MOTY MOIEJNUTH Y
makeTe O Mo 2 jaDyke Tako Ma Ce CBaKa IBa IaKeTa Pa3juKyjy MO TEKWHU
He Buile on 1.5 myTa.

6) Mmamo ma pacnonaramy 300 jabyka, oI KOjUX ce CBakKe IBE MO TEKUHU
pa3naukyjy He BuUmme onx 3 myTa. JlokazaTum ma ce OHe MOTY IMOAEJIUTUA Y
makeTe on nmo 4 jabyke Tako na ce CBakKa IBa IMaKeTa Pa3juKyjy MO TEKUHU
He Buine on 1.5 myTa.

Bpewme 3a pan 240 munyTA.
3amaTke geTaJbHO 00Pa3IOKATH.
CBaku 3amaTak mUCaTU HA 3aCEOHOM TANUpPY.
sKenuMmo BaM myHO ycmexa.



PEIIEHA 3AJATARKA

I[TPBU PA3SPEI

Ouuto n = 1 3am0BOJBaBa yCJOBe 3amaTka. lIpermoctaaBumo ma n > 2 mMa
TpakKeHO CBOjJCTBO U HEKa je a mMpupoaaH Opoj y3ajamMHO mpoct ca n. Tana
mocToju mpupoaaH 6poj b Takas ma je ba’ = —1 (mod n). Kaxo n memm a®+b,
o n memu u a’(a® +b) — (a®b+1) = a* — 1.

Hexka je n = 2%k, rne je k memapuo u o € Ny. IlpernmocraBumo na je k > 3.
Tana je (n,k —2) =1, Te 2%k | (k — 2)* — 1, ommocro k | 15. 3maunm n je
obmuka 24357, rme je a > 0, 0 < 8,7 < 1. Haxme n | 11* — 1, Ha ocHOBY
gera 3aksbydyjeMo ma je a < 4. Awo je n = 2%, rama 2% | 3* — 1 u BummMoO
na je omet a < 4. Jlakae, n Mmopa outu mesuial; opoja 240.

O6puyTo, Heka je n memumarn O0poja 240. IlokaskuMo ma 7 3ad0BOJbaBA
yCJIOBE 3aIaTKa. 3aucTa, ako 3 | a’b+ 1, ouma 3 {a ma 3 | a* — 1, omaxme
caenu na 3 | a2 + b. Amasorno nokasyjeMo u 3a 9. [lorkaskmmo cana 3a
2,4,8,16. Aro 2| a? 4+ b3a 1<k <3, oHIa je a HemapaH IPUPOJAH OPOj 1
8| a®>—1. Haxme 2 | b+ 1, 1j. 2¥ | a® +b. Axo 16 | a®b + 1, a j HemapsO na
je a® mo moxyny 16 komrpyenTso ca 1 mmu 9. OBo moBiIauu na b O MOIyIy
16 Mopa GUTH KOHTpYeHTHO ca 15 mmm 7 pecmektuBHO 1 omet 16 | a? + b.

Kako je uerBopoyrao APM() reruBan, mmamo na je £PMQEQ = 120° u
ABMP + £CM@ = 60°. Osmaummo ca B’ u C' tauke cumerpuune ca B
u C pemom y omaocy Ha PM un QM. V3 nonynapuoctu tpoyraosa BMP u
B'MP, ommocao CMQ u C'M(Q mobujamo na je BM = BM = CM = C'M
u £{B'MC" = 60°, ma je tpoyrao B'M(C’ jemmakoctpamwuan. W3 mejen-
HAKOCTU TpOyrJa Jgako ciaemu na je PB' + B'C' + C'Q)" > PQ, omaocuO
PB + BC/2+ QC > PQ, onakie oqMax clenyd Tpa3eHa HejemIHAKOCT. Jel-
HAKOCT Basku kazda Tauke B’ um C' nexe ma ny:xu P(), mTo mosiauu na je
L£PQC + £QPB = 2({PQM + £QPM) = 120°. OBO je y KOHTDaIUKIM]U
ca ycaoBoM ma je £LAPQ + £LAQP = 120°, nma 3ampaBO yBEK Ba:KU CTPOra
HEjeTHAKOCT.

Tepbeme morasayjeMo MaTeMaTUYKOM MHAYKIUjoM. bBaza n = 2: a; + 2ag =
0, aj,ao > —1, ma je jemmna MoryhuocT a1 = 2, ag = —1 uw 2—1 > 0.
NuanyxkruBaa xumnoresa n kopak: Heka tBpheme Baku 3a n 1 qoka3yjeMmo 3a
n+1: Axo je a; =0, ouzna je as+2a3+...+2" ta,41 = 0 u cBu cy Gap -1, na
10 MHAYKTUBHO] XUMOTE3U BAXKNU a2 + a3+ ... + apt1 = a1 +ag + ... +any1 > 0.
Y cympoTHOM, 300T TOra IITO je a; mapaH u a; > —2, ogna je a; = 2k, k € N.
Y cnoB nocraje k+ ag + 2a3 + ... +2”_1an+1 =0 u jomw je k+ao > as > —2, na
MOYKEMO MTPUMEHUTU UHAYKTUBHY XUMOTE3y, omgakie je k+as+asz+...+any1 >
0. A rana jeu 2k+as+...+an+1 = a1 +as+...+ayr1 > 0, mTo je u Tpedao
MOKa3aTU.

YouaBaMO IOBe CTBApU KOj€ ce He MeHa]y IPUMEHOM OBUX TPaHCPpOMaIMja:



at+b+c+(a+b+c)=(a+b)+ (b+c)+ (c+a) - 36up 6pojeBa Ha manupy u
a?+0?+c2+(a+b+c)? = (a+b)?+ (b+c)*+(c+a)? - 36up ¥Banpara Gpojena
Ha manupy. Jlakie, y cBakoMm KOpaky je 30up OpojeBa ma tabmu 2k(4k + 1),

2k(4k + 1)(8k + 1). Axo i n

Kao u 30up kBamparta OpojeBa Ha Tabin

3
OpojeBa Ha manupy, i, £2, ... , Ln, 10 HEje THAKOCTU U3MeDHy apUTMETUUKE U
1 +xo+ ...+ 2y x%+x%+...+m% .
KBaJApaTHE CpenuHe CJIenn < , T]. 1>
n n
6k(4k + 1)

RE 11 > 3k, jep 2(4k + 1) > 8k + 1. IIpema Tome, 6poj GpojeBa Ha

manupy je Behum onx 3k, a KakO ce y CBakKOM IIOTe3y Taj Opoj cMamyje 3a
TavyHOo 1, ciaenu nma HuUje Moryhe m3Bpmutu 6ap k moresa, mMTO je U Tpebdao
MOKA3aTH.

NIPYTUN PA3SPEIL

[IpBu Hauwn: KBanparHa jenHavmHa
zt? + pt+q=0

YMa peaJyiHO pelleme 1o t (jeauHO MTO je jenHAaurmHa TaKBa Na WUMa Pell-
eme Koje je jemHaKOo HajcrapujeM KoepuiumjeHty, ¢ = x), Te cTOora HeHa
muckpuMuHanTa D = p? — 4xq Mopa 6uTu HeHeraTuBHA U TBpheme 3aIaTKa
HEMMOCPEIHO CJIEIN.

Hpyru vHaums: AKO je x(y KOpDeH maTe jemHadWHE, OHZA je x5 4+ px + ¢
(x — 20)(2? + ax +b) = 2 + (a — 20)x? + (b — axg) — bxg. Harae a = xg, p =
b—axy = b— x(z), —q = brg. Cnemn p?> = b? — 2b:1c(2) + xé, a takobe je u
dx0q = —4x3b, ma je p? — dwoq = b? + 202t + 2§ = (b + x3)2.

Hera je Q tauka TakBa ma cy tpoyraosu CEQ u C'FB mupeKkTHO CIWYHU.
N3 <FECQ = <FCB cnemn <QCD = <ACF, a takobe je g—g = g—g : % =
g—g . % = é—g, ma cy u tpoyraoBu QCD u ACF mupeKTHO CIUYHU.

O6prra xomoteruja ca nearpom y C koja caura ACEQ y ACFB Takobe
ciuka A y tauky C' cumerpuuny tauku C' 'y omaocy Ha F. 3ato je <AQE =
<C'BF = <A = <AKEF, na tauka Q nexu Ha kpyry AKE. Cmmuno, Q) je

Ha kpyry BKD, na je (Q = P.

Basxku 2015 = 5 - 403, npu yemy je NZD(10,403) = 1. Ha ocuoBy Ojunepose
Teopeme mocroju k € N (mmp. k = ¢(403)) Tako ma je 10¥ = 1 (mod 403).

I[TocmaTpajmo cama 6poj
2015

A= Z 10°%.
=1

Ouwnro je mweros 30up mudapa jemmarx 2015 (jacHo je kako A msriena y
cBOoM gmekamHoM 3amucy) u nputom je A = 2015 =0 (mod 403), kao u A =0
(mod 5), makme A =0 (mod 2015).



(a) Heka cy x1 < x3 < -+ < 9, Te:kUHE jabyKa; y HameM ciaydajy je n = 150.
3at=1,2,...,n, y i-Tu IaKeT CTaBHaMO jaDyKe TEKUHA T; U Lop_;. KAKO je
Ton—i <2%;, 381 < j Bamy (2 +Ton—;) <20 <Tj+Top—; <22n—i < 5 (T +T2n—s),
IITO 3HAYM 1A OBAKBM IAKETH 3aJ0BOJLABAJY YCJIOBE.

(6) Canuno kao y meny nox (a), jabyke MoskeMo na moxenumo y 150 makera
om mo ABe jabyke Tako Ha Cce TEeKUHE CBaKa NBa MaKeTa PA3JINKYjy HajBUIIE
nBa myrta. Cana Ha mobujene makere (ymMecTo Ha jabyke) MOMKEMO Ha TPU-
MEHMMO pe3yarar u3 (a).

TPEQhU NN UYETBPTU PA3PEI

Buneru pememe 2. 3amaTka 3a 2. paspen.

JacHo ma je ycijoB 3aJaTKa €KBUBaJIeHTaH ca TuM na moctoju K € N tako
a8 BayKu
a>+ b +a+b+1=Kab.

[TocmaTpaMo KBaApaTHY jeoHAUUHY
t? — (Kb—1)t+ (b*+b+1) =0.
Jenan meH KopeH je t; = a. lpyru xopeH je, Ha ocHOBY BumeroBux popmyia,

2+b+1

to=(Kb—1) —a =
2 = ( )—a -

Ha ocuoBy mpBor obisimka ciaenu ga je to € 7Z, a Ha OCHOBY IOPYror ma je
nosutuBan. Cunemu to € N. Jlakne, ako je ypeben map (a,b) pememe nare
jennaumne (3a koukperuo K € N), onna cy u naposu (%, b) u (a, “2+—l§1+1)
rakobe pemema. Kako 3a (a,b) # (1,1) He Moske Outy a = b u kako 3a a > b
BaKN % < a, 360r cumeTpuje je jacHO Oa Ha OBAaj HAYUH, O KOjer
kon ypebenor mapa (a,b) € N> na mobemo, mocie KoHauHOT GpOja KOpaka
Moxkemo nobutu ypeben map (1,1). Hakme K mopa Outwy jemnako 5. Jlako
BuauMo na je ypebew map (a,b) pememe mare jemHaumHe aKKO Cy a W b

Y3aCTOIHU YJIAHOBU HU3a {X,} mepuHMCAHOT Cca
xo=21 =1, Tpy1 =5xy —xp_1 — 1,
Juje je OIIITE pPeleHne

1 721 (54+v21)  T4+v20 (5-v21\
ey

21 2 21 2

Heka je P(z) = 23 — sx? + qxr — p mOJMHOM UWju Cy KOperu a, b, c. Mmamo na

jes=a+b+c, p=ab+bc+ca, r = abc.llaTe HEejeIHAKOCTU CY €KBUBAJEHTHE
ca
sa+bc=1>



sb+ca=c
sc+ab=a

Kan nx caGepemo, mobmjamo ma je ¢ = s — s2. Muoswehu mperxonse Tpu
jemHakocTHu ca a,b,c pemom, a mOTOM UX cabupajyhm mobujamo

s(a* + v+ ) +3p=gq
MJIM IIOCJIe JeTHOCTABHOT padyyHa
3p=—-35"+s*+s (1)
Axko canx HamMCeMO OATU CUCTEM y ODJIUKY
(s—c)(s—b)=0
(s—a)(s—c)=c
(s =b)(s —a) = q,
MHOMKEHEeM J001jaMo
(s = a)(s = b)(s — ¢))* = abe,
ITO je aKO MU3Pa3uMO P U ¢ MPEKO S eKBUBAJEHTHO (Kal ce pacTaBu) ca
s(4s —3)(s +1)2 =0

Smajea=b=c=0. Axo je s = —1, ongma je
P(z) = 23 + 22 — 2o — 1. TlomTo 0Baj HOIMHOM MeH.a 3HAK HA MHTEPBAJIMA,
(-2,-1),(-1,0),(1,2)- uma Tpu peasHa KOpeHa, ma cy a,b,c peajHnu 6POjeBU.

Ako je s = %, ouna je P(x) = x?’—%azQ—l—%x—l—é = (az—%)?’, najea=b=c= }1.

Ako je s =0, onga je P(x) ==

4. Bupnetu pememe 4. 3amaTira 3a 2. pa3pen.



18. IPOBHO TAKMUWYEIKE ¥ OKBUPY IIPUIIPEMA
3A BEMO 2015.

MATEMATNUYEKA I'MMHA3SNJA
npBu Kpyr — 28. 04. 2015.

Hatu cy peamsm O6pojeBu 0 = 1 < 22 < ... < To, < Top4+1 = 1. [lorazaru

Heje THAKOCT
1-h <« 1+h
5 < x2i (X241 — T2i—1) < 5

=1

IlokazaTu nma ce cBAKM KOHBEKCAH MHOIOYyrao MOKE MOKPUTU KPYTOM UMjU
je IONYIPEeYHUK jeTHAK YeTBPTUHU OOMMa TOT MHOTOYTJA.

Hahwu cBe monmHOME ca peasHUM Koe(pUIUjeHTUMA 3a KOje je

P(x) P (25(;2 -1) =P (:1;2) P2z —1).

Konauan ckyn mo3uTuBHUX IesiuX OpoOjeBa Ha3MBa Ce NOOPUM aKO CBAKU O
OpojeBa mesnu 36up octanux. /lokazaTum na je cBakM KOHAYaH CKYH TPUPOI-
HUX OpoOjeBa MOACKYN HEKOT HOOPOT CKyTia.

Bpewme 3a pan 240 munyTA.
3amaTke geTa/bHO 00Pa3IOKUATH.
CBaku 3amaTak MUCaTU HA 3aCEOHOM TANUpPY.
sKenuMmo BaM myHO ycmexa.



