
Xkolsko takmiqeǌe iz matematike
27. decembar 2013. godine

Gimnazija ”Svetozar Markovi�”, Nix

Prvi dan

1. Dat je pravilan nk− tougao. Odabrano je n + k ǌegovih temena, pri qemu je n obojeno
plavom, a k crvenom bojom. Dokazati da postoje du�i koje su me�usobno jednake, gde su
krajevi jedne obojeni plavom, a druge crvenom bojom.

2. Kru�nica k dodiruje krake AB i AC jednakokrakog trougla ABC i seqe osnovicu BC
u taqkama K i L. Neka je M ̸= K druga preseqna taqka kru�nice k i prave AK, a taqke P
i Q, redom, taqke koje su simetriqne sa K u odnosu na B i C. Dokazati da opisani krug
oko trougla PQM dodiruje k.

3. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da me�u brojevima n iz skupa {1, 2, ..., p − 1} ima
bar ǌih p−1

2
za koje broj

∑p−1
k=0 k!n

k nije deǉiv sa p.

Vreme za rad 270 minuta
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 poena.
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Drugi dan

4. Neka su M , B1 i C1, redom, taqke na stranicama BC, AB i AC trougla ABC takve
da je MB1 = MB i MC1 = MC. Ako je I centar upisanog kruga trougla MB1C1, a H
ortocentar trougla ABC, dokazati da taqke B1, C1, I i H pripadaju jednoj kru�nici.

5. Pri deǉeǌu polinoma x2013 polinomom

x3 − 12−12x2 + 28−28x− 2013−2013

dobija se koliqnik K(x) i ostatak R(x). Koliko pozitivnih koeficijenata ima polinom
K(x)?

6. Za permutaciju π, skupa {1, 2, ..., n} ka�emo da je k−limitirana akko za svako i = 1, n
va�i |π(i) − i| ≤ k. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je broj 2013−limitiranih
permutacija neparan.

Vreme za rad 270 minuta
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 poena.
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Prvi razred

1. Dokazati da vrednost izraza

1

1 + 2013a−b + 2013a−c
+

1

1 + 2013b−c + 2013b−a
+

1

1 + 2013c−a + 2013c−b

ne zavisi od realnih brojeva a, b i c.

2. Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC i neka je D preseqna taqka prave AI sa
krugom opisanim oko trougla ABC (razliqita od A). Dokazati da je D centar opisanog
kruga trougla BCI.

3. Skup S, koji qine neke cifre, zovemo blentav akko je za svaki prirodan broj n, bar jedna
od cifara brojeva n ili 3n iz skupa S. Koliko najmaǌe elemenata mo�e imati blentav skup?

4. U svakom poǉu tablice 10 × 10 upisan je znak + ili −. U jednom potezu dozvoǉeno je
istovremeno promeniti znake u svim poǉima koja pripadaju jednoj koloni ili svim poǉima
koja pripadaju jednoj vrsti (+ prelazi u − a − prelazi u +). Poznato je da je raspored
znakova takav da se posle nekoliko poteza mo�e dobiti tablica u kojoj su svi znaci jednaki.
Dokazati da se ovo mo�e posti�i u najvixe 10 poteza.

5. Neka je ABC oxtrougli trougao kod koga je ∠A = 60◦. Neka je H ortocentar a O
centar opisane kru�nice ovog trougla. Neka je daǉe M taqka preseka simetrale du�i BH
i prave AB, a N taqka preseka simetrale du�i CH i prave AC. Dokazati da su taqke M ,
N , H i O kolinearne.

Vreme za rad 240 minuta
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 poena.
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Drugi razred

1. Neka su a, b i c realni brojevi za koje va�i a2 + b2 + c2 = 1. Odredi najve�u i najmaǌu
mogu�u vrednost izraza ab+ bc+ ca.

2. Dokazati da je za svaki prirodan broj n mogu�e prona�i prirodan broj x koji je deǉiv
sa n, takav da se iz dekadnog zapisa broja x mo�e izbaciti jedna cifra razliqita od nule,
a da novodobijeni broj bude deǉiv sa n.

3. Qetvorougao ABCD upisan je u krug sa centrom O, pri qemu O nije na dijagonalama
tog qetvorougla. Poznato je da centar opisane kru�nice oko trougla AOC le�i na pravoj
BD. Dokazati da centar opisane kru�nice oko trougla BOD le�i na pravoj AC.

4. Ma�ioniqar ima xpil od 52 karte, koji je promexao. ǋegov asistent zna raspored
karata i �eli u xto maǌe pitaǌa da omogu�i gledaocima da i oni pogode raspored karata
u xpilu (bilo odozgo na dole ili obrnuto). U svakom pitaǌu asistent imenuje dve karte,
a ma�ioniqar saopxtava (gledaocima) koliko karata u xpilu je izme�u te dve karte.

a) Dokazati da je 33 pitaǌa nedovoǉno da bi gledaoci sa sigurnox�u pogodili raspored
karata.

b) Dokazati da je 34 pitaǌa dovoǉno da bi gledaoci sa sigurnox�u pogodili raspored
karata.

Vreme za rad 240 minuta
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 25 poena.


