
Xkolsko takmiqeǌe iz matematike
Drugi, tre�i i qetvrti razred

(skice rexeǌa)

1. Svi qlanovi niza su pozitivni, pa je a2k > 1 i a2k+1 < 1. Poxto je a2k+1 = 1
a2k

,
dovoǉno je dokazati tvr�eǌe za racionalne brojeve ve�e od 1. Neka je n paran
broj, a ǌegovo rastavǉaǌe po stepenima broja 2 :

n = 2α0 + 2α0+α1 + 2α0+α1+α2 + ...+ 2α0+α1+α2+...+αk , α0, α1, ..., αk ∈ N.

Koriste�i definiciju niza, nije texko dokazati da je

an = α0 +
1

α1 +
1

α2+
1

α3+
1

...αk−1+
1
αk

. (1)

Svaki racionalan broj, a
b
, ve�i od 1 mo�e se zapisati u obliku

a

b
= β0 +

1

β1 +
1

β2+
1

β3+
1

...βl−1+
1
βl

,

za neke β0, β1, ..., βl ∈ N. Ovu tvrdǌu lako dokazujemo indukcijom po b. Odavde, na
osnovu (1), za svaki racionalan broj a

b
> 1, postoji pogodan broj m takav da je

am = a
b
.

Doka�imo jox da je ai ̸= aj, za i < j. Pretpostavimo suprotno i neka je i > 1
najmaǌi indeks za koji postoji j > i tako da je ai = aj. Indeksi i i j moraju biti
iste parnosti. Iz ai = aj dobijamo ai−1 = aj−1 ili ai/2 = aj/2, xto je u suprotnosti
sa izborom indeksa i.

2. Ako imamo m−toqlani niz, onda je broj posmatranih zbirova
(
m
2

)
+ m. Zato

mora da va�i
(
m
2

)
+m ≥ 2013, pa je m ≥ 63, odnosno f(2013) ≥ 63.

Napravimo sada primer niza du�ine 88 koji ima navedenu osobinu. Potra�imo
niz u obliku

1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, k, k, ..., k︸ ︷︷ ︸
a

.

Sabiraǌem uzastopnih elemenata ovakvog niza mo�emo dobiti sve prirodne bro-
jeve od 1 do k−1+ka. Sada je dovoǉno da va�i k−1+a = 88 i k−1+ka ≥ 2013. Posled-
ǌi sistem ima rexeǌa, a jedno od ǌih je k = 47, a = 42. Zato niz 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

46

, 47, 47, ..., 47︸ ︷︷ ︸
42

svedoqi da je f(2013) ≤ 88.

3. Neka je k2 jediniqna centrirana kru�ica u kompleksnoj ravni. U zavisnosti od
a, b i d odredimo sve ostale taqke. Kako je c na tetivi bd, to je c = b+d−c

bd
. Poxto c

le�i i na kru�nici k1, qiji je centar taqka a+b, imamo i |a+b−c| = 1. Rexavaǌem
ovog sistema dobijamo c = a+b− bd

a
(dobija se kvadratna jednaqina za koju znamo da

je jedno ǌeno rexeǌe b - le�i na bd i k2, kao i taqka c, pa iskoristimo Vijetove
veze). Trouglovi cbp i dac su sliqni i iste su orijentacije, pa je c−b

p−b
= d−a

c−a
.

Sre�ivaǌem posledǌe jednakosti lako nalazimo p = b2d
a2
. Neka je s sredixte du�i

1



cd. Iz kolinearnosti a, s i l imamo s−a
s−a

= l−a
l−a

, odnosno bd = −al, te je l = − bd
a
. Taqku

e tra�imo iz uslova pripadnosti pravoj sa (pa va�i e−a
e−a

= s−a
s−a

= bd) i pripadnosti
kru�nici k2 (pa je |a + b − e| = 1). Rexavaju�i ovaj sistem dobijamo kvadratnu
jednaqinu qije je jedno rexeǌe a (poxto a, kao i e, le�i na k2 i na pravoj as).
Vijetovim formulama lako nalazimo e = a + b + d (ovo nam pokazuje da taqka e
ortocentar trougla abd, xto za ovo rexeǌe ne�e biti va�no). Taqku f nalazimo
iz uslova f + d = p+ e, te je f = a+ b+ b2d

a2
.

Sada prelazimo na dokaz egzistencije taqke X. Konstruiximo taqku X tako da
su pozitivno orijentisani uglovi LFX i XDC jednaki 30◦ (koriste�i samo zadate
uglove, za taqku X potencijalno imamo 4 mogu�nosti; nakon precizno nacrtane
slike uoqavamo da je X bax ona taqka koju smo definisali u prethodnom delu ove
reqenice). Neka je ε = ei

π
6 , pri qemu va�i ε4 − ε2 + 1 = 0. Tada je z−f

(e−f)ε
= z−f

(e−f)ε
, xto

nakon kra�eg raquna daje

x− f = −ε2
b2d2

a2
(x− f). (♣)

Sliqno je b−d
(x−d)ε

= b−d
(x−d)ε

, pa je

x− d = − 1

ε2
bd(x− d). (♡)

Mno�eǌem jednakosti (♡) sa −ε4 bd
a2

i dodavaǌem jednakosti (♣) dobijamo

x(1− ε4
bd

a2
) = ε2

b2d2

a2
f + f − (d+

1

ε2
d)ε4

bd

a2
.

Pa�ǉivom trasformacijom desne strane posledǌe jednakosti, sa motivacijom
izdvajaǌa faktora ε4bd−a2 koji uqestvuje i na levoj strani, uz upotrebu ε4−ε2+1 =

0, napokon dobijamo x = a+b+ε2d+ ε4bd
a
. Otuda je x−c = dε2+ bdε4

a
+ bd

a
= dε2+ bd

a
(1+ε4) =

dε2 + bd
a
ε2. Zato je |x− c| = |a+ b|, qime smo dokazali da je CX = O1O2.

4. Kako je 2027 = 210+29+28+27+26+25+23+21+20, to 2027 | P (2b, b), gde je P (a, b)
zadati polinom. Brojevi 2027 i 1013 su prosti. Pretpostavimo suprotno tvrd-
jeǌu zadatka. Neka je b ∈ B. Tada element 2b (odnosno onaj iz skupa {1, 2, ..., 2026}
koji je sa ǌim kongruentan po modulu 2027 - ovo nadaǉe ne�emo naglaxavati),
zbog 2027 | P (2b, b), pripada skupu B. Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo da su
b, 21b, 22b, ..., 22025b ∈ B. Doka�imo da su navedeni brojevi razliqiti (po modulu
2027). Za to je dovoǉno dokazati da je r2027(2) = 2006. Kako je ( 2

2027
) = −1 (2 je

kvadratni ostatak po prostim modulima koji su oblika 8k± 1), to je 21013 ≡2027 −1,
odnosno r2027(2) ̸= 1013. Oqito nije ni r2027(2) ∈ {1, 2}, pa je r2027(2) = 2026 (poxto
r2027(2) ∈ {1, 2, 1013, 2026}). Dakle, razliqiti brojevi b, 21b, 22b, ..., 22025b pripadaju
skupu B, pa je A prazan skup. Kontradikcija.
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