16. TPAIANIMNOHAJIHO MHTEPHO TAKMWYEIE
MATEMATUYRE 'MMHA3SUNJE
npsu kpyr — 28. 12. 2011.

NPYT' PASPEIL

1. Hahwu cBe nmapose (a,b) meaux GpojeBa 3a KOje CUCTEM jeqHAUNHA

242 —3a—1=0
y?> — 2y +x =0

Ma TAYHO TPU PEaHA pPelIeHa.

2. Kpyrosu ki u ky cexy ce y taukama A u B. IlpoumsBosmua nmpasa [ kKoja
camp:KU Tauky B cede Kpy:RHUIY ki y Tauyku K, a KPpY:KHUIY ko y TauKu
M (paznmuuurtum om B) pemom. Heka je mpasa [} TanrenTa kpy:kuuie ki y
rauku ), napaueasa npasoj AM. Oszmauumo ca R npeceuny taury (pasiu-
unty on A) kpyskuune ko u npase QA. Hexka je lo Tanrenra kpy:kuune ko y

tauku R.
a) Ilorkazatu na cy npase lo u AK mapasnesnse.

6) Iloraszatu ma cy upase l1, lo 1 | KOHKypEHTHE.

3. Hexka je n > 4 npuponan 0poj u HEKa Cy ai,as,...,0, MO3UTUBHU PEaJHU
OpojeBu 3a KOje BasKu a% ~|—a§ +---4+a2 = 1. Jloka3aTu 1a BaskU HEjeIHAKOCT

al i an 4 4 Qn
as+1 a3+1 a? +1

4
> g(al\/a_lJr aoy/az + - + an/an)?.

4. Hera cy M m N upousBosmsue Tauke nHa rarerama AC m BC npaBoyrior
rpoyraa ABC u L npeceuna tauka ny:xu AN u BM. Ilokasatu na cy teme

C u oproneurpu tpoyriaosa AML u BN L xkoauHeapHe Tauke.

5. Hera cy Aj, As,..., Ao Tauke HaA jeOHO] KPY:KHUIU, y3€T€ TUM PEIOM.
Onpemutu 6poj moryhux Oojema TUX Tadaka ca p > 2 60ja, TAKBUX Oa CYy

CBakKe MBE CyceIHe TadvKe pasyimumre Ooje.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke AeTabHO 0OPA3TOKUTH.
Cpaku 3amaTak mMucaTU Ha 3aCEeOHOM MAIUPY.
sKeaumo Bam myHO ycmexa.



16. TPAINIIMOHAJIHO MHTEPHO TAKMNYEILE
MATEMATUNYERE I'MMHA3SNJE
npBu Kpyr — 29. 12. 2011.

3. N1 4. PASPEIL

Axo je P(x) mommEOM n—TOr cremena TakaB ma je P(r) = £ 3a k =

k+1
0,1,...,n, onpemquru P(n + 1).

Osznaunmo ca R, TONIyIPEYHUK KPyra YIUCAHOT V ~’KPUBOJIUHUjCKU TPOYTao
onpeben onmucanum kpyrom u crpaaunnama AB u AC tpoyrana ABC. Anamorso
ce nedunumry u BeauunHe Ry m R.. Ako je r moJynpedyHuK ynucaHOT Kpyra
rpoyraa ABC, nokasaru na je

R, + Ry + R. > 4r.

Heka cy a u n npupomau paszauuutu on 1 TaKBU Aa CY CKYNOBU MPOCTUX
darkTopa 6pojeBa a —1 u a” — 1 mehycobno jemnaru. lokazatu ma je n = 2.

Hera je n = 1000!. Ila gu ce cBu mpupomau OpojeBu om 1 mo n mory
pacmopenuTy o KPpyry TAakKO [a, aKo UX IIOYEB O HEKOr y CMepy Ka3aJbKe
HA CATy O3HAUMMO Ca ai,02,...,0n, 3& cBako i € {1,2,...,n} Baxu ma je
aj+1 — @; IO MOIYJY N KOHrPyeHTHO ca 17 unu 28 (an11 = ay)?

AKO jemHo TeMe Heje THAKOKpaKoTr omTpoyriaor Tpoyriaa ABC npunana kpyra
omucanoM oko Tpoyraa OSH, rae cy ca O, S u H o3HaYeHN IEHTPU OMUCAHOT
¥ YOUCAHOT Kpyra m oprorenTtap tpoyria ABC pecnekTuBHO, NOKA3aTU Oa
bap jom jemno Tteme Tpoyria ABC mpumana UCTOM KPYyTYy.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke AeTabHO 0OPA3TOKUTH.
Cpaku 3amaTak mMucaTU Ha 3aCEeOHOM MAIUPY.
sKeaumo Bam myHO ycmexa.



PEIIEHLA 3ATJATAKA 3A 2. PASPEI

O63upoM 1a IpBa jefHAYMHA OYUTO MOPa UMATHU Dap jeIHO PEAJHO pelleHhe,
a HmeHa IUKCPpUMUHAHTa D = 4(a2 + 3a + 1) ounto He MOKe OUTU jemHAKA,
0, 3aK/bydYyjeMO n1a OHA MOpa MMATHU 2 Pa3JIUYUTa PeaHa pemema T < I2.
AKO Ipyry jemHaumHy IOCMaTpPaMO Kao KBAAPATHY IO ¥, HEHA AUCKPUMU-
HanTa n3Hocu Dy = 4(b? — 1), omakie 3aK/bydyjeMo Aa CCHUTEM MMa TAdHO 3
peaJiHa pelema aKKo je T < Ty = b2,

Hapenernu ycioBu Ccy 3a00BOJLEHM aKO M CaMO ako Cy a u b meam OpojeBm
TakBu ma je a’+3a+1>0wu b® = —a+ Va? + 3a + 1. Ilakme MOpa BaKUTH
a’?+3a+1 = ¢? 3a HeKu puUpoaaH 6poj n, mTO ce comu Ha (2a+3)2 —c? = 5,
omakiie Jako mobujamo ma cy 3a ypeben map (a,b) jemmne moryhuocTum
(0,1),(0,-1),(-3,2),(—3,-2).

a) Ounro je
L(lyy RM) = ZRAM = Z(RQ, 1) = LAKQ,

OJaKJIe BUAUMO Ja Ne TpasKeHW yCJIOB BaKUTU aKO U caMo ako je KQ|RM.
[Tocnenmwe Basku jep je LBMR = /BAR = ZAK(Q (ropumhena cy cBoOjcTBa
YyIJIOBa Ca MapPAJEJHUM KPAIUMA).

6) Hpyru meo tBpbhema hemo mokazartu MeTOIOM KOja je peIaTUBHO CTaH-
napaHa Kaaa ce MOMONY CIMYHOCTU MNOKa3yje la Cceé HEeKe TPU IpaBe CeKy
y jemuoj tauku. Osmaummo ca X m Y Tauke mpeceka mpase | ca IpaBuUM
[y n lo pecnektuBHO. [lokazhemo ma je X =Y. Jeman onm HaumHa ga TO
ypaauMo jecTe ma MOKaKEeMO ma je % = % Ozuaunmo 1 (VMR = {Z}

u QK (Il = {T'}. Ha ocuoBy oarosapajyhux CIAMYHOCTU JAKO MPOHAJIA3-
XM _ ZM _ YM _ MR ZM _ MR - KT _ MR _
MO N = O ¥ YK = KT- OK = KT J€ CKBUBAJCHTHO C& or = 757

mocJenmHha je JHAKOCT BakU jep Ccy o0a omHOCa jeTHaKa %. Kpaj mokasa.

[Ipema Komu-IIIBaproBoj HejemunakocTu, 100MjaMo

a6 O
a%+1 a%—l—l a%+1

(a1/a1 + asv/ag + - + an\/an)*

[Ipema TOMe, MOBOJBLHO je MOKa3aTU 1A BaKU HEjEeITHAKOCT

(af(a3 + 1) + a3(a3 + 1) + ... + ap(af + 1)) >

1
ayay + aza3 + -+ a0l < 7
npu ycaoBy a2 +a3+---+a2=1un >4,
IHokazaheMmo ma HejeTHAKOCT

1
122 + T2T3 + - + w1 < 1 (1)
3aIrpaBo BayKU 38 IPOU3BOJbHE MTO3UTUBHE peaiHe OPOjeBe X1, X2, ..., Tn, N =
4, ynju je 36up jemuak 1.



Ioxka3z hemo cnpoBecTn MHAYKIIUjOM IO TPUPOJHOM OpPOjy n.
3a n = 4 HejemHAKOCT ce CBOIU HA

1
1T + Toxs + X314 + T4 = (11 + 23) (T2 + 24) < e

mTo je mupekTHa nmocaemuna Al HejemHaxkocTw.

[IpermocraBuMo cama ma oarosapajyhe TBpbheme Bakm 3a cBakux n — 1
MO3UTUBHUX PeaJHUX OpojeBa umju je 30up jemHak 1 M MOKyImajMo na Ha
OCHOBY TOra MOKa:KeMO Ma OHO Ba:KM 3a CBAKUX 7 MO3UTUBHUX PEAHUX
6pojeBa umju je 30up jemnak 1 (n > 5).

Heka cy x1, 29, ..., T, TO3UTUBHA peaJiH1 OPOjeBU U HEKA je x1+Ta+: - +Ty =
1. Ha ocHOBY MHAYKTUBHE XUNOTE3€ MPUMEHEHE Ha OpojeBe
T1,T2,...Tn_9,Ln_1 + Tn AOOUjAMO Oa BaKU

: (2)

Ila 6ucMo 3 (2) MOrau AUPEKTHO ma u3BeneMo (1) moBOJBHO Gu HAM OMIIO
a BaKU

A

Tp¥l < Tp—2Tpn + Tp—121,

mTo he BakuTu HOp. Beh mpu ycioBy x, < Xj.

O63upom na je nejemuakoctT (1) kojy Tpeba na MOKaKeMO NUKIAIHA, MOKEMO
6e3 yMamema OINIITer TPEeTIOCTABATU Ha je xrp = max(xi,...,Tn), & 3aTUM
MIPUMEHUTUA pa3MaTpaimhe U3 WHIYKTUBHOT KOpPaKa.

Oszunaunmo opronenTpe tpoyraosa AML v BNL ca Hy u Hy, penom, Kao u
{P} = AH,nBM, {Q} = ACNLH,, {R} = BCNLH,, {S} = BHyN AN.
N3 <APB = <ACB = 90° caemu na je yerBopoyrao APCB rteruBan, ma
Basku <{PAC = <LBC u <SBC = <LAC. Haxne, NALH{ ~ ABH>L. Axo
je HHR =x u RL =y, tana je LQ = kx n QH, = ky. Iame, yeTBOpOyTrao
MLRC' je mpaBoyraounuk, na je CR = kx u CQ = y. Camum tuMm nobujamo
tg<QCH, = k u tg<RCHy = Cama tpuBujaano mobujamo <{RCHs +
<QCH; =90°, omaocuo <<H{CHy = 180°.

| =

Ozmauumo TpaskeHu Opoj Gojewma ca a,. Tana je ag =p(p—1) u ag = p(p —
1)(p —2). Ompenumo a, 3a n > 4. Axo cy Tauke A, _o u A, obojene mcrom
60joM, OHma X MOkeMO uaeHTuduroBaTu. TakBux Gojema uma (p — 1)a,—2.
Hawnwme, taurka A, _1 Moske ce o60ojutu HekoMm o p—1 nmpeoctanux 60ja, IOK ce
raure Ap, Ag, ..., An,_2 MOTy 0bOjuT; Ha a,_o HaumHa. Bojema mpu KOjuMa
cy tauke A, u A,_s obojene paszmuuntum 60jama uma (p — 2)a,—1, jep uMa
(n_1 pasaununtux 6ojema Tavaka Ay, As, ..., An_9, A,, 0Ok ce Tauka A, 1y
TOM CJIy4Yajy MO:Ke 000juTr Ha p — 2 HAUMHA. 3aTO 34 (), Ba)KU PEKypPEHTHA
peJanuja
ap = (p - 2)an—1 + (p - 1)an—2-

KapakTepucTuusa jeqHAauUMHA OBE PEKypeHTHe penanuje je t2 — (p — 2)t —
(p—1) =0 u menu Kopenu cy t1 = p— 1 u ty = —1, ma je ommre pememne
a, = A(p — 1) + B(—1)". W3 mouernux ycuaoBa mobujamo ma je A = 1,
B=p—1,maje an=(p—1)" +(—1)"(p— ).



PEIIEIHA 3AJATAKA 3A 3. 1 4. PASPEIL

[Monuuaom Q(z) = (x + 1)P(x) — x je monmuuoM n—tor cremena u 0,1,...,n
Cy Berose HyJie, mrTo 3Haun na je oH obmmka Cx(x —1)...(x —n), C € R.

KRoucranra C' ce Mmoske ompemutu 3amewnyjyhm x = —1, Tj.

Crora je
1 (-1)"Mz(z—1)...(z —n)
P(x)—x+1<x+ (n+1)! )’

omakne nodujamo ma je P(n+ 1) jemnaxo 1, omHOCHO ;I ¥ 3aBUCHOCTHU O]
TOora Ja Ju je Opoj n HemapaH WU MapaH.

Heka je O menrap omucamor kpyra tpoyriaa ABC, a L menrtap Kpyra yi-
“caHOT y oaroBapajyhu kpuBosmHUjCK1 Tpoyrao onpeben crpanunama AB
u AC u kpyrom omucanum oko tpoyraa ABC. Y tpoyray OAL Baxu
B—n

, AO=R, OL=R—-R,, AOAL:T,

R,

e
SlIl2

AL =

OJaKJie TPUMEHOM KOCUHYCHE TeopeMe mo0umjaMo

R2 2RR, cos 22
(R—Ra)2:R2+ : 2a o a - 2 7
sin % sin §

O JHOCHO

R, cos? . 2Rsin% (cos b= — sin %) = 4Rsin%singsin1

2 2 2
u
R 4Rsin § sin g sin % r
a = = .
cos? S cos? S

Ocraje jom ma ce MOKa:ke HEjeIHAKOCT

>4,

1 n 1 n 1
cos?§  cos2 g cos? 7

KOja je, aKoO ca T,Y,zZ CTaHZAPIHO O3HAUMMO NIYKUHE OICevYaKa Ha Koje
NONWPHE TadKe YIMCAaHE KPY:KHUIE [OeJjie CTPaHUIlEe AATOT TPOYTIJa, €KBU-
BaJIECHTAHHA Ca CJelenNuM HU30M HejeTHAKOCTU

(z +y)(@+2)
Z z(r+y+ 2) z 4

cyc

Syt y)atz) > duyety o),

cyc
Z yz(x® + xy +xz+yz) > dayz(z+y+ 2),
cyc

x2y2 + y222 + 2222 > xyzz + yzx2 + z:py2,



O KOJUX MOCJIeqiba TUPEKTHO cienu n3 MjypxenoBe Heje THAKOCTU ¢ 003upom
na [2,2,0] = [2,1,1].

[IpermocraBuMO ma je p Hemapan mpocT meauiarn 6poja n. Tama a — 1 |
aP —1|a"™ — 1, nakme a — 1 u a? — 1 Trakobe umajy ucre npocre meauore.

[TocmarpajMo 6uI0 KOju HemapaH MPOCT dejuial ¢ opoja A = a;__ll. ITo
ycaoBy 3amaTka, ¢ | a—1, Tj. a =1 (mod q), omakne je A = aP~1 + .. +
a+1=1+---+14+1=p (modgq). Cuemu ma ¢ = p. Hera p* || a — 1.
[Ipema mosnarom TBphemy u3 KOHrpyeHmuja Bumer cremena, Bazu prtl ||
al — 1, mariue p || %
paznauuure onx p, mopa outu A = p. Mebhyrum, TO je KOHTpamukIuja jep
A=a 1+ . 4+a+1>0p.

[Tomro Hac je mpeTrmocTaBka Ia n UMa HemapaH IPOCT OeJIUJIall p OaBea

Kako je 6poj A HemapaH m HeMa IPOCTE IEJIUOIE

y KOHTPAaAUKIN]y, 3aK/bYydyjeMo na je n cremneH nsojke. Ilpu tom, ako 4 | n,
ouma a?+1]a*—1|a" —1, ma csu npoctu menmorm a? + 1 nene a — 1, amm
(a—1,a%>+1) = 2, omaxse a®+ 1 Mopa GUTH CTeIeH IBOjKe, a TO je HeMoryhe
3a a > 1 jep a® + 1 mukan Huje memusBo ca 22. IIpema Tome, 4 { n, ma je
Mmoryhe jenuuo n = 2.

Hanomena. Ilame ce mako mobuja ma je ycJIOB 3adaTKa 3aT0BOJHEH aKO U
caMo akKo jJe n =2 m a+ 1 je crenen mBOjke.

CBa cabupama cy 1o MOIYJIy N.

[IpernmocraBuMo ma TakaB pacmopen nmocroju. Aro mocie 6poja k caenu
opoj Behu 3a 28, omma mocse Opoja k + 11 takobe caenu 6poj Behu 3a 28
(y cynporroMm 6um mocsie Gpojesa k u k 4 11 caenuo uctu 6poj). Camuno,
mocJyie cBakor on Opojesa k + 22,k + 33,..., Tj. mocie Mma kKor Opoja [ ca
[ =k (mod 11), Takobe mopa ma nonasu Gpoj Behwu 3a 28. To 3maum na,
Kal ron je a; = a; (mod 11), Baku u aj+1 — a; = @41 — @j, 1 UHIYKIAjOM
Qjtri1 — Qigr = Qjpr41 — Qj4r 38 cBe 7 € N.

Meby ma rojux 12 y3zacTtomHux OpojeBa Ha KPYTy MOCTOje ABA KOHIPY-
eaTtHa mo monyay 11. OmaBme cienu ma je HU3 a;41 — G; MEPUOIUYAH, CA
nepuonom D ue Behum on 11. Tana je a;+p — a; KOHCTAHTHO jeTHAKO HEKOM
M, M <11-28 = 308. Mebyrum, M | n = 1000!, ma je a;,pn/nm = a; 3a cBe
i, a To je memoryhe jep je Dn/M < n.

[IpernmocraBuMmo 6e3 ymamema ommroctu na tauke O,S, H u C nexe Ha
jemuoj kpyskauiu. IlozmaTto je ma je CS cumerpana yraa HCO. Ilakmue
/SHO = /5C0 = /ZSCH = ZHOS, na u3 tpoyrana SHO caemnu SH = SO -
o3HaunMO OBY ays:kuuHy ca t. VcnocraBuhe ce ma ako je ZBAC # 60°, ouna
taure O, S, H u A nexe Ha jeIHOM KPYTY.

Osmaunmo ca M u N mpojekmnuje tauke S wa AO u AH pemom. Heka
cy Tauke O1 u Oy TakBe na je SO; = SOy =t u na O1 nexu usmebhy A u
M, a M usmebhy O u Oy. Amnanorsno, meka cy tauke Hy u Hs TakBe 1a
je SHy = SHy =t mu ma Hi nexxu mamehy A uw N, a N usmeby Hy u Hs.
Axo je O = Oy u H = Hy, ouna je NASO ~ ANASH, kao u AO = AH. U3
AH = 2A0 cos ZBAC rana cinenu /BAC = 60°. Axko je O =01 u H = Hy



mwm O = Oy u H = Hy, ouna u3
/£S50,09 = £S0501 = LSH1Hy = /SHoH;

caemu na je yerBopoyrao AOSH rteruBan.

[IpermocraBumo cana ma Hu Tavka A Hu Tauka B He Jeke Ha KPyry
omucasoM oko Tpoyriaa OSH. Tana je /BAC = ZABC = 60°, tj. Tpoyrao
ABC' je jenHakoCTpaHUYaH, IMITO jé KOHTPAIUKIIA]A.



