
16. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 28. 12. 2011.

DRUGI RAZRED

Na�i sve parove (a, b) celih brojeva za koje sistem jednaqina1.

x2 + 2ax− 3a− 1 = 0

y2 − 2by + x = 0

ima taqno tri realna rexeǌa.

Krugovi k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Proizvoǉna prava l koja2.
sadr�i taqku B seqe kru�nicu k1 u taqki K, a kru�nicu k2 u taqki
M (razliqitim od B) redom. Neka je prava l1 tangenta kru�nice k1 u
taqki Q, paralelna pravoj AM . Oznaqimo sa R preseqnu taqku (razli-
qitu od A) kru�nice k2 i prave QA. Neka je l2 tangenta kru�nice k2 u
taqki R.

a) Dokazati da su prave l2 i AK paralelne.

b) Dokazati da su prave l1, l2 i l konkurentne.

Neka je n > 4 prirodan broj i neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni3.
brojevi za koje va�i a21+a22+ · · ·+a2n = 1. Dokazati da va�i nejednakost
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Neka su M i N proizvoǉne taqke na katetama AC i BC pravouglog4.
trougla ABC i L preseqna taqka du�i AN i BM . Dokazati da su teme
C i ortocentri trouglova AML i BNL kolinearne taqke.

Neka su A1, A2, . . . , A2011 taqke na jednoj kru�nici, uzete tim redom.5.
Odrediti broj mogu�ih bojeǌa tih taqaka sa p > 2 boja, takvih da su
svake dve susedne taqke razliqite boje.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



16. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 29. 12. 2011.

3. I 4. RAZRED

Ako je P (x) polinom n−tog stepena takav da je P (x) = k
k+1 za k =1.

0, 1, ..., n, odrediti P (n+ 1).

Oznaqimo sa Ra polupreqnik kruga upisanog u ”krivolinijski” trougao2.
odre�en opisanim krugom i stranicama AB i AC trougla ABC. Analogno
se definixu i veliqine Rb i Rc. Ako je r polupreqnik upisanog kruga
trougla ABC, dokazati da je

Ra +Rb +Rc ≥ 4r.

Neka su a i n prirodni razliqiti od 1 takvi da su skupovi prostih3.
faktora brojeva a− 1 i an− 1 me�usobno jednaki. Dokazati da je n = 2.

Neka je n = 1000!. Da li se svi prirodni brojevi od 1 do n mogu4.
rasporediti po krugu tako da, ako ih poqev od nekog u smeru kazaǉke
na satu oznaqimo sa a1, a2, . . . , an, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} va�i da je
ai+1 − ai po modulu n kongruentno sa 17 ili 28 (an+1 = a1)?

Ako jedno teme nejednakokrakog oxtrouglog trougla ABC pripada kruga5.
opisanom oko trougla OSH, gde su sa O,S i H oznaqeni centri opisanog
i upisanog kruga i ortocentar trougla ABC respektivno, dokazati da
bar jox jedno teme trougla ABC pripada istom krugu.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



REXEǋA ZADATAKA ZA 2. RAZRED

Obzirom da prva jednaqina oqito mora imati bar jedno realno rexeǌe,1.
a ǌena diksriminanta D1 = 4(a2 + 3a + 1) oqito ne mo�e biti jednaka
0, zakǉuqujemo da ona mora imati 2 razliqita realna rexeǌa x1 < x2.
Ako drugu jednaqinu posmatramo kao kvadratnu po y, ǌena diskrimi-
nanta iznosi D2 = 4(b2 − x), odakle zakǉuqujemo da ssitem ima taqno 3
realna rexeǌa akko je x1 < x2 = b2.
Navedeni uslovi su zadovoǉeni ako i samo ako su a i b celi brojevi
takvi da je a2 + 3a+ 1 > 0 i b2 = −a+

√
a2 + 3a+ 1. Dakle mora va�iti

a2+3a+1 = c2 za neki prirodan broj n, xto se svodi na (2a+3)2−c2 = 5,
odakle lako dobijamo da su za ure�en par (a, b) jedine mogu�nosti
(0, 1), (0,−1), (−3, 2), (−3,−2).

a) Oqito je2.

∠(l2, RM) = ∠RAM = ∠(RQ, l1) = ∠AKQ,

odakle vidimo da �e tra�eni uslov va�iti ako i samo ako je KQ∥RM .
Posledǌe va�i jer je ∠BMR = ∠BAR = ∠AKQ (korix�ena su svojstva
uglova sa paralelnim kracima).
b) Drugi deo tvr�eǌa �emo dokazati metodom koja je relativno stan-
dardna kada se pomo�u sliqnosti dokazuje da se neke tri prave seku
u jednoj taqki. Oznaqimo sa X i Y taqke preseka prave l sa pravim
l1 i l2 respektivno. Dokaz�emo da je X = Y . Jedan od naqina da to
uradimo jeste da doka�emo da je XM

XK = YM
YK . Oznaqimo l1

∩
MR = {Z}

i QK
∩

l2 = {T}. Na osnovu odgovaraju�ih sliqnosti lako pronalaz-
imo XM

XK = ZM
QK i YM

YK = MR
KT . ZM

QK = MR
KT , je ekvivalentno sa KT

QK = MR
ZM -

posledǌa jednakost va�i jer su oba odnosa jednaka RA
AQ . Kraj dokaza.

Prema Koxi-Xvarcovoj nejednakosti, dobijamo3.
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Prema tome, dovoǉno je dokazati da va�i nejednakost
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pri uslovu a21 + a22 + · · ·+ a2n = 1 i n > 4.
Dokaza�emo da nejednakost

x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1 6
1

4
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zapravo va�i za proizvoǉne pozitivne realne brojeve x1, x2, . . . , xn, n >
4, qiji je zbir jednak 1.



Dokaz �emo sprovesti indukcijom po prirodnom broju n.
Za n = 4 nejednakost se svodi na

x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1 = (x1 + x3)(x2 + x4) ≤
1

4
,

xto je direktna posledica AG nejednakosti.
Pretpostavimo sada da odgovaraju�e tvr�eǌe va�i za svakih n − 1
pozitivnih realnih brojeva qiji je zbir jednak 1 i pokuxajmo da na
osnovu toga doka�emo da ono va�i za svakih n pozitivnih realnih
brojeva qiji je zbir jednak 1 (n ≥ 5).
Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi i neka je x1+x2+· · ·+xn =
1. Na osnovu induktivne hipoteze primeǌene na brojeve
x1, x2, ...xn−2, xn−1 + xn dobijamo da va�i

x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−2(xn−1 + xn) + (xn−1 + xn)x1 ≤
1

4
. (2)

Da bismo iz (2) mogli direktno da izvedemo (1) dovoǉno bi nam bilo
da va�i

xnx1 ≤ xn−2xn + xn−1x1,

xto �e va�iti npr. ve� pri uslovu xn ≤ x1.
Obzirom da je nejednakost (1) koju treba da doka�emo cikliqna, mo�emo
bez umaǌeǌa opxteg pretpostaviti da je x1 = max(x1, . . . , xn), a zatim
primeniti razmatraǌe iz induktivnog koraka.

Oznaqimo ortocentre trouglova AML i BNL sa H1 i H2, redom, kao i4.
{P} = AH1 ∩ BM , {Q} = AC ∩ LH1, {R} = BC ∩ LH2, {S} = BH2 ∩ AN .
Iz ^APB = ^ACB = 90◦ sledi da je qetvorougao APCB tetivan, pa
va�i ^PAC = ^LBC i ^SBC = ^LAC. Dakle, △ALH1 ∼ △BH2L. Ako
je H2R = x i RL = y, tada je LQ = kx i QH1 = ky. Daǉe, qetvorougao
MLRC je pravougaonik, pa je CR = kx i CQ = y. Samim tim dobijamo

tg^QCH1 = k i tg^RCH2 =
1

k
. Sada trivijalno dobijamo ^RCH2 +

^QCH1 = 90◦, odnosno ^H1CH2 = 180◦.

Oznaqimo tra�eni broj bojeǌa sa an. Tada je a2 = p(p− 1) i a3 = p(p−5.
1)(p− 2). Odredimo an za n > 4. Ako su taqke An−2 i An obojene istom
bojom, onda ih mo�emo identifikovati. Takvih bojeǌa ima (p− 1)an−2.
Naime, taqka An−1 mo�e se obojiti nekom od p−1 preostalih boja, dok se
taqke A1, A2, . . . , An−2 mogu obojiti na an−2 naqina. Bojeǌa pri kojima
su taqke An i An−2 obojene razliqitim bojama ima (p− 2)an−1, jer ima
an−1 razliqitih bojeǌa taqaka A1, A2, . . . , An−2, An, dok se taqka An−1 u
tom sluqaju mo�e obojiti na p− 2 naqina. Zato za an va�i rekurentna
relacija

an = (p− 2)an−1 + (p− 1)an−2.

Karakteristiqna jednaqina ove rekurentne relacije je t2 − (p − 2)t −
(p − 1) = 0 i ǌeni koreni su t1 = p − 1 i t2 = −1, pa je opxte rexeǌe
an = A(p − 1)n + B(−1)n. Iz poqetnih uslova dobijamo da je A = 1,
B = p− 1, pa je an = (p− 1)n + (−1)n(p− 1).



REXEǋA ZADATAKA ZA 3. I 4. RAZRED

Polinom Q(x) = (x + 1)P (x) − x je polinom n−tog stepena i 0, 1, . . . , n1.
su ǌegove nule, xto znaqi da je on oblika Cx(x − 1) . . . (x − n), C ∈ R.
Konstanta C se mo�e odrediti zameǌuju�i x = −1, tj. C = (−1)n+1

(n+1)! .
Stoga je
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,

odakle dobijamo da je P (n + 1) jednako 1, odnosno n
n+2 u zavisnosti od

toga da li je broj n neparan ili paran.

Neka je O centar opisanog kruga trougla ABC, a L centar kruga up-2.
isanog u odgovaraju�i krivolinijski trougao odre�en stranicama AB
i AC i krugom opisanim oko trougla ABC. U trouglu OAL va�i
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Ostaje jox da se poka�e nejednakost
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koja je, ako sa x, y, z standardno oznaqimo du�ine odseqaka na koje
dodirne taqke upisane kru�nice dele stranice datog trougla, ekvi-
valentanna sa slede�im nizom nejednakosti∑

cyc
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x(x+ y + z)
≥ 4,∑

cyc

yz(x+ y)(x+ z) ≥ 4xyz(x+ y + z),∑
cyc

yz(x2 + xy + xz + yz) ≥ 4xyz(x+ y + z),

x2y2 + y2z2 + z2x2 ≥ xyz2 + yzx2 + zxy2,



od kojih posledǌa direktno sledi iz Mjurhedove nejednakosti s obzirom
da [2, 2, 0] ≽ [2, 1, 1].

Pretpostavimo da je p neparan prost delilac broja n. Tada a − 1 |3.
ap − 1 | an − 1, dakle a− 1 i ap − 1 tako�e imaju iste proste delioce.

Posmatrajmo bilo koji neparan prost delilac q broja A = ap−1
a−1 . Po

uslovu zadatka, q | a − 1, tj. a ≡ 1 (mod q), odakle je A = ap−1 + · · · +
a + 1 ≡ 1 + · · · + 1 + 1 = p (mod q). Sledi da q = p. Neka pk ∥ a − 1.
Prema poznatom tvr�eǌu iz kongruencija vixeg stepena, va�i pk+1 ∥
ap − 1, dakle p ∥ ap−1

a−1 . Kako je broj A neparan i nema proste delioce
razliqite od p, mora biti A = p. Me�utim, to je kontradikcija jer
A = ap−1 + · · ·+ a+ 1 > p.

Poxto nas je pretpostavka da n ima neparan prost delilac p odvela
u kontradikciju, zakǉuqujemo da je n stepen dvojke. Pri tom, ako 4 | n,
onda a2 + 1 | a4 − 1 | an − 1, pa svi prosti delioci a2 + 1 dele a− 1, ali
(a−1, a2+1) = 2, odakle a2+1 mora biti stepen dvojke, a to je nemogu�e
za a > 1 jer a2 + 1 nikad nije deǉivo sa 22. Prema tome, 4 - n, pa je
mogu�e jedino n = 2.

Napomena. Daǉe se lako dobija da je uslov zadatka zadovoǉen ako i
samo ako je n = 2 i a+ 1 je stepen dvojke.

Sva sabiraǌa su po modulu n.4.
Pretpostavimo da takav raspored postoji. Ako posle broja k sledi

broj ve�i za 28, onda posle broja k + 11 tako�e sledi broj ve�i za 28
(u suprotnom bi posle brojeva k i k + 11 sledio isti broj). Sliqno,
posle svakog od brojeva k + 22, k + 33, . . . , tj. posle ma kog broja l sa
l ≡ k (mod 11), tako�e mora da dolazi broj ve�i za 28. To znaqi da,
kad god je ai ≡ aj (mod 11), va�i i ai+1 − ai = aj+1 − aj, i indukcijom
ai+r+1 − ai+r = aj+r+1 − aj+r za sve r ∈ N.

Me�u ma kojih 12 uzastopnih brojeva na krugu postoje dva kongru-
entna po modulu 11. Odavde sledi da je niz ai+1 − ai periodiqan, sa
periodom D ne ve�im od 11. Tada je ai+D − ai konstantno jednako nekom
M , M ≤ 11 · 28 = 308. Me�utim, M | n = 1000!, pa je ai+Dn/M = ai za sve
i, a to je nemogu�e jer je Dn/M < n.

Pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti da taqke O,S,H i C le�e na5.
jednoj kru�nici. Poznato je da je CS simetrala ugla HCO. Dakle
∠SHO = ∠SCO = ∠SCH = ∠HOS, pa iz trougla SHO sledi SH = SO -
oznaqimo ovu du�inu sa t. Ispostavi�e se da ako je ∠BAC ̸= 60o, onda
taqke O,S,H i A le�e na jednom krugu.

Oznaqimo sa M i N projekcije taqke S na AO i AH redom. Neka
su taqke O1 i O2 takve da je SO1 = SO2 = t i da O1 le�i izme�u A i
M , a M izme�u O1 i O2. Analogno, neka su taqke H1 i H2 takve da
je SH1 = SH2 = t i da H1 le�i izme�u A i N , a N izme�u H1 i H2.
Ako je O ≡ O1 i H ≡ H2, onda je △ASO ∼ △ASH, kao i AO = AH. Iz
AH = 2AO cos∠BAC tada sledi ∠BAC = 60o. Ako je O ≡ O1 i H ≡ H2



ili O ≡ O2 i H ≡ H1, onda iz

∠SO1O2 = ∠SO2O1 = ∠SH1H2 = ∠SH2H1

sledi da je qetvorougao AOSH tetivan.
Pretpostavimo sada da ni taqka A ni taqka B ne le�e na krugu

opisanom oko trougla OSH. Tada je ∠BAC = ∠ABC = 600, tj. trougao
ABC je jednakostraniqan, xto je kontradikcija.


