Zadaci za 1. razred

1. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je xyz = 1. Stavimo

a=zr+y+z,
1 1 1

b==+-+-,
Ty =z

1 1 1
c= — +

Nadi minimalnu vrijednost izraza 2a — 6b + ¢ i odredi za koje x,y, z se ona postize.

2. Dan je pravilni 980200-terokut. Odabrano je nekih njegovih 100 vrhova koji odreduju 100-
terokut A. Dokazi da postoji 100 vrhova istog pravilnog 980200-terokuta koji odreduju 100-
terokut B ¢ija ni jedna dijagonala nije jednake duljine kao i neka dijagonala 100-terokuta A.
Stranice se takoder smatraju dijagonalama.

3. Dan je trokut ABC. Simetrala unutarnjeg kuta pri vrhu A i simetrala vanjskog kuta pri
vrhu B sijeku se u tocki D.

a) Dokazi da se srediste opisane kruznice trokuta ABD nalazi na kruznici opisanoj trokutu

ABC.

b) Ako se i srediste upisane kruznice trokuta ABD nalazi na kruznici opisanoj trokutu ABC,
odredi kut ZACB.

4. Nadi sve uredene parove (a,b) cijelih brojeva za koje vrijedi

a?1t = 2010° + 1.

Autori zadataka: Adrian Satja Kurdija (1, 2, 3), Matija Bucié (4).



Zadaci za 2. razred

1. Polinomi Py (x) = 22 +ax+b, Py(v) = 22 4+ax—b, P3(v) = 22 —ax+bi Py(x) = 22 —ax—b, pri
¢emu su a i b relativno prosti prirodni brojevi, ¢ine bratstvo ukoliko sva ¢etiri imaju iskljuc¢ivo
cjelobrojne nultocke. Dokazi ili opovrgni tvrdnju: Ima beskona¢no mnogo bratstava.

2. Nekasuay,as,...,a, € {1,2,...,n}, neka je a; +as+- - -+a, = "("Q'H) inekajeajas...a, =

nl. Za koje prirodne brojeve n > 2 iz gornjih uvjeta slijedi da su svi a; medusobno razli¢iti?

3. Unutar siljastog kuta Z/AM B dane su tocke C' i N pri ¢emu su tocke M i C s jedne, a tocka
N s druge strane pravca AB. Poznato je da je /BAC = /AMN, /ABC = /BMN i pravac
CN prolazi polovistem stranice AB. Dokazi da je /ACB = /AN B.

4. (a) Dokazi da jednadzba
Ll
a b e “The

ima beskona¢no mnogo rjesenja (a, b, c) u skupu prirodnih brojeva.

(b) Dokazi da medu rjesenjima te jednadzbe ima beskonaéno mnogo onih za koje je
nzd(a, b, c) = 1.

Autori zadataka: Melkior Ornik (1), Neven Jurié¢ (2), Adrian Satja Kurdija (3, 4).



Zadaci za 3. i 4. razred

1. Pozitivni realni brojevi a, b, ¢ i d su takvi da je a + b+ ¢+ d < /6v/3. Dokazi nejednakost

((a+b)2( —a®) = 1)* + ((a+b)* (> = %) —1)* > 0.

2. n (n € N, n > 2) igraca sudjeluje na turniru u nekom pojedina¢nom sportu. Svaki igraé¢
igra jednu utakmicu sa svakim drugim. Pobjednik odnosi 1 poen, dok gubitnik ne dobiva
nista. Dopusten je i nerijeSen rezultat, a tada oba igraca dobivaju po 0.5 poena. Pronadi
najmanji n u ovisnosti o k, k € N, takav da postoji neki turnir (odnosno, postoji neki skup
ishoda) s n igraca takav da igra¢ s najmanje poena na kraju turnira ima toéno k poena, a
svi ostali igraci strogo vise od njega (tj. postoji samo jedan igra¢ s najmanje poena).

3. Dan je jednakokracan trokut ABC s osnovicom BC. Kruznicu sa sredistem A koja prolazi
tockama B i C' na njezinom manjem luku BC' dodiruje pravac p u tocki D. Pravac p sijece
kruznicu opisanu trokutu ABC u tockama E i F. Pravac AFE sijece stranicu BC u tocki P.
Koliki je kut ZAPD?

n4ab+1 -1 (TL _ 1)(712 _ 1) . (n4ab -1
———— je cijeli broj i

(a+b)2+1 (a+0b)2+1

broj. Dokazi da je (a + b)% + 1 slozen broj.

4. a,b,n su prirodni brojevi, nije cijeli

Autori zadataka: Adrian Satja Kurdija (1, 3), Melkior Ornik (2), Domagoj Cevid (4).
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