Skolsko takmicenje iz matematike

I razred

9. januar 2010. godine
Gimnazija ”Svetozar Markovi¢” Ni§

1. Dokazati da je prirodne brojeve od 1 do 16 moguce rasporediti u vrstu, ali
ne i na kruznici, tako da je zbir svaka dva susedna broja potpun kvadrat.

2. U trapezu ABCD, sa osnovicama AD i BC, ugao kod temena A je prav.
Neka je E presek dijagonala datog trapeza, a tacka F' podnozje normale konstruisane
iz tacke F na krak AB. Dokazati da je ZDFFE = ZCFFE.

3. Neka je p > 2010 prost broj. Dokazati da je moguce izbaciti najvise dve
cifre iz dekadnog zapisa broja p, tako da novodobijeni broj bude slozen.

4. Neka su a, b i c realni brojevi, razliciti od nule, za koje vazi

1 1 1 1

a b ¢ a+b+c

Dokazati da za svako n € N vazi:

1 1 1 1
>

ar  br e T oat 4 b4

Kada vazi jednakost?

5. U svakom temenu pravilnog n-tougla nalazi se po jedna vrana. Odjednom,
sve vrane odlecu, i posle nekog vremena, sve se vra¢aju, po jedna vrana u svakom
temenu ali ne nuzno ista kao pre. Za koje n mozemo uvek pronaéi tri vrane, tako
da je trougao formiran od njihovih pocetnih pozicija istog tipa (ostrougli, pravougli,
tupougli) kao trougao formiran od njihovih krajnjih pozicija?

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena



Skolsko takmicenje iz matematike

II razred

9. januar 2010. godine
Gimnazija ”Svetozar Markovi¢” Ni§

1. Nadi sve proste brojeve p, tako da 43 1 77 — 67 — 1.

2. U tabli dimenzije 2010 x 2010, svaki kvadrati¢ je obojen crno ili belo, pri
¢emu je poznato da su tac¢no tri od cetiri ugaona kvadrati¢a obojena istom bojom.
Dokazati da u toj tabli postoji deo dimenzije 2 x 2 u kome su tri kvadrati¢a obojena
jednom bojom, a cetvrti suprotnom.

3. Tacke P i @ su, redom, preseci dijagonale BF', sa dijagonalama AE i AC
pravilnog sestougla ABCDFEF. Dokazati da je 20° < ZPDQ < 22,5°.

4. Neka je P monican polinom stepena n ¢iji su svi koreni realni brojevi i za
koji vazi |P(0)] = P(1). Ako za svaki koren A polinoma P vazi 0 < A < 1, dokazati
da je proizvod korena manji ili jednak od 2%

5. Neka (n + 2)-torka (ag,a,...,a,+1) prirodnih brojeva ispunjava sledece
uslove: ag = any1 = 1, a; > 11 a;|la;—1 + a;11 za svako i iz skupa {1,2,...,n}.
Dokazati da je barem jedan ¢lan te (n + 2)-torke jednak 2.

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena



Skolsko takmicenje iz matematike
IIT i IV razred

9. januar 2010. godine
Gimnazija ”Svetozar Markovi¢” Ni§

1. Neka funkcija f preslikava tacke neke ravni u realne brojeve, tako da, kad
god su tacke A, B, C'i D temena kvadrata u toj ravni, tada je f(A)+ f(B)+ f(C)+
f(D) = 0. Dali odatle sledi da je f nula-funkcija?

2. Za polinom P(z) sa kompleksnim koeficijentima vazi P (i) = 2010" za svako
i iz skupa {1,2,...,2010}. Dokazati da je stepen polinoma P barem 2009.

3. Dat je konveksan petougao ABCDFE u kome je BC = DE, /ZABE =
LCOAB = /ZAED —90° i ZACB = ZADE. Dokazati da je BCDE paralelogram.

4. Brojevi 0,1,2,...,n su ispisani na tabli. U svakom koraku mozemo obrisati
neki broj koji je aritmeticka sredina dva razli¢ita broja koja se jos uvek nalaze na
tabli. Ovo ponavljamo dok god postoji broj koji mozemo obrisati. Neka je f(n)
najmanji moguéi broj preostalih brojeva na tabli. Nac¢i f(n) za svako n.

5. Neka je g = 2p + 1, pri cemu su p i ¢ prosti brojevi. Dokazati da postoji

prirodan broj koji je deljiv sa q i ¢iji zbir cifara nije veci od 3.

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena



