
13. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

drugi krug – 24.03.2009.

PRVI RAZRED

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je AD visina iz temena A, a1.
taqka E presek prave BC i preqnika sa krajem u A kru�nice opisane
oko trougla ABC. Neka su taqke M i N simetriqne taqki D u odnosu
na prave AC i AB, redom. Dokazati da je

^EMC = ^BNE.

Prirodni brojevi od 1 do 999999 podeǉeni su u dve grupe: u prvu su2.
stavǉeni svi brojevi qiji je najbli�i potpun kvadrat neparan, a u
drugu svi brojevi qiji je najbli�i potpun kvadrat paran. U kom skupu
je suma svih brojeva ve�a?

Dato je 2n identiqnih novqi�a, od kojih n ima masu a, a preostalih n3.
masu b (a < b). Ukoliko nam je na raspolagaǌu vaga pomo�u koje mo�emo
meriti masu bilo kojih n novqi�a, dokazati da se u n + 1 mereǌa mogu
odrediti brojevi a i b.

Dat je trogao ABC. Na stranicama AB, BC i CA izabrane su taqke4.
M , N i P , redom, tako da je qetvorougao CPMN paralelogram. Neka
je {R} = AN ∩MP , {S} = BP ∩MN i {Q} = AN ∩ BP . Dokazati da je
povrxina qetvorougla MRQS jednaka povrxini trougla NQP .

Na tabli je napisana req BBABBAABAABAB. U svakom koraku dozvo-5.
ǉeno je izbrisati dva susedna slova BA ili dodati dva susedna slova
AB na bilo kom mestu u reqi. Da li je mogu�e na taj naqin datu req
pretvoriti u req:

(a) BBAABBABAABBA;

(b) ABBABAAABBAAB;

(v) BABAABAABBABB?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.
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drugi krug – 24.03.2009.

DRUGI RAZRED

Data je prava p i taqke A, B, C, D i E na ǌoj tako da je1.

AB = BC = CD = DE i A−B − C −D −E.

Neka je F proizvoǉna taqka koja se ne nalazi na pravoj p. Ukoliko
su G i H centri krugova opisanih oko trouglova AFD i BFE, redom,
dokazati da je GH ⊥ CF .

Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da a+b+c | a2 +b2 +c2. Dokazati2.
da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje

a + b + c | an + bn + cn.

Dati su pozitivni brojevi a1, a2, a3, b1, b2, b3. Dokazati nejednakost3.

(a1 + b1)(a2 + b2)(a3 + b3) + 4 ·
(

1
a1b1

+
1

a2b2
+

1
a3b3

)
> 20.

Krugovi S1 i S2 seku se u taqkama P i Q. Na krugu S1 odabrane su4.
taqke A1 i B1, razliqite od P i Q. Prave A1P i B1P seku krug S2 u
taqkama A2 i B2, redom. Oznaqimo sa C preseqnu taqku pravih A1B1

i A2B2. Dokazati da centri krugova opisanih oko trouglova A1A2C,
dobijenih za razliqite polo�aje taqaka A1 i B1, le�e na fiksiranom
krugu.

U reqi sastavǉenoj od slova a i A mo�emo da meǌamo blokove slova5.
na slede�i naqin:

(1) aAa sa A i obratno;

(2) AAa sa a i obratno.

Da li je ovakvim transformacijama mogu�e polaze�i od reqi aa . . . a︸ ︷︷ ︸
2009

A

dobiti req Aaa . . . a︸ ︷︷ ︸
2009

?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.
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TRE�I I QETVRTI RAZRED

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da1.
broj 3n nema maǌi zbir cifara od broja 3n+1.

Neka su la, lb, lc du�ine simetrala uglova datog trougla, a l′a, l′b,2.
l′c du�ine ǌihovih delova izme�u centra upisane kru�nice i odgo-
varaju�ih stranica. Dokazati da va�i nejednakost

l′a + l′b + l′c 6 1
3
(la + lb + lc).

U pravilnom 6n−touglu po 2n temena obojeno je jednom od tri date3.
boje. Zatim je svaka du� koja spaja temena iste boje obojena tom bojom
(ostale du�i nisu obojene). Dokazati da postoje dve podudarne du�i
obojene razliqitim bojama.

Neka je S skup svih racionalnih brojeva koji zadovoǉavaju slede�e4.
uslove:

1)
1
2
∈ S;

2) ako je x ∈ S, onda 1
x + 1

∈ S, x

x + 1
∈ S.

Dokazati da skup S sadr�i sve racionalne brojeve iz intervala (0, 1).

Dat je nejednakokraki trougao ABC. Upisani krug k sa centrom u5.
taqki O dodiruje stranice AB, BC, CA u taqkama C1, A1, B1, redom.
Oznaqimo preseqne taqke du�i AA1, BB1 i kruga k sa A2 i B2. Neka je
presek simetrale ugla ^B1A1C1 i du�i B1C1 taqka A3, a simetrale ugla
^A1B1C1 i du�i A1C1 taqka B3. Tako�e, oznaqimo sa P i Q preseqne
taqke krugova opisanih oko trouglova A1A2A3 i B1B2B3. Dokazati da
je A2A3 simetrala ugla ^B1A2C1, kao i da su taqke P , O, Q kolinearne.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.
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